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Absztrakt:

A dolgozat célkitiizése, hogy megismertesse az olvasét az evoluci-
6s jatékelmélet jelentéségével, lehetéségeivel és bevezetd jelleggel
annak médszertandval. Ennek a célnak megfeleléen egy konkrét
probléman, a kevert stratégiaval bévitett tidrsadalmi dilemmaékon
keresztil fogjuk vizsgalni elsésorban a modell fizikai jelent6ségét és
vonatkozisait. A matematikai eszkoztar és a teriilet eddigi eredmé-
nyeinek nagy vonalakban val6 ismertetése utdn kozoljik azokat az
adatokat, melyeket a konkrét fizikai rendszeren futtatott szimula-
ci6k eredményeztek, és Gsszevetjikk azokat az elviarasokkal. Miutan
megmutattuk az eddig vizsgélt és az 4ltalunk kibévitett rendszerek
kozotti hasonlésdgokat, réviden ratériink egy olyan modellre, mely
kozelebb 4ll az evoluciébiolégusok altal hasznaltakhoz. Itt még éle-
sebben megmutatkozik a kevert stratégidk jelent6sége, valamint 1é-
nyegi eltérést talalunk a harom- és a kétstratégids rendszerek visel-
kedése kozott.

Kulcsszavak: evolucios jdtékelmélet, tdrsadalmi dilemmdk, potencidl-
jdtékok, kevert stratégia, logit szabdly, imitdcids dinamika, evoliicidsan
stabil stratégia

1. Bevezetés

A jatékelmélet XX. szdzad eleji megsziiletése 6ta egyike a leginkabb
széleskorlien alkalmazott matematikai modelleknek: a kézgazdasag-
tél elkezdve a biolégian és a szociolégian at a fizikdig szamos tudo-
maényteriilet haszndlja ezt az eszkoztarat. Lényege, hogy olyan hely-
zeteket modellez, ahol a jatékosok nyereményét a sajat dontésikon
kivil jatékostarsaik dontései is befolyasoljak. Kiilonosen érdekesek
azok az élethelyzetek, amikor a jatékosok optimalis déntésének kiva-
lasztasat a jatékostarsak ellenérdekeltsége akadalyozza. Az evoluciés

83

Studia 2016.indd 83 2016. 06. 09. 10:18:12



jatékelmélet ilyen rendszereket vizsgal szdimos egyszertsité feltétel
mellett.

A sokszerepl6s jatékok targyaldsit matematikailag nagyban egy-
szerUsithetjik, ha az egészet parkoélcsonhatasok 6sszegeként tér-
gyaljuk, melyek tulajdonsédgait egy nyereménymatrix irja le'. A mat-
rix a jatékosok altal valaszthaté tiszta stratégidk ,kovetkezményét”,
nyereményét tartalmazza. Az evoluciés jatékelméleti modellekben?,?
a jatékosok ugyanazt a stratégiat hasznaljak jatékostarsaikkal szem-
ben egy adott idében és az igy kapott nyereményeiket novelhetik az-
zal, hogy egyszerre vagy egymadst véletlen sorrendben kévetve egy
misik tiszta stratégiat valasztanak.

A jatékelméleti modellekben a jatékosok képviselhetnek embert,
noévényt, allatot vagy baktériumot, és ennek megfelel6en szolgil-
hatnak elméleti hattérként a kozgazdasagi, bioldgiai és szocioldgiai
jelenségek szamszerl vizsgalatanal. Az emlitett tudomanyterile-
tek fejlédését a statisztikus fizika eszkozei jelentés mértékben se-
gitették, mert mar évtizedek 6ta hasznalunk olyan médszereket,
amelyek segitségével meghatarozhaté egy sokrészecskés rendszer
makroszkopikus viselkedése, ha ismerjiik a részecskék kozotti par-
kolesonhatast. Killénosen szoros kapcsolat létezik a statisztikus fi-
zika és az evoluciods jitékelméleti modellek kozott, ha a kolesénha-
tast ugynevezett potencial jatékkal irjuk le. Ismert, hogy az 6sszes
szimmetrikus kétstratégids matrixjaték ilyen. A kovetkezdékben
attekintjik a matrixjatékok matematikai leirdsat és a fizikai vonat-
kozdsokat egy konkrét példa, a kétstratégids tarsadalmi dilemmak
targyaldsaval.

2. Matematikai eszkoztar
Altalanos szimmetrikus parkolcsénhatas esetén a kolcsonhatast jel-
lemz6 I = [ -es matrix alakja:

Iy 7 3y
A= E W -

e fal o E
* NEUMANN J. MORGENSTERN O, .: A Theory of Games and Economic Behaviour. Prince-
ton, 1944, Princeton University Press.

2 Nowak M.A.: Evolutionary Dynamics. Cambridge, MA, 2006, Harvard University Press.
3 Szabo G., Fath G.: Evolutionary games on graphs. Phys. Rep., 2007. 446. sz. 97-216. o.
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Ennek jelentése, hogy Bif az az elem, mely az egyik jatékos i-dik,
a masik jatékos j-dik déntési opcidjanak valasztisakor irja le elébbi
nyereményét a jaték soran. A kolcsonhatast, vagy jatékot azért ne-
vezzik szimmetrikusnak, mert mindkét jaitékos szdmdara ugyanezen
A matrix adja meg a lehetséges kimeneteleket. A jatékelméleti mo-
dellek lényege, hogy a jatékosok nyereményét sajat dontésik mel-
lett partneriiké is befolydsolja, ezért célszerd definidlni a stratégia
fogalmat, ami azt adja meg, hogy a jatékos az adott n lehet8ség koziil
melyiket valasztja. Matrixos jel6lésben ezt egy n dimenzids oszlop-
vektorként foghatjuk fel, melynek tiszta stratégidk esetén csak egy
nem O eleme van:

1 o
.5, =[],

0 1

Ezek utdn egyszerien felirhatjuk azt a nyereményt, amit x és y jaté-
kos kap a jaték végén, hiszen az csak a sajat stratégiajatol, a tarsaétol,
valamint a matrixtél fugg:

w,=s. A5 ésu, =s A 5.,
A jatékelmélet esszencidlis része, hogy két fiiggetlen doéntés hata-
rozza meg a végkimenetelt. Eppen ezért, ha matematikai allitasokat
szeretnénk tenni, elengedhetetlen, hogy definidljunk olyan egyensu-
lyi helyzeteket, melytél valamilyen szempontbél nem érdemes, nem
logikus eltérni, tehat varhatéan ezt vélasztjak majd a jatékosok. Egy
ilyen bevezethet fogalom a Nash-egyensuly. Akkor beszélunk Nash-
egyensulyrdl, ha a dontés egyoldali megvéltoztatisdval semelyik
jatékos sem képes névelni a sajat nyereményét, tehit az 6nzé és raci-
onalis jatékosok erre a stratégiaparra jutnak el. Megmutathaté, hogy
minden parkélcsénhatdsban létezik legalabb egy Nash-egyensuly*.
Egy masik, f6képp a biolégidban alkalmazott egyensulyfogalom az
evoluciésan stabil stratégia (ESS) fogalma. Amennyiben a jatékoso-

4Nash J.: Equilibrium points in n-person games. Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 1950. 36.
sz.48-49.0.
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kat egyedekkel azonositjuk, ahol mindenki a szomszédjaival verseng
a tulélésért, akkor egy ESS-t valaszt6 populaciéval szemben nem tud
sikeres lenni egy ,muténs”, aki eltér az ESS-t61°.

Az evolucié egyik fontos tulajdonsdga, hogy idében zajlik, tehat
az evoluciés jatékelméletben a résztvevék nem folyton egy stratégi-
at jatszanak, idérdl idére valtoztatnak rajta, hogy jobban jarjanak.
Nem mindegy azonban, milyen matematikai szabdly szerint valta-
nak, mert ez nagyban befolyasolja a rendszer viselkedését. Lehetsé-
ges péld4ul determinisztikus®, vagy sztochasztikus’ alapon térténd
utdnzasa a jol teljesité szomszédnak. A sztochasztikus dinamika, az
ugynevezett logit szabdly a fizikai rendszerekkel mutat parhuzamot,
a jatékok egy meghatarozott csoportja (potencidljatékok) esetén a
statisztikus fizikabdl ismert jelenségeket figyelhetiink meg??,™. A
determinisztikus, vagyis imitaciés dinamika ehhez képest a bioldgiai
modellekkel mutat rokonsagot, egy populacié evolucidjat irja le.

A munka sordn a térben oly médon helyeztik el a jatékosokat,
hogy egy négyzetracs pontjaiba keriiljenek, tehat mindenkinek négy
szomszédja volt, akikkel jatékokat folytatott. Mindkét fentebb em-
litett evoluciés dinamika mellett vizsgalat ala keriilt a rendszer, n=3
killénboz6 valaszthaté stratégidval. A nyereménymatrix paramétere-
zésében a kétstratégids tarsadalmi dilemmdk jelslésrendszerét hasz-
naltuk, ezért, valamint a fizikai anal6gidk mélyebb megértése végett
a kovetkezdkben tekintsiik at a potencidljatékok elméletét, tovabba
az ezek egy specidlis eseteként kezelhet6 kétstratégids tarsadalmi di-
lemmakat.

® Smith J.M., Price G.R.: The logic in animal conflict. Nature, 1973. 246. sz. 15-18. o.
& Nowak M.A., MAY R.M.: The spatial dilemmas of evolution. Int. J. Bifurcat. Chaos.
1993. 3. sz. 73-78. o.

7SzABO G., TOKE C.: Evolutionary prisoner’s dilemma game on a square lattice. Phys.
Rev. E. 1998. 58. sz. 69-73. o.

8 BLUME L.E.: The statistical mechanics of strategic interactions. Games Econ. Behav.
1993. 5. sz. 387-424. o.

® BLUME L.E.: The statistical mechanics of best-response strategy revision. Games
Econ. Behav. 1995. 11. sz. 111-145. o.

' MONDERER D., SHAPLEY L. S.: Potential games. Games Econ. Behav. 1996. 14. sz.
124-143. o.
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2.1. Kétstratégias tarsadalmi dilemmak, potencialjatékok
A legismertebb tdrsadalmi dilemma a fogolydilemma, melynek 1é-
nyege, hogy olyan helyzetet teremt, melyben a két szereplé valasz-
tas elé keril: egyuttmiikodnek, vagy versengenek (éléskodnek). A
jaték matrixa olyan, hogy az 6nzé és raciondlis jatékosoknak a Nash-
egyensuly azt diktalja, hogy éléskodjenek, holott kiilon-kilén és
egylittesen is jobban jarnanak, ha mindketten az egyiittmikodést
vélasztanak. A 2 = 2-es jatékok altalanos tarsadalmi dilemma jels-
lésében a nyereménymatrix:

4= I:D Tj .
5 1

ahol a két paraméter: T (temptation, kisértés az éloskodésre) és
S (sucker’s payoff, a balek nyereménye) értéke adja meg, hogy mi-
lyen jellegti lesz a jaték. A nyeremények és a stratégidk megnevezése
a fogolydilemma jatékra vonatkozik, de ugyanezekkel a paraméte-
rekkel mds jatékokat is leirhatunk. A Nash-egyensulyok szempont-
jabol négy lényegi lehetéséget killonboztetiink meg: H (harmoénia),
SH (stag hunt, szarvasvadaszat), HD (hawk-dove, héja-galamb jaték)
és PD (prisoner’s dilemma, fogolydilemma), melyek mind egy-egy
szemléletes hattértorténetrdl kaptdk a nevitket. Hogy atlathatébb
legyen, hogy melyik jaték milyen stratégidkat részesit elényben, cél-
szer(l dbrazolni 8ket a T-S paraméterek értékeitdl figgben:

S 4 H : HD
1 [l-l* —-— {l-l] i [|,|* -
i
e | —~—fcc]
O —SsH —T1T——PD —
-{od | BE——lod
]
.l .
lc n} - i e 'n} - }(tI
(8 ] 1 pr !

1. dbra: Négy folyamdbra a jdtékok jellemzésére a T-S paramétersikon.
Szaggatott vonalak vdlasztjdk el a tartomdnyokat, sziirke négyzetek jelzik
a Nash-egyenstlyokat. A stratégidk: D-éloskidés, C-egyiittmiikodés
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A folyamabrak cstcsai (sziirke vagy fehér négyzetek) stratégia-
parok: megmutatjak, hogy milyen vélasztdssal él a két jatékos. Az
irdnyitott élek a lehetséges egyoldalu stratégiavaltasokat dbrizoljik
és a Nash-egyensulyok logikajat kovetik: minden stratégiapartél nyil
mutat oda, ahova az adott jatékosnak érdemes véltania, mert né-
velheti nyereményét. Azok a négyzetek, amelyekbdl nem mutat ki
nyil, egyensulyiak lesznek, mert nem érdemes valtani réluk. Lathato,
hogy sehol sem alakul ki olyan helyzet, hogy iranyitott hurok jelenne
meg a folyamdbran. Ez a tulajdonsag altaldnosan nem igaz a jatékok-
ra, csak akkor, ha az adott nyereménymatrix egy potencidljatékhoz
tartozik.

Az eddig szemléletesen bevezetett kritériumot a potenciél 1étezé-
sére érdemes formalisan is felirni. A matematikai feltétel egy olyan V
matrix'!,'? létezése, amire teljesiil az aldbbi egyenléség:

Vi — V; = Ay — Ay YLLKk,

Ez azt fejezi ki, hogy ha az elsé jatékos k-dik stratégidja helyett az
i-diket valasztja, nyereményvaltozasa megegyezik a potencidl meg-
valtozasaval. A potenciél 1étezéséhez hasonlé feltételnek kell teljesiil-
nie a masodik jatékos stratégiavaltasaira is. Ebbél kovetkezik, hogy
szimmetrikus jatéknal V is szimmetrikus, ha létezik. Kétstratégias
esetben a jaték szimmetridjabol kovetkezik a potenciél 1étezése’3, ™,
nagyobb n esetén viszont ez nem feltétlenil igaz.

Szemléltetésként nézzitk meg a kétstratégias tarsadalmi dilemmdk
potencidlmatrixat, ami az eddigiek alapjan algebrai tton levezethet6:

0 5
F='15 1+5‘—T]'

A potencidlmatrix sok szempontbdl praktikus leirdsa a jatéknak.
El8szér is, mivel a nyereményvaltozasokat tartalmazza, §sszefuiggés-

" BLUME L.E.: The statistical mechanics of strategic interactions. Games Econ. Behav.
1993. 5. sz. 387-424. o.

2 MONDERER D., SHAPLEY L. S.: Potential games. Games Econ. Behav. 1996. 14. sz.
124-143. o.

> MONDERER D., SHAPLEY L. S.: Potential games. Games Econ. Behav. 1996. 14. sz.
124-143. o.

*GALAMS., WALLISER B.: Isingmodel versus normal form game. PhysicaA. 2010.389. sz.
481-489. o.
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be hozhaté a valtoztatas kifizet6dését vizsgalé Nash-egyensullyal: a
matrix legnagyobb eleme mindenképpen Nash-egyensuly lesz. Mas-
részt pedig ennek segitségével definidlhatunk egy olyan mennyisé-
get, ami parhuzamba allithaté a klasszikus fizikdbdl ismert poten-
cidlis energiaval, és abban segit, hogy a jatékelméleti modellt fizikai
rendszerekre alkalmazzuk:

1
U(s) = EZ 5. VSers.,
.5y

ahol & = [51, B g enny 5_-;], tehat mind az N db jatékos stratégia-
valasztasat tartalmazza. Mindenkire §sszegezve a sajat stratégidja
és a szomszéd stratégiaja altal kivalasztott elemét a potencidlmat-
rixnak megkapjuk a rendszer teljes energidjat. Ez teljesen anal6g a
negativ potenciélis energia fogalmaval a fizikdban. A fent leirt, po-
tencidlmatrix dltal kituntetett Nash-egyensuly pedig a sokrészecskés
rendszerek alapallapotaval 4llithat6 pArhuzamba.

A statisztikus fizikdban az alapéllapot altalaban a nulla h6mérsék-
letli rendezddést jelenti, tehat célszerd itt is bevezetni valami médon
a rendszer hémérsékletét. Ezt az id6fejlesztésen belul tessziik meg,
ugyanis a fizikailag fontosabb logit szabaly (sztochasztikus dinami-
ka) ugy épiil fel, hogy a jatékosok szamara nem magatdl értet6ds a
kifizet6d6bb stratégidra véaltani: minél nagyobb a hémérséklet (zaj),
annal kevésbé fog mindenki az optimalis stratégia felé térekedni,
megjelenik a rendezetlenség a modellben. Ez matematikailag tugy
fogalmazhaté meg, hogy az ¥x stratégidra val6 valtas valdsziniiségét
adjuk meg az alabbi képlettel:

ahol a nevezében 1év6 6sszeg az 9sszes lehetséges stratégian végig-
megy (tehét a legjobb kereséséhez minden opciét figyelembe vesz),
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és a zaj mértékét K adja meg. A képlet azt az elvardsunkat is teljesi-
ti, hogy nulla hémérsékleten alapallapotu legyen a rendszer, mert
ilyenkor biztosan a legjobb stratégiit valasztja majd minden jatékos.
Altalanosan is belathato, hogy az egyes stratégiaprofilok valészint-
ségét ennél a dinamikai szabalynal a Boltzmann-eloszlas adja, te-
hat a jatékelméleti modell potencialjatékoknal tokéletesen alkalmas
statisztikus fizikai rendszerek leirdsara. Ezen feliill még egy érdekes
parhuzamot taldlunk: a kétstratégias tarsadalmi dilemma és a mag-
nesesség egyik elméleti modellje kézott. Ennek részleteire helysziike
miatt itt nem térunk ki, de fontos megjegyezniink, hogy a jaték altal
definialt L[ &) mennyiség itt a magneses energiaval 4llithaté par-
huzamba, a D és C stratégidk pedig felfelé vagy lefelé all6 méagneses
spineknek feleltethet6k meg.

2.2 Kevert stratégiak és biologiai rendszerek
Az eddigiekben feltettiik, hogy a jatékosok mindig tiszta stratégidt
valasztanak, tehat az adott dontési lehetdségeikbél elére leszoge-
zett médon valasztanak egyet. A jatékelméleti modellekben azonban
nagyon fontos szerepet jatszanak a kevert stratégidk is. Annak a ja-
tékosnak a dontése, aki kevert stratégiat alkalmaz, sosem ennyire
meghatarozott. Egy lehetséges méd példaul, hogy minden fogolydi-
lemma jaték el6tt feldob egy pénzérmét, és amennyiben fejet dobott,
él6skodni fog, ha irast, akkor egyuttmiikédik. Ez a véletlen faktor a
maga szamdra és ellenfele szamadra is kiszdmithatatlansdgot hoz a
jatékba. Ez egy nagyon nagy jelent6ségii valtoztatas, mert bizonyos
jatékokban ,nincs j6 dontés”, nem létezik tiszta Nash-egyensly,
csak kevert. Ilyen tobbek kozott a kozismert ké-papir-ollé jaték is,
ahol barmelyik valasztdsomat legyézheti az ellenfél, és megmutat-
hatd, hogy a legjobban akkor jarok, ha azonos esélyt adok mindegyik
lehetéségemnek (példaul egy dobdkocka segitségével). Ellenfelemre
ugyanez igaz, ennek a jatéknak ez a (kevert) Nash-egyensulya.

Nem kell azonban elszakadnunk a kétstratégids dilemmdktol,
hogy a kevert stratégiak fontossagat szemléltetni tudjuk. A matema-
tikai képletek mellézésével most egy dbrdn mutatjuk meg azt, hogy

!> BLUME L.E.: The statistical mechanics of strategic interactions. Games Econ. Behav.
1993. 5. sz. 387-424. o.
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a héja-galamb tartomanyban hogyan jelennek meg a kevert Nash-
egyensulyok is.

2. abra: Az egyik jdtékos nyereménye annak fiiggvényében, hogy a két részt-
vevd milyen valdsziniiséggel miikodik egyiitt a jatékban,
a paraméterek T=1,5 és S=0,5 értékeinél

Azt lathatjuk, hogy amennyiben x jatékos tr valészintiséggel ko-
operal, mig y f eséllyel miikodik egyiitt, akkor hogyan alakul el6bbi
nyereménye. A kék szaggatott vonal azt jelli, hogy ha a masodik ja-
tékos éppen % (a konkrét érték figg T, S paraméterektdl) val6szind-
séggel valasztja az egyuttmiikodést, akkor az els6 mindegy miképp
dént, nem névelheti nyereményét. Ez éppen a Nash-egyensuly de-
finiciéja. Pontos szamoldsokkal megmutathatd, hogy a héja-galamb
mellett a csak a szarvasvaddszat tartomanyban jelenik még meg ke-
vert Nash-egyensuly, de ezek mégsem teljesen ekvivalensek, amint
az alabbiakban latni fogjuk.

Akevert stratégiat a fentiekben valdszintiségi alapon értelmeztiik,
de lehet8ség van masképpen is megfogalmazni: statisztikai médon,
ami a biolégiai modellekhez &ll kézelebb. Eszerint egy populacié az
evoluciés versengésben akkor jatszik kevert stratégiat, ha bizonyos,
a keverési val6szintiségekkel meghatdrozott hdnyada vilasztja az
egyik, a maradék a masik stratégiat (kétstratégias jatékoknal). Ez a
megfogalmazas, illetve az ehhez kapcsol6dé evolucidsan stabil stra-
tégia fogalma kiilonbozteti meg a HD és az SH tartomanyok kevert
egyensulyait. Amint kordbban ismertettiik, egy stratégia evolucié-
san stabil, ha az azt valaszté populaciéval szemben barmilyen muta-
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cio, eltérés életképtelen. Jelen esetben ez csak a héja-galamb tarto-
maényban lesz igaz a kevert egyensulyi helyzetre.

A matematika nyelvén a fenti kritérium ugy fogalmazhat6 meg,
hogyaz ' egyenstlyi keverési valészintiségre és valamely & val6szi-
niiséggel kevert ,mutinsra” 1, (a®, 0] < w (e, a") &

i, I:ﬂ‘ ", 3] =, [ﬂ‘ '_._S:I , tehdt a tobbségi populacié énmagival

jatszva is jobban teljesit, és a mutanssal szemben sem veszit.

Ez az egyensulyfogalom meghataroz6 szerepet tolt be azoknal a
jatékoknal, ahol az id6fejl6dés nem sztochasztikus, hanem determi-
nisztikus, tehat az imitaciés szabély esetén'®, amint ezt késébb latni
fogjuk.

Az eddigiekben attekintettiink minden olyan fogalmat, ami a ki-
bévitett evolucids jatékelméleti probléma megértéséhez sziikséges
lehet. A kovetkezékben a matematikai alapoktél elkezdve réviden
attekintjiik a vizsgalt probléma fizikaval valé parhuzamait, majd a
kevert stratégia jelent6ségét a bioldgiai rendszerekhez kozelebb &llé
targyalasmoédban.

3. Kevert stratégiaval bovitett tarsadalmi dilemma
Ahhoz, hogy egy konkrét esetben kicsit részletesebben is megismer-
hessiik az evolucids jatékelmélet mddszereit, most tekintsink egy
olyan jatékot, melyben hirom stratégia koziil lehet vélasztani! Az
els6 ketté legyen a tarsadalmi dilemmabol mar ismert D és C straté-
gidk, a harmadik pedig egy olyan tiszta stratégia, mely az el6z6 kett
kevert stratégidjaként all el6. Jelsljuk ezt M-mel (mixed, kevert), ek-
kor az a jatékos, aki az M stratégiat valasztja, az minden jatékban cr
valészinlséggel fog egytittmiksodni, 1 — (F eséllyel pedig éléskédni.
Azért célszer(i igy hozzdadni a kevert stratégiat a rendszerhez, mert
matematikailag ez egyszeriien kezelhetd: felirhatjuk ez alapjan a ja-
tékot jellemz6 nyereménymatrixot, melynek természetesen az eddig
is meglévé T és S értékei mellett mar F is a paramétere lesz.

Az attekinthet8ség végett most nem szerepeltetjik a szdmoldso-

6 CRESSMAN R.: Evolutionary Dynamics and Extensive Form Games. Cambridge MA,
2003, MIT Press.
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kat, mindenesetre révid uton belathatd, hogy a tarsadalmi dilemmak
ily médon kibévitett valtozata tetszéleges e érték mellett potenci-
aljaték marad. Ez lényegi eredmény, mert ebbél kévetkezik, hogy a
fizikai parhuzamok itt is vizsgalhatok, és felirhaté a potencidlmatrix:

0 5 a5
v=| 5 1-T+5 5+a(1-T)
25 S+a(l-T) &’(1-T—5)42as

Megfigyelhetjik, hogy a bal fels6 sarok teljesen megegyezik a
kétstratégids potencidlmdatrixszal. Ezek utdn érdekes kérdés, hogy
mennyiben valtoztatja meg a rendszert az a tény, hogy hozzavettiink
egy kevert stratégiat. Azt varjuk, hogy komoly kulénbséget jelent,
elvégre egy olyan stratégiaval bévitettiik a rendszert, ami bizonyos
tartomanyokban Nash-egyensuly. Ehhez képest a potencidlmatrix
maximalis elemei dltal kituintetett Nash-egyensulyokban semmilyen
eltérést nem taldlunk a kétstratégias esethez képest: barmilyen tr
értéket valasztunk, a legnagyobb métrixelem mindig a bal fels6 2x2-
es részen van. Ez annyit jelent, hogy ez a jatékelméleti modell majd-
nem ugyanazt a fizikai rendszert irja le, amit a kétstratégias esetben
mér megismertiink. Amint a 3. dbra is mutatja, az alacsony hémér-
sékletii rendezédésben nem jelenik meg a kevert stratégia, csak a két
eddig is meglévé.

P

0 1 e T

3. dbra: Az alapdllapotok kialakuldsa attdl fiiggéen, hogy a T-S sik melyik
pontjdn vagyunk. Nincs eltérés a kétstratégids rendszerhez képest:
nincs tE-fiiggés és a kevert stratégia teljesen hidnyzik a fazisdiagramrdl
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Ezek a szdmolasok ugyanakkor csupan a nulla hdmérsékletd ha-
taresetre vonatkoztak. Mivel bévitettiik a rendszert a korabbihoz ké-
pest, ezért magasabb hémérsékleteken a kevert stratégianak is meg
kell jelennie, igy érdemes megvizsgélni, ez pontosan hogyan térténik
meg. Mivel ott mar egzakt szdmoldsokat nem tudunk végezni, tér-
jiunk at a szamitégépes szimulacidk targyaldsara.

3.1. Szimulacidk logit szabalynal - a fizikai rendszer
Azokban a fizikai rendszerekben, ahol a részecskék és kélcsénhata-
sok nagy szdma miatt egzakt szamitdsok nem készithet8k, bevett
modszer a szdmitégépes szimuldcidk alkalmazasa. A korabbiakban,
amikor az idébeli fejlédésrél volt sz6, minden alkalommal a straté-
giavéltas valdsziniiségét emlitettiik. Ahhoz, hogy ezt kezelni tudjuk,
egy olyan szamitégépes programra van sziikség, ami tartalmaz vélet-
lenszam-generatort. Az ilyen szimuldciés programokat Monte Carlo
(MC) szimulaciéknak nevezik.

Ahogy az el6z6 fejezet végén emlitettiik, a szimulacidkra azért van
szitkség, hogy magasabb hémérsékleteken is tudjunk allitast tenni a
rendszerrdl, ahol a zaj mértéke mar lehet6vé tesz némi rendezetlen-
séget. A varakozisunk az, hogy a hémérséklet novelve egy id6 utan
mar minden rendezettséget nélkilézni fog a rendszertink. Ennek fizi-
kai tartalma az, hogy alacsony hémérsékleten nincs nagy hémozgis,
a rendszer energidja majdnem tisztin magneses. Ahogy noveljik a
hémeérsékletet, a h6mozgas egyre inkabb feliilirja ezt a magneses ren-
det, mig végul teljesen eltiinteti. Ennek pontos lefolyasa a h6mérséklet
fuggvényében egy négyzetracson egzaktul ismert'’ tehat a szimulaci-
6k eredményeit ésszevethetjitk a szamolt megoldéssal, igy ellendriz-
hetjik, mennyire pontos a jitékelméleti megkozelités altal adott le-
irds a fizikai rendszerekre. Ennek részleteibe itt nem megyuink bele,
de megtaldlhatok a jelen munka alapjaul szolgalé TDK-dolgozatban'®.
Szemléltetésképpen ugyanakkor egy abrit részletes magyarazattal
kozzéteszunk. A 4. dbran azl4athatd, hogy egy rendezett alapallapotbdl
kiindulva (a paraméterek olyanok, hogy a 3. dbra tisztan fehér tarto-

7 ONSAGER L.: Crystal statistics. I. a two-dymensional model with an order-disorder
transition. Physical Review. 1944. 65. sz. 117-149. o.

'8 HODsAGI K.: Evolucios tarsadalmi dilemma jaték vizsgalata négyzetracson egy har-
madik kevert stratégidval. TDK-dolgozat.
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manyaba esnek) hogyan jelennek meg nem teljesen optimadlis stratégi-
ak, ahogy a zajt noveljiikk. Bar a rendezetlenség né, a stratégidk aranya
magas hémérsékleten sem egyezik meg teljesen, tehat valamiféle ren-
dezettség megmarad végig: ennek az az oka, hogy a jelen paraméterér-
tékek olyan fizikai rendszerrel teszik analégga a modelliinket, melyben
van kiilsé magneses tér, ami energiai szempontbdl el6nyben részesiti a
vele parhuzamosan all6 spineket (a 4. dbran ez a C stratégia).
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4. dbra: Egyes stratégidk gyakorisdga a négyzetrdcson a hdmérséklet fiiggvényé-
ben. Ures négyzettel az egytittmiikidok, tires rombusszal a kevert stratégia
(zx = 0,5), teli korrel pedig az éloskodok ardnya van feltintetve. T=0,7, S=-0,6.

Az el6z6 esetben a 3. dbrdnak egy olyan teriiletét vilasztottuk ki,
ahol alapéllapotban homogén (csak C) rendez6dés van. Ez fizikailag
olyan, mintha ferromagneses anyagot vizsgilnank. Ehhez képest a
3. 4bra jobb fels6 sarka mindségileg mas, itt sakktabla-szerd rende-
z6dést latunk, ennek fizikai anal6gidja az antiferromagnesesség. Az
antiferromégneses rend eltiinése egészen mas lefolyast kovet, mint
amit ferromégneses esetben lattunk. Ez a fentinél tébb érdekességet
tartogat, de a megértéséhez joval tobb részlet sziitkségeltetne, mint
ami az eddigiekben ismertetésre kerilt, igy ennek kifejtését mell§z-
ziik (az érdekl6d6k azonban egy mindenki szdmara megérthetd leira-
sat a magnesség és a kozosségi dontéshozas kozott fennall6 kapeso-
latnak az idézett cikkben megtaldljik'?), helyette attériink a biol6giai
rendszerekhez kézelebb 4116 imitaciés dinamikéra.

¥ JAvorR M., Geszti T.. Kollektiv dontéseket hozni - hogyan latja
ezt a szociofizika. Fizikai Szemle. 2016. 66. (2) sz. 59-64. o.
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3.2. Szimulidciék imitdciés szabalynal - a bioldgiai
rendszer

Az imitaci6és dinamika egy igazan jelentds eltérést tartalmaz a logit
szabdalyhoz képest: egy jatékos azért, hogy nyereményét novelje, nem
varialhatja tetszélegesen a stratégidjat, hanem csak olyanra vélthat,
ami jelen van a rendszerben. Ez megmagyarazza az imiticiés jelz6t,
hiszen a szomszéd utdnzasara épit, és az is érthetévé valik, hogy mi-
ért alkalmazzdk széleskortien az evoluciébiolégusok. A szamolasok
elvégzéséhez a stratégiavaltas valésziniliségét természetesen itt is fel
kell irni formalisan:

1

1-:.':' r-‘.'u;':_ﬁ'; ':,‘ l'::l )
1+e K

w(s, — s,)=

Ez tehit az a val6szinliség, amivel egy véletlenszeriien valasztott
x jatékos 4tveszi szintén véletlenszeriien valasztott y szomszédjanak
stratégidjat. A nyereménykulénbséget azonositva az energiaval itt is
taldlunk fizikai pairhuzamot: a Fermi-Dirac-statisztikat ismerhetjik
fel. A zaj fogalmat (ha biol6giai rendszerekre akarjuk értelmezni) az
evoluciés visszacsatolds erésségeként foghatjuk fel: minél kisebb a
zaj, annal erésebb a szelekcio.

Alényegitjdonsag, amit az okoz, hogy a jatékosok csak a rendszer-
ben 1év§ stratégidra valthatnak az, hogy megjelennek az ugynevezett
abszorbealé allapotok. Mivel ha egy stratégia kihalt a rendszerbdl,
maér nem térhet vissza, elképzelhet6 olyan folyamat, melynek a végén
csak egy stratégia marad meg, ekkor a rendszer nem viltozik tobbé,
ezt nevezziik abszorbedl6 dllapotnak. Ezt kihasznalva elkészithetiink
egy fazisdiagramot, ami azt tartalmazza, hogy a nyereménymatrix
T-S paramétereitd] fiiggden melyik stratégia fog dominalni, melyik
lesz képes abszorbeal¢ allapot kialakit4sra, ,,egyeduralomra”. Fontos
megjegyeznink, hogy itt mar nem érvényes a 3. abra fazisdiagram-
ja, hiszen az fizikai rendszereknél relevans. Ez azt is jelenti, hogy
nem mindegy, milyen < érték mellett futtatjuk a szimuldcidkat. Az
aldbbi eredményeket et = [, 5 esetén kaptuk. Kordbbrél emlékezhe-
tink, hogy ekkor van kevert Nash-egyensuly a héja-galamb, illetve
a szarvasvaddszat tartomanyokban, azonban csak elébbiben lesz ez
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evoluciésan stabil. Jelen dinamika mellett, ami biolégiai rendszerek-
re alkalmazhaté jobban, az ESS fogalmat varjuk meghatarozébbnak,
és varakozasainkat igazoljak az eredmények:

-
h.ﬂ’#_,.,-'-""
R . %{______
0. s
= : :

1} L] | (] ry 2.9
¥

5. abra: Fadzisdiagram imitdciés dinamikdndl, a zaj K=0,3. A kevert stratégia
domindl azon a részen, ahol evoliiciésan stabil. Sziirkével jelolve az egyiittélés
tartomdnyai, ahol semelyik stratégia nem képes domindini.

A lényegi kiilonbség a 3. és az 5. dbra kozott a kevert stratégia
megjelenése a rendszerben. Ez igazolja azt a varakozasunkat, hogy a
kevert egyensulyok létezése miatt egy ilyen stratégia hozzaadasa ko-
moly eltérést jelent a kétstratégids esethez képest. Sikeresen szem-
léltettiik azt is, hogy a jatékelméletben bevezethetd kulonféle egyen-
sulyfogalmak kézil mindig a kéralmények és a dinamika valasztjdk
ki az adott rendszerre vonatkozé legfontosabbat. Ez meger6siti azt
az elképzelést, hogy a jatékelmélet, és kiilénésen az evolucids jaték-
elmélet miikodsképes keretrendszert biztosithat t6bb tudomanyte-
rillet szamara és eszkoztdrat sok modellnél alkalmazni lehet.

4. Kitekintés

Az eddigiekben megismerkedtiink az evolucids jatékelmélet mod-
szereivel egy konkrét probléma — a kevert stratégiaval bévitett tar-
sadalmi dilemma - tanulményozisin keresztil. A tertilet tavlatai
egyértelmtiek: a modellt bévithetjitk tovabbi stratégidk hozzaada-
saval, vélaszthatunk az 4ltalunk vizsgalni kivant teriiletre alkalmas
dinamikat az id6fejlesztéshez, vagy akar a jatékosok elhelyezkedé-
sét is megvaltoztathatjuk. Jelen munkédban végig egy négyzetrics
pontjaiban elhelyezked? jatékosokkal foglalkoztunk, de szociol6giai
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vizsgalatokhoz példaul j6 valasztas lehet a szocidlis hélézatokat jol
modellezé Barabasi-Albert-modell szerint fejl6dé grafok vizsgalata.
Es ez még mindig csak izelité abbél a sokszintiségbél, amit ez a vi-
szonylag egyszerd matematikai eszkozokkel operald targyaldasmod
lehet6vé tesz.
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Abstract: the aim of this work is to familiarize the reader with the
importance, potentials and methods of the field called evolutionary
game theory at an introductory level. To reach this goal we examine
the physical relevance of this framework through a certain problem: a
social dilemma game that had two strategies originally with an added
mixed strategy. After introducing the mathematical methods and
earlier results of this field by sketching the very basics, we discuss
the data derived from simulations on this certain physical system
by comparing it to the expectations. While gathering the similarities
and differences between the extended system and the original one
we also take a step to investigate our problem with the so-called
imitation dynamics used mostly by evolutionary biologists. Here we
find a more obvious difference between the two- and three-strategy
games as the added mixed strategy plays an essential role.

Keywords: evolutionary game theory, social dilemma, potential games,
mixed strategy, logit rule, imitation dynamics, evolutionary stable
strategy
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