Ambrus Andras

A konkrét és vizualis reprezentaciok hasznalatanak
sziikségessége az iskolai matematikaoktatasban

I. Alappoziciok, bevezets megjegyzések

1. A NORMA 98 (Nordic Conference on Mathematics Education)
konferencian Kristiansandban Yerusalemi izraeli matematikadidaktikus a kévetkezé
mondattal kezdte plenaris el6adasat: Fin a 90% tanara vagyok! Elismerve a magyar-
orszagi iskolai matematikai tehetséggondozas vilagszinvonalat, az utébbi években
engem is jobban érdekelnek a matematikabdl atlagos, illetve anndl gyengébb tanuldk
nehézségei, tanulasi problémai.

2. Laurinda Brown, a Bristoli Egyetem tandra mondta magyarorszagi
latogatasa végén itteni megfigyelései, tapasztalatai alapjan: Ti Magyarorszagon mate-
matikat tanitotok, mi Anglidban gyerekeket. El6sz0r nem igazan értettem a kritikat,
kés6bb el kellett ismernem, hogy van igazsig benne, hiszen nalunk féleg kozép-
iskolaban a matematika formalis, zart rendszere dominal, figyelmen kivil marad a
tanulok fejlettségi szintje, nehézségei. Amikor a konkrét és vizualis reprezentaciok
alkalmazdsa mellett érvelek, a tanuldk szempontjait helyezem el6térbe.

3. Birger bécsi matematikadidaktikus latogataisom alkalmaval a kovetkezd
mondattal kezdte egyetemi matematikadidaktika el6adasat: ,,Aki azt allitja, hogy a
matematikat igy és igy kell tanitani, az sarlatan!” Gondolataimat ennek szellemében,
mint egy alternativ — azért megszivlelend6 — javaslatot mutatom be.

I1. Elméleti megfontolasok
1. Reprezentaciok

A matematikai elvekkel, fogalmakkal, koncepcidkkal valé gondolkodashoz,
illetve kommunikalasukhoz sztkséges, hogy valamilyen médon reprezentaljuk e fogal-
makat. Kétfajta reprezenticiét kiilénboztet meg a pszicholdgiai szakirodalom.

Kilsé reprezentaciok:

— szimbolikus (beszélt illetve irott nyelv),
—  vizualis (képi),
—  targyl (materialis).
Belsé reprezentaciok (mentalis reprezentaciok).
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Ahhoz, hogy agyunk operalni tudjon a fogalmakkal, szitkségink van ezek
belsé reprezenticiojara.

A kils6é reprezenticik megfigyelhet6k, mig a belsé reprezenticiok koz-
vetlentl nem figyelhet6k meg. A belsé reprezentacidk mindségére a kiilsé reprezen-
taciok alapjan kovetkeztetiink.

A pszicholégiai tudomanyban a kévetkezé feltevéseket teszik a reprezenta-
ciokkal kapcsolatban

1. Egy fogalom, koncepcié kiils6 és bels6 reprezentacioi k6zott kapesolat van.
A belsé reprezentacidk kozétt is kapesolatok vannak. A kils6 reprezen-
tacidkat befolyasolja a belsé reprezentacié jellege.

2. A belsé reprezentacidk koézotti kapcesolat szimulalhaté a megfelel§ kiilsé
reprezentaciok koézotti kapcesolatok 1étrehozasaval. A belsé reprezenticiok
kozti kapcesolat az ismeretek egy halézatat adja. A kapcsolatok teszik lehetSvé
egyik ismeretrSl a masik ismeretre val6 attérést.

Megértés

Egy matematikai elvet, koncepciot, fogalmat akkor értlink meg, ha annak
belsé reprezentacidja a reprezentaciés halézatunk részévé valik. A megértés fokat a
kapcsolatok szama, erGssége, stabilitasa jellemzi. Bzt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a
megértés a matematikai fogalmak, elvek kézotti kapesolatok 1étrejottét jelent.

Példak
Targyi Képi Szimbolikus
Te’rmeszetes Ot darab goly6 00000 V.5, 6t
szam
Fél alma 1
Tortszam @ fél, egy ketted, 5
Tavirozsa a grafikon
megfigyelés
kezdetekor 1 m2 1
vizfeluletet fed le.
Havonta
Fugevény megduplazédik a ERSR, f(x) = 2
lefedett teriilet.
Vizsgaljuk az id6 és
lefedett tertilet >
kapcsolatat.
Egy szekrény eltolasa szerkesztések
Eltolas 8y Y eltolassal T,
a teremben ¥
kapcsolatban
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Kapcsolatok a reprezentaciok kozott
Egy kiilsd repregentacid — tobb belsd reprezentdcid

»— jel lehet:
— az ellentett jele, pl. —(=5)
— akivonias jele pl. 53
- elgjel pl. =5

3x + 2 jelenthet:
— egy muveleti eljarast, egy bizonyos szam haromszorosahoz hozzaadunk kett6t;

az el6bbi muveleti sor eredményét, azaz egy szamot;
— egy linearis fuggvényt;
egy formalis algebrai kifejezést (jelkombinaciot).

4x jelentheti az el6bbi négy értelmezés mellett:
—négy darab egyenként x hosszisdgu szakasz Ssszegét;
—egy olyan téglalap tertletét, melynek oldalai 4, illetve x hosszusaguak.

Egy belsd reprezentacid — tobb kiilsd reprezenticid

Egész szamok:
Z=10,1,-1,2-2..}
Z={.-3-2-10,123...}

Fuagevények:
Megadasuk torténhet tablazattal, grafikonnal, szimbdélumokkal, szébeli utasi-
tassal.

A képi reprezentaciok memaoriat befolyasolé jellemzdi

A képiség, vizualitds hatékonyan megjegyezhet. A képeket a verbédlis memoriatdl
elkiilénitve kodolja agyunk, igy egy masodik lehetéség is van a memoridban el-
raktarozott informacidkhoz valé hozzaférésre. A képek hatékony eszkozei lehetnek a
tanult anyag szervezésének, igy megjegyzésének is.

2. Az emberi agy aszimmetriai

Hamori J6zset Ag emberi agy aszimmetridi cimG kdnyvében részletesen elemzi a
bal, illetve jobb agyfélteke jellemz6it. Kutatasai és a nemzetkézi kutatasi eredmények
Osszegzése alapjan arra a kovetkeztetésre jut, hogy az emberek 85%-anal az illet
agyféltekére dominansan jellemz6ek az alabb felsorolt tulajdonsagok:
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Bal félteke Jobb félteke
—  beszéd, nyelvhasznalat — néma, lat6, térmanipulald
—  szekvencialis, digitalis — egyidejd, analog
— logikus, analitikus —  szintetikus, holisztikus
—  algebrikus —  geometrikus
— intellektudlis —  Osztdnos
—  konvergens — divergens
—  kovetkeztetd —  képzelberd, kreativitas
— racionalis — irracionalis
—  absztrakt (gondolkodas) — targycentrikus (gondolkodas)
—  realisztikus, objektiv —  impulziv, szubjektiv
—  humorérzék nincs —  humorérzék
—  iranyitott —  szabad
— id6érzék — idé6tlen

A nyugati kultarakban a verbalis nyelv, az ésszerd, racionalis, logikus gondol-
kodas és az elemzés tulhangsilyozasa a jellemz6. (A részletek nagy hangsulyt kapnak.)
A keleti gondolkodas intuitiv, meditativ, mitikus, néha irracionalis (nyugati értelem-
ben). Ezen tipusi gondolkodas féleg a jobb agyféltekében lokalizalt. Erdemes meg-
jegyezni, hogy Japanban igyekeznek Otvozni a kétfajta gondolkodasi stilust a
matematikai problémamegoldas tanitisa soran.

Paivié duadlis kédelmélete szerint minden individuum két egymdstdl el-
valasztott kodolo rendszerrel rendelkezik (képi illetve verbalis). Minél konkrétabb a
feldolgozandé informacié, annal jobb lehetSségek vannak a kétféle kédolasra.

Ipke Wachsmuth kétfajta gondolkodasi médrédl beszél: L-modus illetve
R-modus. Erdemes 6sszevetni e két modust a Himori-féle listaval.

L-modus R-modus
—  részletek 6sszerakasa,

—  részletekre valo koncentracid .. . ,
Osszeillesztése

— gondolatok kanalizalasa
(egy szisztematikus megoldasra
valo torekvés)

asszociacio
(szabad asszociaciok is)

—  oksagi gondolkodas —  téri gondolkodis
(linearis, id6 szerepe) (nincs kapcsolata az id6vel)

—  megértés, kovetkeztetés

(szavakkal, szimbélumolkikal) szemléletesseg fejlesztése

—  szerialis feldolgozas ~  parhuzamos informacio-

feldolgozas
— konvergens gondolkodas — divergens gondolkodas
(teljesen tudatos) (részben tudattalan)



Ambrus Andris Konkrét és vizudlis reprezenticiok

Osszefoglalva: A balfélteke az iranyitott, rogzitett informaciok kezelésében jar
élen, mig a jobb félteke az 4j informacidk, problémak megoldasaban, kezelésében
elénydsebb. A problémamegoldas soran mind az intuitiv (divergens), mind a logikus
gondolkodas szitkséges, egyedil egyik sem elegends. Kizardlag logikus gondol-
kodassal szinte lehetetlen olyan célt elérni, amirél semmit sem tudunk. Persze a
divergens gondolkodassal kapott megoldasokat ellenérizni kell, amit a bal félteke
sokkal jobban tud végezni.

3. Fogalomképzet (concept image)

Shlomo Vinner izraeli matematikadidaktikus vezette be a fogalomképzet
(concept image) elnevezést a matematikadidaktikai szakirodalomban. Fogalom-
képzetnek nevezzik a fogalom nevéhez kapcsolt teljes kognitiv struktirat, mely
tartalmazza a vizudlis reprezentacidkat (képek, diagramok, grafikonok), mentalis
képeket (belsé kapcsolatokat), konkrét tapasztalatokat, példakat, élményeket, tulaj-
donsagokat, eljarasokat. A fenti felsorolasbol kittinik, hogy a képek, konkrét példak,
konkrét tapasztalatok jelentGs szerepet jatszanak a hatékony fogalomképzet
kialakitasaban.

A fogalomképzet és fogalomdefinicié kapcsolata Vinner szerint a kévetkez lehet:

L. Kolesonds, kétirinyii kapesolat

Output Intellektudlis viselkedés
(valasz)

Fogalom > Fogalom

definicidja P képzete

Input Probléma, feladat

Bz az idealis eset, amikor a tanul6 tudja a fogalom meghatarozasat, amely
kolesénos kapesolatban van a fogalom kialakult képzetével is. Ez azt jelenti, hogy a
problémamegoldas soran a tanulé timaszkodik tapasztalataira, szemléletes képekre.
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1L Tisztan formalis okoskodds

Output Intellektualis viselkedés
(valasz)

Fogalom Fogalom

definiciéja képzete

Input Probléma, feladat

1. Intuitiv okoskoddsra épiild, de a formalis meghatdrozdst is figyelembe vevd kivetkeztetéser

Output Intellektualis viselkedés
(valasz)

Fogalom Fogalom

definicidja < képzete

Input I Probléma, feladat

1V, Csak azg intuiciora épiild okoskodds

A valésagban létezik egy negyedik varians, amikor a tanul6 csak a fogalom
képzetére tamaszkodik, a definiciét teljesen elhagyja. Erdekes, hogy sok esetben
mukédik, eredményhez vezethet ez a felfogas is a problémak megoldasa soran.
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Output Intellektualis viselkedés
(valasz)

Fogalom Fogalom

definicidja képzete

Input Probléma, feladat

4. Rovid tavia munkamemoria

Az emberi memoria hirom fajtdjat killénbozteti meg a kognitiv pszicholdgia:
észlelési meméria, munkamemoria (révid tavu memoéria), hosszu tava memoria.

A munkameméria egyidejlileg 7 + 2 informaciéelemet tud tarolni kb. 15
masodpercig (r6vid figyelemfokuszalas) Az informacid-feldolgozas a munkamemo-
riaban torténik, a beérkezé informacidk osztalyozasa majd a hosszd tavi memoriaba
valé tovabbitasa illetve a hosszd tavi memoriabdl elGhivott ismeretek révén.

A kognitiv erbfeszitések minimalizalasa miatt 1ényeges:

— az informaciok stritése,
— kapcsolatok kiépitése mas mentalis adatokkal.

A matematikai szimbdélumok, képek, diagramok nagyon sok informdciét stiri-
tenek 6ssze. Témank szempontjabdl érdemes megemliteni, hogy a képek mint cimkék
szolgalhatnak egy-egy teljes gondolkodasi folyamathoz.

Példaul az x + —>2 ( x > 0) ismert azonossig egy lehetséges
X

bizonyitasahoz az alabbi dbra mint cimke szolgalhat. Felhasznéaljuk a parhuzamos
szel6k tételét, illetve a hdromszog szogei és oldalai k6zotti Ssszefiggést. (Nagyobb
sz6ggel szemben nagyobb oldal van.)

1 1/x
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Tapasztalataim szerint az ilyen jellegli feladatok el6sz6r nagyon szokatlanok a
tanuldk szamara, tudatosan kell kialakitani bennuk a vizudlis elemek hasznalatinak
képességét.

ITI. Vilaghirii magyar matematikadidaktikusok a konkrét, vizualis
reprezentaciok sziikségességérol

Dienes Zoltan:

A perceptiv (észlelési) valtogatossag vagy tobbs3oris konkretigdlds elve.

Célszerl a fogalmi struktdrakat lehetSleg sok ekvivalens, de az észlelés
szamara kilénb6z6 formaban bemutatni a gyerekeknek, hogy a fogalmak kialaki-
tasaban minél jobban érvényesiilhessenek az egyéni killonbségek, és hogy a gyerekek
egy-egy fogalom absztrakt matematikai tartalmat minél inkdbb megragadhassdk”
(Dienes 1973).

»---a gyerekek inkabb konstruktivan gondolkodnak, mint analitikusan. A gye-

rek el6bb az egészet latja, el6bb konstrual, és csak azutan analizal. R4jottem egy nagy
ellentmondasra, arra, hogy az egész matematikatanitas az analizisre épul.
A »New Math« alapelve, hogy a matematika egy nyelv, s ha ennek a nyelvnek a
szerkezetét a gyerek megtanulja, akkor a jelentését is érteni fogja, s tudja alkalmazni is.
Olyan ez, mintha a kocsi htizna a lovat, mert el6bb j6n az absztrakcié, azutin a konk-
rétum. A valésigban ez éppen forditva van, a konkréttél megyiink az absztrakt felé.

Az én szisztémam azon az elven alapszik, hogy a gyerek elébb konkrét
tapasztalatainak alapjan, valdsagos jatékok keretében, érzékletes tevékenykedés kbzben
ismerje meg, fedezze fel a komplikalt matematikai fogalmakat, struktarakat. Es nalam
nemcsak arrdl van sz6, hogy megtanuljuk a matematikdt szikebb értelemben, hanem
egy teljesen ujfajta lelki beallitodastél, arrdl is, bogy megtannljunk a legjobb midon tanuini.
Mégpedig a tapasztalatokra épitve tanulni!

Att6l még nem tanulok meg biciklizni, ha ismerem a bicikli szerkezetét, de ha
tudok biciklizni, kénnyebben megtanulom a szerkezetét is” (Gy6ti 1973).

Varga Tamis:

,»Absztrahalni csak konkrétumokbdl lehet, s ahhoz, hogy valaki j6l tudjon
absztrahalni, sokféle konkrétummal kell megismerkednie. A matematika nagyon
absztrakt, éppen ez a £ erGssége, hiszen ez azt jelenti, hogy nagyon sokféle konkrét
jelenség kozos lényegét striti magaba. Ehhez a nagyon absztrakthoz nagyon konkrét
kiindulassal tudjuk a legsikeresebben elvezetni a gyerekeket, tgy, hogy elegendd szamu
és elég valtozatos konkrét tapasztalatban részesitjik &ket. Kezd6é fokon, kis-
gyerekeknél ez a nagyon konkrét az érzékszervi-mozgisos élményeket jelenti.
A manudlis (mozgasos, tapintasi, akaratot is bekapcsol6) tevékenység ennek egyik £6
tere.
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Kisérletiink alapelve: dolgokkal valé miveletekbdl jutni el a jelekkel valé
miveletekhez.

Miiveletek dolgokkal
\

Miiveletek jelekkel

Nyil helyett cikk-cakkot is huzhattam volna annak jelzésére, hogy ide-oda
kozlekediink a kettd koot vissga-visszamegyiink a dolgokkal végzett manudlis tevékenységhes,
valahdnyszor a jelefefeel végzett tevékenység értelmessé tétele ezt kivanja” (Klein 1980).

Polya Gyorgy:

»-.niem szabad semmi olyat elmulasztani, aminek valami esélye van arra, hogy
a didkokhoz kézelebb hozza a matematikat. A matematika nagyon absztrakt tudomany
— éppen ezért nagyon konkrétan kell eléadni” (Pdlya 1977).

IV. Példak a konkrét, vizualis illetve szimbolikus reprezentaciok
hasznalatara

A nemszetkizi és hazai vigsgdlatok sgerint til kordn és til gyorsan absgtrabdlunk,
dltaldnositunk a matematikadrikon, exzel elvessziik a tanuldktol a lehetdséget, hogy a konkrét
példakbil sajit magnk ismerjék fel az osszefiiggéseket.

Egy német vizsgalat szerint a X. osztalyos tanulok 20-30%-a éri el a formalis
miveletek szakaszanak szintjét (Elschenbroich 2001).

Csikos Csaba (Szegedi Tudomanyegyetem) egy 4000 f6s mintat vizsgalt V,
VII, IX, XI. osztalyos tanuldk és tanaraik korében. Egyértelmien kiderilt, hogy a
didkok és tanaraik is magasabbra értékelték az értelem nélkili szimbolikus bizo-
nyitasokat, mint az empirikus bizonyitdsokat (konkrét esetek kiprobalasa).

A szimbolikus reprezenticiok egyoldalt, kizardlagos hasznalatirdl nehéz
leszoktatni a tanulokat, egyetemi hallgatokat. Meg kell gy6zni Sket, hogy 6nmagaban
gyakran nem elegend$ egyetlen reprezentacié favorizalasa, az hidnyos, esetleg rossz
megoldashoz vezethet. El6sz6r két olyan feladatot mutatok be, melyek megoldasanal a
szimbolikus reprezentaciok kizarélagos alkalmazasa hidnyos megoldashoz vezetett, és
a vizualis, illetve, konkrét reprezentaciok alkalmazasa az atlagos tanuloknal is sikeres
megoldashoz vezetett. Ezutan olyan feladatot mutatok be, ahol viszont a szimbolikus
reprezentacidk hasznalata a kivanatos. Végil olyan feladat kévetkezik, melynél a
vizualis és a szimbolikus reprezentaciok hasznalata is célszerd.

1. példa

Az ,,a” paramétertdl fligeben hany megoldasa van a kovetkezé egyenletrendszernek?
X2 — y2 =0
x—aZ+y?=1



Miihely

Megoldis
y?-et kifejezve az elsé egyenletbdl és behelyettesitve a masodik egyenletbe kapjuk:
x—aP+x2=1lazaz2x*-2ax+a2-1=0
A diszkriminans értékétdl fiigeben egyenletiinknek 0, 1, 2 megoldasa lehet.
A diszkriminans D = 2 — a2,

HaD=2-2a%<0,azaza>>2 (a> \/E vagy a < —\/E), az egyenletnek nincs
megoldasa.

HaD =0, azaza = —\/E vagy a = \/E , akkor az egyenletnek egy megoldasa
van x-re vonatkozolag, ezt behelyettesitve az elsé egyenletbe y-ra két megoldast
kapunk (y = £ x), tehat két megoldasa van egyenletrendszeriinknek.

Ha D > 0, azaz —\/E <a <\/§ , két megoldast kapunk x-re, tehat négy
megoldasa lesz egyenletrendszerinknek. De van egy specialis eset, amikor a megoldd
képlet szamlaloja O értéket vesz fel, azaz az egyik x értéke 0 és a neki megfelel$ y
értéke is 0 lesz. Bz esetben tehat csak harom megoldasa lesz az egyenletrendszernek.

a_\/2—a2 =0=>2a=2=a=-1vagya=1

Geometriai megoldds

N ,
N

A geometriai megoldds j0l mutatja a kiillonb6z6 eseteket: Az elsé egyenletnek
a koordinatarendszer szbgfelez$ egyenesei felelnek meg, a masodik egyenlet egy (a, 0)
kézéppontd, egységnyi sugard kérnek az egyenlete. Balrdl jobbra mozgatva a kort,

a = 2 esetén lesz elészor megoldds, a kor érinti az egyenespart (két megoldas).
Tovabb mozogva a = —1-ig négy megoldas van. Ha a = -1, akkor csak harom
megoldas van, hiszen a kér atmegy a két egyenes metszéspontjan. Pozitiv a esetén
szimmetria okok miatt a megoldas hasonld, azaz 0-t6l 1-ig négy megoldas van, a=1
esetén harom, 1-t6l \/E -ig négy, a :\/E esetén kettS, ennél nagyobb értékekre nincs
megoldas.

Tapasztalatok sgerint algebrai megoldds esetén a harom megoldds esetét elhagyjak a
tanulok, de sajnos még az egyetemi hallgatik is. Eddig t6bb mint 100 negyedéves matematika
szakos hallgatot vigsgaltam meg, mindenki algebrai megolddst adott és mindenki kihagyta a hirom

10
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megoldds lebetdségét! Nagyon meglepidtek, amikor bemutattam a képi (grafikus) megolddst, nem
gondoltak rd, hogy olyan egyszeriien is meg lebet oldani a feladatot.

2. példa
Ha az 1 szamot hozzaadjuk négy egymast kovets természetes szam szorza-
tahoz, akkor egy teljes négyzetet kapunk. Bizonyitsuk be!

I megoldas (Szlovakia):

Legyen a > 2 természetes szam. Az a — 2, a — 1, a és a + 1 négy olyan
természetes szam, amelyek kielégitik a feladat feltételeit. Szorzatukat jeloljik N-nel.
Bizonyitsuk be, hogy az N + 1 teljes négyzet.

N+l=@-2)a-1)a@@a+1)+1=

@-9@-2) @+ D]+1=@ -2 [@-2-2]+1=
(@2—a)2—2@ -2 +1=(2—a—-1)2
a>2eseténa’?—a—1=a(@@a—-1)—1>1, ezért

a2 —a— 1 természetes szam

11 megoldds (Dezs6 Gabor, Babes—Bolyai Tudomanyegyetem, Kolozsvar):
Jeloljik a k6zéps6 szamot x-szel. x = a + 0,5 ahol @ pozitiv egész szam.

A négy szomszédos szam: x — 1,5 x—0,5 x+ 0,5 x+ 1,5

x-19x-05x+05x+15 +1=

x-05x+05x-15x+15 +1=

(x2-225)(x2-0,25) + 1 =x*-25x2+9/16+ 1 =

x*—25x2+25/16 = (x2—5/4)2

x2-5/4=(@+0,52-5/4=2a2-a+025-125=

a2—a—1egészszama =2

a = 1-re 0-t kapunk, ami négyzetszam.

II1. megoldas:

Problémafolvetés: Vialasszon ki 4 szomszédos természetes szamot, a szorza-
tukhoz adjon 1-et. Vizsgalja az {gy kapott szamokat. Fogalmazzon meg egy sejtést!
Sejtését bizonyitsa bel
Konkrét esetek vizsgalata:

0-1-2-3+1=1=12
1.2-3-4+1=25=5
2.3-4.5+1=121 =112
3.4.5.6+1=361=19
4.5.6-7+1=841 =20

11
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Sejtés:

n(n+ Dn+ 2)(n + 3) + 1=Kk ahol & természetes szam.

Beszorzas utan kapjuk: n* + 60> + 11n2 + 6n + 1.

Mely kifejezés négyzete ezen Osszeg? Atlagos képességli tanulok szamara
nehéz probléma. A hdromtagi Gsszeg négyzetére vonatkozé formula nem tanitasi
anyag. A konkrét szamokkal val6 probalkozas utin tobbféle megoldast is kaptak
tanuloim. Az elsé és utolsé tényezé szorzata plusz 1 azazn (n+3)+1=n2+3n+1
vagy a két kozépsé tényezd szorzata —1
h+DHnh+2)-1=n2+3n+1.

E kifejezést négyzetre emelve kapjuk az eredeti kifejezéstinket.

Nagyon tanulsagosak e feladattal kapcsolatos tapasztalataim. Magyar és német
kozépiskolas didkok szamara is szokatlan volt a konkrét esetek vizsgalata, a sejtés 6n-
all6 megkeresése. Nagy sikere volt annak a fazisnak, amikor azt a szamot keresték a
konkrét példak alapjan, amelynek négyzete a kapott szorzatdsszegnél 1-gyel nagyobb
szam. Minden tanulé dolgozott, tudott valamit csinalni, és nem volt degradalva a
szimpla mésolasra (;,cs6kkentett tzemmaodban” valé munkara). Az egyetemi hallgatok
kérében hasonlé tapasztalataim vannak.

Amikor az algebrai megoldds eldnydsebl a geometriaindl

1. Deréksz6gth hairomszog befogdinak hossza 4, illetve b. Rajzoljunk mindkét
befogéra kifelé egy-egy négyzetet. Kossitk Gssze az atfogd végpontjait a négyzetek
legtavolabbi csucsaval. Igazoljuk, hogy az gy kapott két egyenes metszéspontja illesz-
kedik az atfogohoz tartozé magassagral

Derékszégli koordinatarendszerbe helyezve a haromszéget tgy, hogy a
derékszogl cstcs az origdba, az egyik befogd az x tengely, a masik befogd az y tengely
pozitiv felére esik, a csucsok koordinatdi a és b segitségével kifejezhetSk.
A megfelel6 egyenesek egyenleteit meghatarozzuk, majd tekintjiik ezen egyenesek
metszéspontjat, és megmutatjuk, hogy valoéban rajta van a megfelel6 magassag-
vonalon.

Amikor mindkét megolddsi mdd ajanlatos

Az elsé n pozitiv egész szam négyzetének Gsszege.

Komoly nehézséget jelent a megfelel6 formula megsejtése. A geometriai
interpretacié segithet. Vizsgaljuk n=4-re a keresett Gsszeget! Mérjiik fel az abranak
megfeleléen az 1, 2, 3, ill. 4 egység oldali négyzeteket, majd egy egység kihagyasaval
mérjik fel ugyanezen méretli négyzeteket ,,tikrosen”. Zarjuk le az alakzatot egy
téglalappd. A téglalapban kétszer van jelen a keresett Osszeg, a ,,k6zbees6” rész terii-
lete is a keresett Osszeget reprezentalja.
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Ambrus Andris Konkrét és vizudlis reprezenticiok

1 2 3 4

A két 4x4-es négyzet kézott négy db. egységnégyzet van. A két 3x3-as négyzet
kozott harom darab 3 egységnégyzetbdl allé sav van. A két 2x2-es négyzet kozott két
darab 5 egységnégyzetbdl allé sav van, végiil van egy 7 egységbdl allé savunk is.

1+3+54+7 =16

1+3+5 =9
143 =4
1 =1

A téglalap tertilete tehat haromszorosa a négyzetszamok 6sszegének.
A téglalap egyik oldala 1 + 2 + 3 + 4, a masik oldala pedig 2 - 4 + 1. Az okoskodas
kiterjesztheté barmely # természetes szaimra. Ebben az esetben a téglalap oldalai 1 + 2
+ 3 + ... + n,illetve 2 - n + 1 lesznek. Felitva ez esetben a tertilet harmadrészét,
kisebb atalakitasok segitségével megkapjuk az ismert &sszegképletet.

Algebrai megolddsmid
Alkalmazzuk a két tag kébének kiilonbségére vonatkozé azonossagot.

(1-1P=2°-3.11+3.1.2° - 1°
1P=(2-1P=2-3.22.1+43.2.1* -1
2°=(3-1=3-3-32.1+3.3.°-1°
(n-1=n*-3-n?.143.n.1° - 1°
Osszeadva ezen egyenlGségeket lathatd, hogy mindkét oldalon szerepel az elsé
n—1 kobszam Osszege. Bzt elvehetjilk a két oldalbél. A jobboldali masodik oszlop

tagjainak Osszegében szerepel a keresett Osszeg , a harmadik oszlop tagjainak Ossze-
gében pedig az elsé n pozitiv egész szam Osszege.
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S:”+3'72 ~"_n(n+1)2n+1)

3 6

Ez a megoldasi varians j6 lehetGséget biztosit a nevezetes azonossagok gya-
korlasara.

Természetesen a teljes indukcids bizonyitds targyaldsara is szikség van. E
harom bizonyitast kiilénb6z6 osztalyokban kell targyalni. Célszeri Osszehasonlitani a
médszereket, azok elényeit, nehézségeit megbeszélni a fels6bb osztalyokban. Fontos a
kapott formula, hiszen sokszor fogjak a tanulok alkalmazni Gsszegek meghatarozasara,
de legalabb ennyire fontos a bizonyitasi tevékenység, a kilonb6z6 moédszerek
Osszevetése. Igy jobban megmarad a tanuldkban a médszer, a gondolkodasi
tevékenység lényege.
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