Zsigmond Maria

Egy lehet6ség nem-euklidészi geometria tanitasara
gimnaziumban

2002 a matematikusok vilagaban Bolyai-év volt. A nagy géniusz sziiletésének
200. évforduldjara emlékeztek. Az akkori hetedikes tanitvanyaimtol érdekl6dtem, mit
tudnak Bolyai Janosrél. Néhanyan mondtak, hogy nagy matematikus volt, de, hogy
miben is rejlik nagysaga — természetesen — nem tudtak. Akkor hataroztam el, hogy régi
vagyam megvalositasaként néhany érdeklédé tanitvanyomnak megmutatom, hogy az
altalunk megszokott geometrian kiviil mas geometriak is 1éteznek. A gémbi geometria
alkalmas arra, hogy az euklidészi geometria alapjait mar ismerd tanulénak egy masik
valésag iranti érdekl6dését kivaltsa. Szemléltetésként labdat és filctollat hasznaltam.
Miutan racsodalkoztak a gémbi geometria érdekességeire, vallaltik, hogy ismereteiket
tovabbadjik iskolank nyolcadikosainak is. Tgy keriilt szinre Bolyai rovid életrajza és a
gémbi geometria. Probak alatt elmélyitették a szamukra Gj geometriardl szerzett
ismereteiket, kellékként kartonra elkészitett szemléltet§ abrakat ragasztottunk a falra.
A tovabbiakban az 6sszedllitast lehetségként k6zlom 10 tanuléra elosztva, de tdbbel
vagy kevesebbel is megoldhato.

A kissé baloldalra huzott katedranal il, és konyvei kozott elmélylilten ir a
Bolyait jelképezd fia. Mégotte all a hetedik tanuld, mellettiik folytatélagosan kérivben
a tobbiek. Paganini-virtuéz hallszik, majd halkul és elhallgat.

Narritor: Bolyai Janos, a legnagyobb magyar matematikus Kolozsvaron szii-
letett 1802. december 15-én. Edesapja, Bolyai Farkas matematikatanar, fiat killonleges
gonddal nevelte és iranyitotta a matematika felé. A rendkivilli értelmet mutatd fiut 6
maga oktatta nemcsak matematikara, de vivasra, heged@jatékra, zenei ismeretekre.
A négyéves Bolyai Janos mar megnevezte azokat az egyszer( mértani alakzatokat,
melyeket apja krumplibél vagott ki neki. Még tizenot éves sem volt és apjat sokszor
helyettesitette a matematikaérakon. Ekkor mar az Oreg Bolyai semmi djra nem
tanithatta fidt. Az ifju els6k kozott is elsé volt. Szép latinsaggal irt és beszélt, rendel-
kezett német nyelvtudassal, kémia, fizika, csillagaszat terén nagy jartassagra tett szert.

Mintaképe, mestere az apja volt. Téle nem csupan ismereteket kapott, hanem
a gondolkodas szigorit is. O ismertette meg a megoldéasra varé problémakkal, 6 plan-
talta bele a matematika irdnti tiszteletet és érdeklGdést.

1823-ban befejezte akadémiai tanulmanyait, alhadnagyi ranggal a temesvari
eréditési igazgatdsaghoz kapott beosztast. Ebben az évben irta apjanak a szall6igévé
valt mondatot:

Bolyai Jdnost jelképezd fir: A semmibdl egy Gj, mas vilagot teremtettem.

1. tanuls: Hogy megértstik Bolyai 4j vilagat, tudnunk kell, hogy a mértanérakon
tanult euklidészi geometrian kivil mas geometridk is léteznek. Az a mértan, ami a
papitlap sikjan, a tabla sikjan megvalésul, kilénbozik attdl, ami pl. a gémbfelileten



valosul meg. A geometria egész felépitésében fontos szerepe van az egyenes meg-
hatarozasanak. Ahol az egyenes masféle vonal, mint amit megszoktunk a papitlapon,
ott masok a geometria térvényet is.

2. tanuld: Vegylk szemiigyre a FOld felszinén érvényes geometriat és tekintsitk
a Foldet szabalyos gémb alakinak. Ha a F6ldon huzzuk az egyenest, akkor mindkét
iranyban hosszabbitva talalkoznak, és tulajdonképpen az egyenes egy kor. A Foldon
egyenesen haladé jarmd tulajdonképpen gimbi fikir mentén halad. Igy a gémbfeliilet
geometridjaban az egyenese_a f6kordk. Az Egyenlité és a délkérdk egyenesek. (Mutatja
az 1. abran.)

3. tanulg: Mi az a f6kor?

2. tanuld: A t8kor egy olyan kér a gdmboén, melynek kézéppontja a gémb
kézéppontjaban van.

3. tanuld: Akkor a szélességi koroket nem nevezhetjitk egyeneseknek?

2. tanuld: Nem bizony! Hiszen azok nem f6korok. Azok gérbe vonalak.

4. tanuld: Frdekes. Igy a gomb feliletén barmely két egyenes metszi egymast
mégpedig két pontban. (Az 1. abrdhoz megy és bejeloli a metszéspontokat.)

5. tanuld: Mondanank ilyent az osztilyban! (Mutatja ceruzakkal két egyenes
kélesonos helyzeteit.)

6. tanuld: Ha minden két egyenes metszi egymast, akkor parhuzamosokrdl szé
sem lehet.

3. tanuld: Még milyen furcsasagai vannak ennek a geometrianak?

4. tanulo: Hat példaul egy egyenestdl egyenld tavolsagra 1évé pontok Gsszes-
sége nem két egyenes, hanem két gérbe. (Mutatja a 2. abran és a labdan.)

5. tanulg: Vegyink a gdmbon egy olyan haromszoget, melynek két cstucsa az
Egyenlitén, a harmadik pedig az Fiszaki- vagy Déli-sarkon van. AC és BC a hosszasagi
korok fvei, ezért az Egyenlitére merdlegesek. (Mutatja a 3. dbran.)

4. tannld: Hat akkor ebben a haromszdgben mar két szog 6sszege 180 fok. A
haromé t6bb 180 foknal.

5. tanuls: Ha nincsenek parhuzamosak, egyetlen négyszég sem lehet para-
lelogramma. S ha egy négyszégnek minden szége 90 fok, akkor legfennebb harom
oldala lehet egyenes, a negyedik foltétlent] gérbe. (Mutatja a 4. dbran és a labdan.)

6. tanuld. Ha pedig minden oldala egyenes, legfennebb harom derékszoge
lehet. (Az 5. abrahoz megy, és mutatja.) AD és BC délkorok fvei merblegesek az AB
egyenesre. Ha DC egyenes merdleges BC-re C-ben, akkor AD-re nem lehet meréleges.
(A labdan is megmutatja.)

7. tanulg: Tehat a négyszog szogeinek 6sszege nem 360 fok.

8. tanuld: Eddig megszokott tobb mint kétezer éves geometriankat
Euklidészré]l euklidészi geometridanak nevezzitk. A gémboén érvényes geometria a
gombfelileti vagy szférikus geometria. Bolyai geometridja a hiperbolikus geometria.
Az euklidészitdl eltérd geometriakat nem-euklidészi geometriaknak hivjuk.

9. tannlé: Bs melyik az igazi?

7. tanuld: Mindenik. A neki megfelel$ kérilmények kozott.



6. tamuld. A Bolyai-geometria a gOmbfelileti geometria szimmetrikusanak
tekinthetS. Vannak azonos torvényei és ellentétesek.

8. tanuld. Bolyai Janos felfedezése apja mivének fliggelékeként latott nap-
vilagot. Igy it a nagy matematikus:

Bolyai Jdnost jelképezd firi: Nem biztos, hogy a négyszg szgeinek 6sszege 360
fok, mert a haromszog sz6gbsszege sem 180 fok.

9. tannls: A gébmbi geometridban a harom derékszoget tartalmazé négyszog
negyedik szOge tompa. A Bolyai-geometriaban hegyes.

7. tanuld: Egy lényeges kiilonbség, hogy a Bolyai-geometridban egy egyeneshez
egy rajta kivil fekvé ponton at egynél tobb parhuzamos hizhat6é. A gémb feliletén
viszont egy se. Euklidészi terlinkben pedig csak egy.

8. tamnld. Az euklidészi geometria, a gémbfelileti geometria szamunkra
szemléletesek. Olyan feliilet, amelyen a Bolyai-féle hiperbolikus geometria érvényestil,
nincsen a kornyezetinkben. Csupan matematikai tényként létezik, elvont, de
ugyancsak a valos vilagot itja le.

9. tanuld: A Bolyai-geometria forradalmi felfedezés a matematika térténetében,
oriasi gyakorlati jelentésége van a relativitas elméletében. A relativitiselmélet szerint
val6s vilagunk csak kis mértékben euklidészi, nagyobb mértékben mar nem: alakja a
benne 1évSé anyag sajatossagaitol fiigg, tehat valtozhat is. A wvilagtér kilonb6zé
valésagos alakjai kiilonféle matematikai terekkel {rhatok le.

1. tanuls: Bolyai Janosnak nagy harcot kellett vivnia, hiszen az elvont
hiperbolikus teret a matematika is tapasztalatot nélkiiléz6 uton ragadhatta meg.

Narritor: A vilag nagy matematikusa harom évvel és néhany hénappal élte tal
apjat. Mikor szive utolsét dobbant, szobajaban egy jéraval6 szolgaldleany Ult az asztal
mellett és levelet irt.

7. tanuld felolvassa Sz6cs Julia levelét, melyet Bolyai batyjahoz irt:

...A Kapitany ar nincs t6bbé.
2. tanuld elmondja Babits Mihdly Bo/yai cimt versét.
Egyre hangosabb Paganini-muzsika.
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