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Az id6tartomdnyban mért jelek frekvenciatartoménybeli feldolgozdsinak alapjit a Fourier-transzformécié (FT)
képezi. Ennek szamitégépen megvaldsithatd specialis esete a diszkrét Fourier-transzformacié (DFT) széles korben
alkalmazott eljaras, 4m az eredményeinek felhasznalasakor figyelembe kell venni, hogy a mérési zajokra nagyon ér-
zékenyen reagil. A Fourier-transzformaciot inverzids feladatként értelmezve, a zajokkal szemben rezisztens visel-
kedést biztosité modszer llithat6 eld. Az eljards alapja a komplex spektrum sorfejtéses diszkretizdcidja, amelynek
egylitthatdit talhatdrozott inverz feladat keretében hatirozzuk meg. Bemutatjuk az Hermite-fliggvényrendszerrel
diszkretizalt frekvenciaspektrum meghatdrozasara szolgald inverzids Fourier-transzformacié két alapvetd algorit-
musinak a legkisebb négyzetek elve szerinti inverziés Fourier-transzformécié (LSQFT) és a Steiner-stlyokkal
robusztifikélt, az iterativ Gjrasilyozés elve szerinti Fourier-transzformécié (IRLSFT) figyelemre mélt6 j tulajdon-
sdgait: a zajcsokkentd hatést, a nem egyenkoziien, (vagy akir véletlenszerien) mintavételezett, ill. hidnyos adat-
rendszer feldolgozasara val6 alkalmassagot.

M. 1. M. Abdelaziz, Vass, P., Dobrdka, M.: Inversion-based Fourier Transformation —
several benefits

Fourier transform (FT) plays a determining role in geophysical data processing. The discrete Fourier transform (DFT)
is extensively used as a computer application. The Fourier transform itself is very sensitive for the noise contaminating
the measurement data. Interpreting the Fourier transform as an inverse problem a new FT method can be constructed
providing sufficient resistance to noises. The essential step of the inversion-based Fourier transformation procedure is
the series expansion of the complex spectrum. The expansion coefficients play the role of the unknown parameters to
be determined in the framework of an overdetermined inverse problem. We present the most important features of the
inversion-based Fourier transform methods: the noise reduction capability and its applicability in processing non
equidistantly sampled or even incomplete datasets.

Beérkezett: 2022. julius 22.; elfogadva: 2022. szeptember 12.

1. Bevezetés

A geofizikai adatfeldolgozas teriiletén a Fourier-transzfor-
maci6 igen fontos szerepet jatszik, hiszen segitségével az
id6/tér-tartomanyban mért jel viselkedését a frekvencia/
térfrekvencia-tartomdnyban tanulméanyozhatjuk. A geofi-
zikai mérési gyakorlatban a komplex frekvenciaspektrum
meghatdrozasara — diszkrét idGtartomanybeli adatsorok
esetén — alkalmazott eszkoz a diszkrét Fourier-transzfor-
macié (DFT), ill. annak specidlis szamitogépes véltozata,
a gyors Fourier-transzformacié (FFT). Ezek az algorit-

musok a jel spektrumat igen pontosan kozelitik abban az
esetben, ha a mintavételi kozt és a regisztralasi tartomanyt
megfelelGen valasztjuk meg, ill. ha a vizsgalt jeliink (mért
adatrendszer) hibakt6l mentes. A mérési adataink azon-
ban mindig valamilyen zajjal terheltek, és erre a Fourier-
transzformacié (valamint annak diszkrét implementéicié-
ja) igen érzékenyen reagal. Mivel a Fourier-transzforma-
ci6 linearis leképezés, az id6/tér-tartomanyban jelentkezd
zaj is kozvetleniil leképzédik a frekvenciatartomdanyba.
Ennek eredményeképpen a szamitott frekvenciaspekt-
rum is zajos lesz. A zaj hatasanak csokkentésére a digitalis
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M. 1. M. Abdelaziz és mtsai

jelfeldolgozasban kiilonb6z6 sziirési technikak alkalmaza-
sa szokdsos. A ME Geofizikai Tanszékének kutatdi a sorfej-
téses inverzié modszerét fejlesztették ki, amellyel a méré-
sekbdl ered6 zaj mértéke hatékonyan redukalhatd. Az elja-
rast szamos teriileten alkalmaztdk, igy pl. geoelektromos
problémak megolddsara (Baracza et al. 2018, Gyulai et al.
2013, Gyulai et al. 2012).

A sorfejtéses inverzi6 alkalmazisinak egyik els6 ered-
ményeként sikeriilt a Fourier-transzformaciét talhatdro-
zott linedris inverz feladat megoldésara visszavezetni egy-
dimenzios esetben (Dobréka, Vass 2006). Az eljaras lénye-
ge, hogy a frekvenciaspektrumot alkalmasan megvalasz-
tott fiiggvényrendszer szerinti sorfejtéssel kozelitve, a vé-
ges tagbdl 4ll6 sor tagjai sorfejtési egyiitthatdinak, az in-
verz feladat ismeretlen paramétereinek a meghatirozasa
révén juthatunk el a kivant célhoz. A programok forméja-
ban is kifejlesztett algoritmusok a legkisebb négyzetek
(LSQ) és az iterativ Gjrasulyozas (IRLS) mddszereit hasz-
naltak fel az inverz feladat megoldasdhoz. Az utébbi vélto-
zat rezisztencidja a kiugré zajokkal szemben mar az elsd
tesztek sordn megmutatkozott. Az értelmezési tartoma-
nya miatt kedvezének mutatkozé Hermite-fliiggvények
rendszere alkalmazasaval kapcsolatban akkor még gondot
jelentett a tagfiiggvények inverz Fourier-transzformaltjai-
nak szdmitdsa, amit numerikus integraldssal kezeltiink.
Késébb ennek a probléménak a hatékonyabb megoldasira
talaltunk analitikus formulat, amellyel azonban még nem
kozvetleniil lehetett szamitani a kivant integralok értékeit.
Az Hermite-polinomokat alkot6 hatvinyfiiggvények és a
fiiggvényrendszer stlyfiiggvénye szorzatainak inverz Fou-
rier-transzformaltjait tudtuk szdmitani kozvetleniil, és re-
kurziés algoritmussal képeztiik ezekbdl a tagfiiggvényekre
vonatkoz6 integralok értékeit. Ennek az eljarasnak az al-
kalmazdsa azonban madr jelentdsen javitott a gyorsasagon
és az eredmények mindségén (Vass, Dobréka 2009a, Vass,
Dobroéka 2009b). Az addig elért eredmények Osszegzésé-
bél készilt doktori értekezés (Vass 2010) részletesen is-
merteti az Hermite-fiiggvénysor alkalmazdsin alapuld
moédszereket (HLSQFT, HIRLSFT Cauchy-sulyozassal),
valamint az intervallumonként konstans fiiggvényekre és
a Dirac-féle delta-fliiggvények sorozatira épiilé inverzids
Fourier-transzformaciés algoritmusokat is.

Vizsgélatok targyat képezte a késébbiekben a HLSQFT
algoritmuson alapulé médszer (Vass 2012) és a HIRLSFT
algoritmus tovabbfejlesztéseként kidolgozott Gn. Steiner-
stlyokat alkalmazé véltozat zajcsokkentd képessége (Sze-
gedi, Dobrdka 2012, Szegedi, Dobrdoka 2014a). A szamitasi
pontossag és gyorsasag szempontjabdl Gjabb és jelentds
javulast hozott a skdldzott Hermite-fiiggvények inverz Fou-
rier-transzformaltjainak kozvetlen szdmitisdra szolgald
analitikus formulak matematikai levezetése. Ennek kulcsa
az Hermite-fiiggvények specidlis tulajdonsagiban rejlik,
ugyanis ezek a fliggvények az inverz Fourier-transzforma-
cio sajatfiiggvényei (Dobrdka et al. 2012).

Az alkalmazési lehet&ségek iranyaba mutato fejlesztés 4j
lendiiletet kapott. Kiemelhet6 a Hilbert-transzformalt el6-
allitdsa (Szegedi, Dobrdka 2014b), valamint az inverzids

alapt kétdimenzidés Fourier-transzformacié kifejlesztése
(Szegedi 2015). Ennek két véltozatat vezették be a skdlazott
Hermite-fiiggvényrendszer kétdimenziés kiterjesztésén
alapulva. Az inverz feladat megolddsiban az LSQ és az
IRLS moédszereket haszndlé véltozatok roviditései: 2D
HLSQFT és 2D HIRLSFT. Az utébbinak - az Gjra sulyo-
zashoz alkalmazott kiillonb6z6 stlyszamitisi megolddsok
szerint - tovabbi véltozatai léteznek (pl. Cauchy-stlyozas,
Steiner-stlyozas). Sikeresen alkalmaztdk a Steiner-silyok-
kal m{ik6d6 2D HIRLSFT algoritmust mesterségesen fel-
vett magneses hatéra szimitott magnesesanomalia-pélusra
redukéldsiban, el6szor egyenkozzel mintavételezett adat-
rendszerek esetében (Dobrdka et al. 2017). Ezt kovetéen a
nem egyenkozzel mintavételezett adatrendszereknél vég-
zett vizsgalatok is sikeres eredményeket hoztak zajmentes
és zajos viszonyok modellezése esetén egyarant (Nuamah,
Dobroka 2018, Nuamah, Dobrdka 2019).

Az inverzids Fourier-transzformacié tovaibbfejlesztésé-
nek és alkalmazasanak legtjabb tudoményos eredményei,
a Legendre-polinomok rendszerén alapulé sorfejtés beve-
zetése egydimenzids és kétdimenzids esetekben (LLSQFT,
LIRLSFT, 2D LLSQFT, 2D LIRLSFT), az Hermite-fiigg-
vények rendszerén alapul6 régebbi véltozat (HLSQFT) ska-
laparaméterének optimalizalasira szolgal6 algoritmus ki-
dolgozésa, valamint tovabbi sikeres vizsgilatok a HLSQFT
és a HIRLSFT egy- és kétdimenzids valtozataival (Nuamah
2020). Az utébbiak koziil kiemelkednek a valédi mégneses-
anomalia-térképbdl szarmazé adatrendszereken végzett
poOlusra redukalasi tesztek (Vass, Nuamah, 2021).

Az inverzi6s feladatmegoldason alapulé Fourier-transz-
formécids algoritmusok (HLSQFT, HIRLSFT) jelentGs
zajelnyom6 tulajdonsdgot mutatnak mind 1D (Vass, Dob-
réka 2009b), mind 2D (Dobréka et al. 2017) esetben.
A spektrum sorfejtéses diszkretizalasanak koszonhetGen
az inverziés Fourier-transzformacié nem igényel egyenko-
z{ mintavételt (Vass, Nuamah 2020). Ezt a tulajdonsigot
részleteiben tovabb vizsgilta PhD-értekezésében Abdel-
aziz (2022), kutatdsait hidnyos adatrendszerekre is kiter-
jesztve. A jelen publikdcidban az inverzids Fourier-transz-
formécié tulajdonsigait sszefoglaléan mutatjuk be, igy
réviden megemlitjitk a korabbi publikiciékban mar ko-
z0lt eredményeket is. Ahol erre lehet8ség van, ott dssze-
hasonlitjuk az 4j eredményeket a DFT alkalmazdsaval
szarmaztatott eredményekkel.

2. Az inverzids Fourier-transzformacio
tulajdonsagai egydimenzids jel esetében

Alabbi vizsgalataink céljabol egy idGsort generdlunk a
Morlet-wavelet

u(t) = kt"esin(ut + @)

formuldja szerint. A reguldris mintavétel 0,005 masodper-
cenként torténik a [-1, +1] intervallumon N = 401 pont-
ban (1. dbra). A jel DFT és HIRLSFT modszerekkel sza-
mitott spektrumat a 2. gdbra mutatja.
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Figure 1 Noise-free wavelet in the time domain
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2.4bra |Az 1. dbrdn bemutatott jel frekvenciaspektrumanak valds és képzetes részei két eltéré mod-
szerrel szdmitva: (a) DFT, (b) HIRLS-FT.

Figure 2 | Real and imaginary components of the frequency spectrum for the signal shown in Fig. 1.
The results are obtained by the application of two different methods: (a) DFT, (b) HIRLS-FT

Numerikus vizsgalataink pontossagat ezekhez az alapok-
hoz viszonyitjuk a
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A zajérzékenység vizsgalatdra az adatrendszert 0,01 sz6-
rasud, zérd varhat6 értékl Gauss-eloszlds alapjan generalt
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t[s]

3. 4bra

(a) Gauss-zajjal terhelt adatrendszer, (b) Cauchy-zajjal terhelt adatrendszer

Figure 3 | (a) Gaussian noise-contaminated wavelet in the time domain, (b) Cauchy noise-
contaminated wavelet in the time domain

zajjal terheltiik (3a dbra). Kiugré6 adatokat tartalmazé adat-
rendszer szimuldlisira Cauchy-eloszlast kovetd zajt ad-
tunk a jelhez. Az igy kapott zajos jel a 3b dbrdn lathatd.

A zajmentes adatrendszertdl szamitott tavolsag a Gauss-
zajjal terhelt adatrendszer esetében 4 = 0,1032. A kiugrd
adatokat tartalmazd adatrendszernél mar jéval nagyobb,
d =0,4554 értéket kaptunk.

2.1. Az inverziés Fourier-transzformacio
zajérzékenysége egydimenzios esetben

Az inverziés Fourier-transzformdcié egyes valtozatainak
(HLSQFT, HIRLSFT) zajérzékenységét PhD-értekezé-
siikben Vass (2010) és Szegedi (2015) részletesen vizsgaltak,

itt csupan egy példaval szemléltetjiik ezt a tulajdonséagot.
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4. dbra (a) A Cauchy-zajjal terhelt adatrendszer DFT spektruma, (b) A Cauchy-zajjal terhelt adatrendszer IRLSFT spektruma
Figure 4 | (a) DFT spectrum of the Cauchy noise-contaminated signal, (b) IRLSFT spectrum of the Cauchy noise-contaminated signal
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A Gauss-eloszlast zajos adatrendszer spektruménak ta-
volsigit a zajmentes jel spektrumatél vizsgilva, a DFT
moédszer alkalmazdsaval D = 0,0041-es értéket kapunk,
mig az IRLSFT hasznélataval az érték D = 0,0027-re cs6k-
ken. (Mivel a vizsgalatok sordn a spektrum diszkretiza-
cidja Hermite-fiiggvényekkel torténik, a médszerek rovi-
ditett neveiben a H-betiit elhagyjuk.)

A kiugré zajjal terhelt adatrendszer spektrumanak sza-
mitdsiban a két eljaras jelentGsen eltéré eredményt ad a
4. dbra tanusaga szerint. A Cauchy-eloszlasu zajos adat-
rendszer spektrumat a DFT mddszer D = 0,0182, mig az
IRLSFT D = 0,0021 tavolsaggal adja vissza a zajmentes jel
spektrumdhoz képest, azaz a Steiner-sulyokkal robuszti-
fikalt inverziés Fourier-transzformacié kozel egy nagysag-
renddel jobb zajelnyomast mutat a hagyomanyos DFT-hez
viszonyitva.

A terepi munkaban gyakran el6fordul, hogy egyes he-
lyeken a mérés nem végezhet6 el. Ekkor egy kozeli, de az
egyenkozli mintavételtSl eltéré pontban mériink (nem
egyenkozli mintavétel), vagy a mérési pontot kihagyjuk

(hidnyos adatrendszer). Mindkét esetet vizsgaljuk meg az
inverzids Fourier-transzformaci6 szempontjabol!

2.2. Az inverziés Fourier-transzformacio viselkedése
nem egyenkoziien mintavételezett egydimenzios
adatrendszer esetén

Ezt a problémit Nuamah (2020) PhD-értekezésében
részletesen vizsgilta, a f6bb eredményeket Nuamah és
Dobréka (2019) publikalta. A jelen dolgozatban csupin
két példan keresztiil mutatjuk be az IRLS-FT viselkedését
egydimenzi6s (1D) adatrendszer esetén: a) az egyenkdzi
rendszerben definidlt pontoktdl jobbra és balra a minta-
vételi k6z6kon beliil véletlenszeriien felvett mérési pon-
tok, ill. b) teljesen véletlen (in. random walk) mérési el-
rendezés esetén.

Az a) esetben a mintavételi pontok véletlen ingadozasat
az 5. dbra, a nem egyenkozd mintavételhez tartozd zaj-
mentes id6fiiggvényt a 6. dbra mutatja
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Figure 5 | Plot of randomly sampled measuring points
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Figure 6 | Non-regular sampling wavelet in the time domain
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7.4bra | Nem egyenkozlien mintavételezett id6fiiggvény IRLSFT-spektruma
Figure 7 | IRLSFT spectrum of the signal non-regularly sampled in time domain

A 6. dbrdn lathat6é id6ésor IRLSFT inverzi6és Fourier-
transzformaltjat szamitva a sorfejtési egyiitthatokat allitjuk
eld, melyek ismeretében a bazisfliggvényekként vélasztott
Hermite-fiiggvények segitségével a spektrumot tetszbleges
frekvencidn szamithatjuk. A 7. dbra a szamitott spektrumot
szemlélteti. Mint lathatd, a kép megegyezik a 2b dbrdn be-
mutatott eredménnyel, azaz az id6tartomanyban jelentke-

26 nem egyenkozii mintavétel az eredményt érdemben
nem befolyasolta a frekvenciatartomanyban.

A szamitott spektrum alapjin inverz Fourier-transzfor-
maciéval az idéfiiggvény is eldallithatd, amit a 8. dbrdin
egyenkozli mintavétellel szamitva mutatunk be. Az ered-
mény igy az 1. dbrdval hasonlithat6 6ssze. A két idsor ko-
zOtt az adattavolsag d = 0,00018.
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8. dbra

Az IRLSFT-vel szdmitott spektrumbdl idétartoményba visszatranszformalt jel

Figure 8 | The wavelet signal transformed back in time domain from the spectrum computed by IRLSFT
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9. abra A random walk mérési rendszerben felvett mintavételi pontok

Figure 9 | The randomized measuring points used for random walk wavelet generation
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10. 4bra | A random walk mérési rendszerben mintavételezett id6fiiggvény IRLSFT-spektruma
Figure 10 IRLSFT spectrum of the randomly sampled signal

A nem egyenkoz{i mintavételezés b) esetében minden
mintavételi pontota [-1, 1] intervallumban felvett (egyen-
letes eloszlast) véletlen szamként 4llitottunk el6 (random
walk). A mintavételi pontokat a 9. dbra, az IRLSFT elja-
rassal (frekvenciatartomédnyban egyenkdzzel) szamitott
spektrumot a 10. dbra mutatja. A spektrum alapjan inverz
Fourier-transzformaciéval az id6fiiggvényt is elGallithat-
juk, ennek tavolsaga az 1. dbrdn felvett jeltél d = 0,00024.

2.3. Az inverzios Fourier-transzformdcio viselkedése
hidnyosan mintavételezett egydimenzios adatrendszer
esetén

A terepi munkdban el6fordulhat, hogy egyes helyeken a
mérési adat hidnyzik. A hidnyos adatrendszer Fourier-
transzformaltjinak meghatdrozdsa egyenkozd és teljes
adatrendszert igényld eljarassal (pl. FFT) nem lehetséges.
Az aldbbiakban megvizsgiljuk az inverzi6s alapd Fourier-
transzformacié (IRLSFT) alkalmazhatésagat ilyen eset-
ben. Els6ként tételezziik fel, hogy a hidnyos adatrendszer

1étez6 elemei egyenkozli mintavételi pontokbdl szarmaz-
nak! Numerikus vizsgalataink szdmadra az 1. dbrdn bemu-
tatott adatrendszer elemei koziil véletlenszertien kivalasz-
tott pontokban toroljiikk az adatok meghatarozott hanya-
dat, majd az igy el64ll6 hidnyos adatrendszeren alkalmaz-
zuk az IRLSFT eljardst M = 120 ismeretlen sorfejtési
egylitthatéval. A tdlhatirozott inverz feladat megoldasa-
ként kapott sorfejtési egylitthaték ismeretében a bazis-
fiiggvényekként vélasztott (120-ad rendd) Hermite-fiigg-
vények segitségével a spektrumot tetszleges frekvencian
szamithatjuk. A frekvenciatartomédnyban egyenkoziien
elgallitott spektrumon inverz Fourier-transzformaciot
végrehajtva megkaphatjuk az idGsor elemeit a hidnyzé
mérési pontokban is (rekonstrudltuk a hidnyz6 adatokat).
Ezzel egyenkoziien mintavételezett teljes adatrendszert
kapunk, melynek adattivolsigit az eredeti (I. dbrdn
szerepld) idGsortdl meghatdrozhatjuk. A vizsgalatot el-
végezve a hianyz6 mérési adatokat kiillonb6z6 ardanyban
tartalmazé adatrendszereken, a 11. dbrdn lithatd ered-
ményre jutunk. Az dbra tanusaga szerint 50%-os adat-
hidnyig az IRLSFT eljaras elfogadhaté eredményt ad
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11. 4bra |Az IRLSFT-vel kapott eredmények adattavolsiga a bemeneti adatsorok %-os adathidnyanak fliggvényében az egyenkozi
mintavételbdl képzett adathidny esetére

Figure 11 | Data distance of the results obtained by the application of IRLSFT versus missing data fraction of the regularly sampled
incomplete input datasets
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12. 4bra

(a) 50%-os adathianynal kapott IRLSFT-spektrum, (b) a rekonstrualt id6figgvény

Figure 12| (a) IRLSFT spectrum computed for data defect of 50%, (b) the reconstructed wavelet signal in time domain

(a tavolsag az egyenkozlien mintavételezett hidnytalan és
a rekonstrudlt adatrendszer kozott kisebb, mint 0,023).
Nagyobb adathidnynal a gorbe meredeken emelkedik, en-
nek oka, hogy az adatok szdmanak csokkenésével az in-
verz feladat tdlhatarozottsiga is csokken. Az 50%-os adat-
hidnynal kapott spektrumot és a rekonstrudlt adatrend-
szert a 12. dbra mutatja be (a tdlhatirozottsig mértéke:
200/120 = 1,67).

Hasonld vizsgélatot végezhetiink a 9. dbra szerinti ran-
dom walk mérési elrendezésben mért adatrendszeren is.
Az eredményt a 13. dbra mutatja, melyen jol lathat6, hogy

a hidnyz6 adatok inverzids Fourier-transzformaciéval tor-
tént rekonstrukcidja csupan kis mértékben fiigg az eredeti
(teljes) adatrendszer mintavételezésének egyenkozi vagy
véletlen voltatol.

A terepi gyakorlatban el6fordulhatnak olyan (a minta-
vételi tivolsdg tobbszordsét kitevé méretii) objektumok
(pl. tavak), amelyek teriilete a mérések szempontjabdl
nem hozzaférhetS. Ilyenkor az egyébként egyenletesen
mintavételezett adatrendszerben Kkiterjedt tartomanyon
(vonal menti mérésnél egy kiterjedt szakaszon) keletke-
zik adathidny.
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13. 4bra |Az IRLSFT-vel kapott eredmények adattdvolsiga a bemeneti adatsorok %-os adathidnydnak fiiggvényében a random walk
mintavétel esetére

Figure 13 | Data distance of the results obtained by the application of IRLSFT versus missing data fraction of the non-regularly sampled
incomplete input datasets
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2.4. Az inverziés Fourier-transzformacio viselkedése
szakaszosan hianyos egydimenzios adatrendszer
esetén

A probléma vizsgilatdhoz sziikséges adatrendszert az
1. dbrdn bemutatott jelbél allitottuk el a [0,2, 0,26] in-
tervallum adatainak torlésével (14. dbra).

Amikor a szakaszon hidnyos adatrendszeren alkalmaz-
zuk az IRLSFT eljirast, az el6z6 esetekhez hasonldan a
talhatarozott inverz feladat megolddsaként kapott sor-
fejtési egyiitthatok ismeretében a bazisfliggvényekként
valasztott Hermite-fiiggvények segitségével a spektrumot
tetszGleges frekvencidn szamithatjuk. A frekvenciatarto-
manyban egyenkozien eléallitott spektrumon (15a dbra)
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14. dbra

Figure 14

A 0,2, 0,26] intervallumon hiinyos adatrendszer

The block-incomplete sampled wavelet with missing data in the interval [0.2, 0.26]
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15. 4bra |(a) A [0,2-0,26] intervallumon hiinyos adatrendszer IRLSFT-spektruma, (b) az inverziés Fourier-transzformaciéval rekonstrualt jel (piros
szin) és a hidnytalan eredeti jel (kék szin) id6tartomanyban

Figure 15| (a) IRLSFT spectrum of the block-incomplete sampling wavelet with missing data in the interval [0.2, 0.26]. (b) The wavelet signal recon-
structed by the inversion Fourier transform (red colour) and the complete original signal (blue colour) in time domain
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16. dbra |Egyenkoziien mintavételezett 2D zajmentes magneses adat-
rendszer

Figure 16 | 2D noise-free synthetic magnetic datasets for the regularly
sampled grid

inverz Fourier-transzformdaciot végrehajtva megkaphat-
juk az id8sor elemeit a hidnyz6 mérési pontokban is
(rekonstrualtuk a hidnyzé adatokat). Ezaltal egyenko-
zlien mintavételezett teljes adatrendszert kapunk, melyet
a 15b dbrdn piros szinnel (u;,,(t)) szemléltetiink. Az ere-
deti (1. dbrdn szerepld) idGsort kék szinnel ugyancsak
feltiintetve lathato, hogy a rekonstrualt gorbe azt elfedi,

17.4bra |Az egyenkozlien mintavételezett 2D zajmentes magneses
adatrendszer pdlusra redukédldsinak eredménye DFT alkal-
mazasa esetén

Figure 17 | The reduced-to-pole magnetic map of the regularly sampled
noise-free magnetic data set when DFT is applied

kivételt csupan a 0,25 sec kornyékén tapasztalunk. Az
abra tanuséaga szerint az IRLSFT eljarassal a szakaszon hi-
anyos adatrendszer is sikeresen feldolgozhat6. Tovabbi
vizsgilatok azt mutatjik, hogy mig a [0,2, 0,23] inter-
vallumon hidnyos adatrendszer rekonstrukcidja hibatlan
(a kék szin sehol sem jelentkezik), addig a [0,2, 0,3] inter-
vallumon hidnyos adatrendszer rekonstrukcidja elfogad-
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18. dbra Random walk mérési pontok 19. dbra |A véletlenszertien mintavételezett 2D zajmentes magneses

Figure 18| A plot of the randomly sampled magnetic measuring points

adatrendszer pdlusra redukaldsinak eredménytérképe 2D
IRLSFT alkalmazisa esetén
Figure 19 | The reduced-to-pole magnetic map of the randomly sampled
magnetic data set when 2D IRLSFT is applied
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hatatlan torzitdsokat mutat mind a frekvencia-, mind az
idétartomanyban.

3. Az inverzios Fourier-transzformacio
tulajdonsagai kétdimenzios esetben

A Fourier-transzformacié mint inverz feladat kétdimen-
zi6s (2D) problémara is megfogalmazhat6 (Szegedi 2015).
A 2D IRLSFT részletes algoritmusat és az eljaras zajel-
nyomo képességének vizsgalatat Dobroka és munkatarsai
(2017) kozolték. A nem egyenkozlien mintavételezett 2D
adatrendszerek inverzi6s Fourier-transzformacidjat PhD-

értekezésében Nuamah (2020) vizsgalta. A 2D IRLSFT
eljarast nem egyenkoziien mintavételezett magneses ada-
tok pélusra redukalasiban Vass és Nuamah (2021) publi-
kalta.

A kovetkez6kben a hidnyos 2D adatrendszerek inver-
zi6s Fourier-transzformaciéjinak néhdny eredményét
mutatjuk be Abdelaziz (2022) PhD-értekezésének alap-
jan. A vizsgéalathoz szintetikus adatrendszert szamitunk,
amely x és y irdnyban egyarant [-100 m, 100 m] kiterje-
désli mérési teriileten FT alakd, 200 nT intenzitasd ano-
maliat produkaild hatd, 5 m-es térkozi szabalyos minta-
vételi rendszerben eldéllitott (N = 41 x 41 = 1681) adatat
tartalmazza a 16. dbra szerint. Az adatrendszert DFT
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20. dbra |(a) 2D IRLSFT amplitddéspektrum az egyenkdziien mintavétele
allitott poélusra redukalt magneses térkép, (c) 2D IRLSFT amp

zett bemend adatok 50%-at elhagyva, (b) A spektralis sziirés alapjan el6-
litddoéspektrum az egyenkoziien mintavételezett bemend adatok 60%-at

elhagyva, (d) A spektralis sz{irés alapjan el6allitott polusra redukalt magneses térkép

Figure 20 | (a) 2D IRLSFT amplitude spectrum of the regularly sampled magnetic dataset with input data defect of 50%, (b) reduced-to-pole mag-
netic map coming from frequency domain filtering (c) 2D IRLSFT amplitude spectrum of the regularly sampled magnetic dataset with
input data defect of 60%, (d) reduced-to-pole magnetic map coming from frequency domain filtering
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21. 4bra |(a) 2D IRLSFT amplitddéspektrum a random walk mintavételezéssel kapott bemend adatok 50%-at elhagyva, (b) a spektralis sz(irés alap-
jan eléallitott pélusra redukalt magneses térkép

Figure 21 | (a) 2D IRLSFT amplitude spectrum of the randomly sampled magnetic dataset with input data defect of 50%, (b) reduced-to-pole mag-
netic map coming from frequency domain filtering

alkalmazdsaval poélusra redukalva a 17. dbrdn lathatd
eredményt kapjuk.

A magneses adatrendszert a 18. dbrdn lathaté random
walk elrendezésben feltételezett mérési pontokon is el6al-
litottuk majd az N = 1681 adat alapjan 2D IRLSFT alkalma-
zéséval polusra redukélast végeztiink x és y irdnyban M, =
M, = 25 Hermite-fiiggvényt valasztva a sorfejtéshez. (Az
ismeretlenek szdima M = 25 x 25 = 625, azaz az inverz fel-
adat erésen tlhatarozott.) Az inverz probléma megolddsa-
val a 2D spektrum szamithaté és a pélusra redukalt térkép
tetsz6leges mérési elrendezésen, igy egyenkdziien is meg-
hatdrozhaté. Eredményiil a 19. dbrdn bemutatott magneses
térképet kapjuk, amely igen kozel van az egyenkdz( minta-
vétellel kapott, 17. dbrdn megjelenitett képhez.

A 16. dbra egyenkoziien mintavételezett adataibol két
hidnyos adatrendszert éllitunk el6 az adatok 50, ill. 60%-
anak elhagyasaval. A 2D IRLSFT eljarassal szamitott spekt-
rumot és a p6lusra redukalt magneses térképet a 20. dbrdn
lathatjuk (u és v a térfrekvencidk x és y irinyban). Az ered-
mény alapjan megallapithatjuk, hogy 50%-os adathiiny
esetén az inverzids Fourier-transzformacié eredményesen
alkalmazhaté. Az inverzidba foglalt adatok szdma N = 825,
az ismeretlenek szama M = 625, a probléma tehat talhata-
rozott (N/M = 1,32). Az adatok 60%-at elhagyva a kapott
eredmény minésége azonban mar nem fogadhatd el. Az
inverziéba foglalt adatok szdma N = 641, az ismeretlenek
szama M = 625, s igy a probléma csak csekély mértékben
talhatarozott (N/M = 1,02).

Hianyos adatrendszert a 18. dbrdn bemutatott random
walk elrendezésben mért adatokbdl is eléallithatunk. Az
adatok 50%-4nakelhagydsavalkapottamplitidéspektrumot
és a polusra redukalt eredményt a 21. dbrdn mutatjuk be.

Mint lathatd, a pélusra redukalt magneses térkép igen ko-
zel van az egyenkdziien mintavételezett zajmentes magne-
ses adatok 50%-4nak elhagydsaval kapott adatrendszer p6-
lusra redukalasinak eredménytérképéhez (20b dbra).

4. Osszefoglalas

A Fourier-transzformacié (FT) nagyon hasznos eszk6znek
mindsil a jelfeldolgozas teriiletén, ennek speciilis esete-
ként kezelhet6 diszkrét Fourier-transzformacié (DFT) jé
eredményeket ad kedvezd jel/zaj viszonnyal jellemezhetd
esetekben. Nagyon érzékenyen reagil ugyanakkor az ada-
tokat terhel6 hibik megnovekedésére. A Fourier-transz-
formécid inverzids feladatra torténd visszavezetésével, le-
het6vé valik a méréseket terhelS zajok hatdsinak csokken-
tése a frekvenciaspektrum szamitisakor. A Miskolci Egye-
tem Geofizikai Tanszékén kidolgozott inverziés Fourier-
transzformdciés eljards kozéppontjidban 4ll6 spektralis
modell az Hermite-fliggvényrendszer szerinti sorfejtésen
alapul, és a sorfejtési egyiitthatok jatsszak a talhatarozott
inverz feladat ismeretlenjeinek szerepét.

A legkisebb négyzetek elve szerinti inverziés Fourier-
transzformacié (LSQFT) és a Steiner-stlyokkal robusz-
tifikalt (IRLSFT) zajelnyomé tulajdonsagait, ill. alkal-
mazhatdsagit nem egyenkdzilien mintavételezett adat-
rendszerek Fourier-transzformdaci6jaban a Tanszék mun-
katdrsai sokoldaltian vizsgiltak. Ezeket az eredményeket
a jelen publikiciéban dsszefoglaléan ismertettiik, kiegé-
szitve a legtijabb kutatisok eredményeivel, amelyek a hia-
nyosan mintavételezett adatrendszerek inverzios Fourier-
transzformdcidjinak lehetéségeire mutatnak ra. Vizsgala-
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taink eredményeit 1D és 2D adatrendszereken demonst-
raltuk.
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