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A felszín alatti térrész minden skálán heterogén, mégis a legtöbb geofi zikai vizsgálati módszer esetén élünk a homo-
gén vagy a tartományonként homogén megközelítéssel. Nincs ez másképp a felszín alatti vízáramlás numerikus mo-
dellezésénél sem, ahol a vízzel átjárt teljes térrész vagy az egyes hidrosztratigráfi ai egységek permeabilitását állandó-
nak feltételezzük. Jelen tanulmányban megvizsgáljuk a heterogén permeabilitású közeg hatását a felszín alatti 
vízáramlásra, illetve az abban zajló konduktív és advektív hőtranszportfolyamatra. Egyszerű kétdimenziós szinteti-
kus szimulációkon keresztül rávilágítunk arra, hogyan befolyásolja a hatástávolság, vagyis a heterogenitás skálája a 
Darcy-fl uxus eloszlását, valamint a hőmérséklet időbeli változását. Számszerűen kimutatjuk, hogy a heterogenitás 
skálájának növelése csökkenti a közeg eff ektív permeabilitását, fokozza a hődiszperziót, de nem módosítja az áramlás 
intenzi tását. A statisztikailag azonos valószínűséggel bíró permeabilitásrealizációkon keresztül rámutatunk arra, hogy 
a heterogenitás skálájának növelésével a számított kontrollparaméterek szórása emelkedik.

Molnár, B., Galsa, A.: Groundwater fl ow and heat transport in media with stochastic 
permeability

Th e subsurface is heterogeneous at all scales, still the most geophysical methods apply the homogeneous or domain-
by-domain homogeneous approximation. Th is does not diff ers in numerical modelling of groundwater fl ow, where the 
permeability of the whole saturated domain or the hydrostratigraphic units is considered to be constant. In the present 
study, we investigate the eff ect of a heterogeneous permeability on the groundwater fl ow and the conductive and ad-
vective heat transport processes. Th rough simple two-dimensional synthetic simulations, we shed light on how the 
range (i.e., the scale of heterogeneity) aff ects the Darcy fl ux pattern and the time-variation of the temperature fi eld. It 
is quantifi ed that increasing the scale of heterogeneity reduces the eff ective permeability of the medium, enhances the 
thermal dispersion, but does not modify the intensity of the fl ow. Th e diff erent permeability realizations having statis-
tically equivalent probability reveal that increasing the scale of heterogeneity enhances the standard deviation of the 
control parameters.

Beérkezett: 2022. április 14.; elfogadva: 2022. június 15.

1. Bevezetés

A felszín alatti vízáramlási rendszerek megértése és minél 
pontosabb feltárása napjainkban kardinális jelentőséggel 
bír, mivel az ivóvízellátásra, öntözésre, fűtésre vagy akár 
balneológiai célra felhasznált víz döntő része ezen tarto-
mányból származik. A felszín alatti vízáramlás megisme-
résében a numerikus szimulációk egyre nagyobb jelentő-
séggel bírnak, hiszen számos olyan jelenség létezik, mely-
nek analitikus, laboratóriumi vagy terepi vizsgálata igen 
problémás, költséges vagy akár megvalósíthatatlan.

A felszín alatti vízáramlás numerikus modellezése során 
a vizsgált tartományt sok esetben homogénnek tekintik. 
Előfordul ez olyankor, ha egy adott fi zikai/kémiai folyamat 
megértésére kívánnak koncentrálni, ahol a modell komp-
lexitása elfedné a kutatott jelenség karakterét. Ilyen például 
a víztükörlejtés és a hőmérséklet (Cserepes, Lenkey 2004, 
An et al. 2015, Szijártó et al. 2019), a hőmérséklet és az ol-
dott sótartalom (Szijártó, Galsa 2020) vagy a víztükörlejtés 
és a sótartalom (Galsa et al. 2022) egymásra hatásának 
szisztematikus vizsgálata. De ide tartozik a CO2-tározókban 
kialakuló konvekció és a mechanikai diszperzió kapcsola-
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tának felderítése (Wen et al. 2018), a lokális áramlási rend-
szerekben a felszíni sós víz beszivárgásának a felszín alatti 
vízáramlás szerkezetére gyakorolt hatásvizsgálata (Zhang 
et al. 2020) vagy a kémiai átalakulásokat magukban foglaló 
reaktív folyamatok tanulmányozása (Hamann et al. 2015) 
is. A homogenitást feltételező egyszerűsítés másik tipikus 
példája, amikor egy szoft ver vagy egy általunk kidolgozott 
algoritmus, módszer verifi kálását vagyunk kénytelenek el-
végezni, és a numerikus számítás eredményeit hasonlítjuk 
össze analitikus vagy egyéb numerikus megoldásokkal 
(pl. Weatherill et al. 2004, Oswald, Kinzelbach 2004, Voss 
et al. 2010).

Azonban, ha az elsődleges cél nem a fi zikai/kémiai je-
lenség analizálása, hanem egy adott földtani szituációban 
kialakuló áramlási rendszer, illetve az azt kísérő/befolyá-
soló hő- vagy oldottanyagtranszport folyamatának leké-
pezése, akkor a homogén közelítés már nem jöhet szóba. 
Ilyen esetben a vizsgált kétdimenziós szelvényt vagy há-
romdimenziós tartományt rétegekre, formációkra, hidro-
sztra tigráfi ai egységekre bontják, s a homogenitást az egy-
ségeken belül írják elő. Hasonlóképpen történt ez a Rajna-
árkon (Clauser, Villinger 1990), az Alföldön (Galsa 1997), 
a Csád-tavon (Lopez et al. 2016), a Tihanyi-félszigeten 
(Havril et al. 2018), a Budai Termálkarszton (Szijártó et 
al. 2021), a Gödöllői-dombságon (Galsa et al. 2022) ke-
resztül húzott szelvény esetében, vagy a Germán-alföld 
(Kaiser et al. 2011, 2013), a Tihanyi-félsziget (Tóth et al. 
2016) és a Germán-Molassz-medence (Przybycin et al. 
2017), illetve a Battonya–Pusztaföldvári-hát háromdi-
menziós modellezése során (Kun et al. 2022). 

A fenti megközelítésekben közös, hogy vagy a teljes 
modellezési tartományon, vagy annak jelentős részében 
(rétegeiben, egységeiben) előírjuk a fi zikai paraméterek 
homogenitását. Tesszük ezt annak ellenére, hogy sem a 
kőzet permeabilitása, sem hővezető-képessége, sem sűrű-
sége, sem fajhője stb. nem állandó. Sőt, a kőzetekben 
 benne rejlő heterogenitás is skálafüggő mennyiség, hiszen 
eltérő jelenség okozza a kőzet/réteg mikroszkopikus 
(szemcseszintű), illetve makroszkopikus, akár regionális 
méretekre kiterjedő inhomogenitását (pl. agyaglencsék). 
A heterogenitás és annak mérete, elhelyezkedése nyil-
vánvalóan befolyásolja mind a felszín alatti vízáramlást, 
mind az azzal együtt zajló hő- és oldottanyag-transz-
portot. A jelenkori szimulációs képességek mellett jogo-
san vetődik fel az igény, hogy megvizsgáljuk a kőzet, 
vagyis a közeg heterogenitásának hatását a felszín alatti 
vízáramlásra.

Természetesen, soha nem áll majd rendelkezésre annyi 
információ, hogy egy szelvény mentén, vagy egy háromdi-
menziós földtani egységen belül az összes heterogenitást 
feltérképezzük. Ugyanakkor a nem egyenletes eloszlású 
és  eltérő geofi zikai, földtani adatok alapján következtetni 
lehet a réteg heterogenitására, statisztikai jellemzőire. A 
geostatisztikai módszerek épp ezt a tulajdonságot felhasz-
nálva képesek a szimulációhoz elengedhetetlenül szüksé-
ges adatokkal kitölteni a modelltartományt, megőrizve az 
eredeti adathalmaz statisztikai tulajdonságait.

A földtani közeg heterogenitásainak a felszín alatti víz-
áramlásra gyakorolt hatása már évtizedek óta foglalkoztat-
ja a kutatókat (Bakr et al. 1978, Dagan 1984, Dagan 1986, 
Freeze 1975, Gelhar 1987, Simmons et al. 2001, Huysmans, 
Dassargues 2009, Tang et al. 1982, Zech et al. 2016). A 
 közegek sztochasztikus eljárások útján való megközelíté-
se így ma már alapvetően nem tekinthető új gondolatnak, 
hiszen a geostatisztika maga is nagy múltra tekint vissza 
(pl. Deutsch, Journel 1997, Goovaerts 1997, Kitanidis 
1997, Deutsch 2002, Kelkar et al. 2002, Bohling 2005, 
 Geiger, Mucsi 2005, Geiger 2006). Ugyanakkor a témakör 
a földtani közegek bonyolultsága és változatossága, a 
módszerek folyamatos fejlődése miatt, továbbá a hetero-
genitás szerepének még mindig gyakori elhanyagolása 
okán mindmáig újszerűnek és kevéssé feltártnak tekint-
hető. Ráadásul a közegek heterogenitásának és a hőtransz-
portfolyamatnak kapcsolata igen szegényesen kutatott. 
Míg a vízkincs folyamatos felértékelődése miatt létjogo-
sultsága egyre nő.

A következőkben egy olyan szisztematikus szimu lá ció-
sorozatot prezentálunk, mely egyszerű kétdimenziós mo-
dellrealizációkon keresztül mutatja be a heterogén per-
meabilitáseloszlás hatását a felszín alatti vízáramlásra és a 
hozzá kapcsolódó konduktív és advektív hőtranszportra. 
Mindeközben elemezzük a heterogenitás hatását az áram-
lásra és a hőmérsékleteloszlás időbeli változására, illetve 
számszerűsítjük, hogy a heterogenitás mérete mily mér-
tékben befolyásolja a kontrollparamétereket, úgymint a 
kilépő víz hőmérsékletét, a közeg eff ektív permeabilitását, 
illetve az átlagos Darcy-fl uxust.

2. A modell felépítése

2.1. Permeabilitásmodell

A heterogenitásnak a felszín alatti vízáramlásra és a hő-
transzportra gyakorolt hatásvizsgálatához első lépésben 
egy inhomogén permeabilitáseloszlást állítottunk elő. 
 Ehhez a Stanford Geostatistical Modeling Soft ware-t 
(SGeMS) alkalmaztuk, mely egy nyílt forráskódú geo-
statisztikai program. Az SGeMS mind a tudományos 
(Huysmans, Dassargues 2009), mind a szénhidrogénipari 
gyakorlatban széles körben elterjedt szoft ver (Zhao et al. 
2014, Zhang et al. 2017).

A „mérési adatokat” egy python nyelvű algoritmussal 
generáltuk, melyben az 50 permeabilitásadatot egy két-
dimenziós 300 × 300 rácshálón sorsoltuk. Az adatok he-
lyének eloszlása a rácshálón egyenletes volt, míg a per-
meabilitásértékek [m2] tízes alapú logaritmusa normál el-
oszlású, átlaga –12, szórása 1 nagyságrend volt.

Ezen adatok képezték az SGeMS bemeneti perme  a-
bilitásadatait, melyekből szekvenciális gaussi szimuláció 
(SGS) alkalmazásával állítottuk elő a heterogén modelle-
ket. Azokat az eljárásokat, melyben felépítjük (generáljuk) 
egy térbeli változó alternatív, de egyenlő valószínűségű 
modelljeit (eloszlásait), sztochasztikus szimulációknak ne-
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vezzük ( Deutsch, Journel 1997). A szekvenciális gaussi 
 szimuláció megőrzi a bemeneti adatok változékonyságát, 
ugyanakkor a szimuláció eredménye a hagyományos in-
terpolációs eljárásokhoz képest nem egy, az adott para-
méterekkel megalkotható „legjobbnak ítélt” eloszlás, ha-
nem számos egymással azonos valószínűségű realizáció. 
Az SGS a kiszámolandó (a bemeneti adatokon kívüli) cel-
lákat véletlen sorrendben keresi fel, és a cellák értékeit 
krigeléssel határozza meg. Ezt követően a kiszámolt cella 

értékét eltárolja, és a következő cella értékének meghatá-
rozásakor már felhasználja. Ezen elv szerint halad előre az 
eljárás, amíg a teljes rácshálót fel nem tölti adatokkal, így 
a  cellák felkeresési sorrendjének függvényében szinte 
számtalan egyenlő valószínűségű realizáció állítható elő 
(Deutsch, Journel 1997). Az SGS egy gyakorta használt 
eljárás például porozitás- és/vagy permeabilitáseloszlások 
generálásánál (Ren 2003, Geiger 2006), de szénhidrogén-
tározó karakterizálásánál is előszeretettel alkalmazzák 

1. ábra Heterogén permeabilitáseloszlások különböző hatástávolságok esetén: a) R = 5, b) R = 10, c) R = 20, d) R = 50 és e) R = 100. 
A permeabilitás 10-es alapú logaritmus skálán ábrázolva

Figure 1 Heterogeneous permeability fi elds with diff erent ranges: a) R = 5, b) R = 10, c) R = 20, d) R = 50 and e) R=100. Logarithmic 
value of the permeability is shown

2. ábra Heterogén permeabilitáseloszlás-realizációk R = 20 hatástávolság esetén. 
A permeabilitás 10-es alapú logaritmus skálán ábrázolva

Figure 2 Heterogeneous permeability realizations at a value of R = 20. Logarith-
mic value of the permeability is shown
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(Hosseini et al. 2018, Evans et al. 2019, Yong et al. 2019, 
Zhao et al. 2014).

A szintetikus vizsgálathoz 5 különböző hatástávolságot 
(range) defi niáltunk, R = 5, 10, 20, 50 és 100. A hatástávol-
ságon túl a permeabilitásadatok korreláltsága megszűnik, 
így különböző léptékkel bíró heterogenitásmodellek ge-
nerálhatóak. Az 1. ábra érzékelteti, hogyan változik a he-
terogenitás mértéke a hatástávolság növelésével. Minden 
R hatástávolság esetén 10–10 izotróp realizációt hoztunk 
létre szekvenciális gaussi szimulációval, melyek statiszti-
kailag ugyanúgy megfelelnek a „mérési adatoknak”. A 
2. ábra R = 20 hatástávolság mellett generált ötféle reali-
zációt érzékeltet. Tehát összesen 50 darab heterogén per-
mea bili tásmodellt hoztunk létre, és használtunk fel a szi-
mulációk során.

2.2. A fi zikai modell

A felszín alatti vízáramlás és az azzal történő hőtranszport 
numerikus modellezése során a tömegmegmaradást leíró 
egyenlet, a Darcy-törvény és a hőtranszportegyenlet al-
kotta parciális diff erenciálegyenlet-rendszert szükséges 
megoldani,
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ahol a négy független egyenlet (a (2) egyenlet egy kétdi-
menziós vektoregyenlet) segítségével meghatározandó 
 ismeretlenek a q Darcy-fl uxus, p nyomás és T hőmérsék-
let. A (2) egyenletben k jelöli a heterogén permea bi litá-
seloszlást, melyeket az előző fejezetben bemutatott mó-
don állítottunk elő. A (3) hőtranszportegyenletben a kőzet 
hőmennyiségének megváltozását (bal oldal) a víz hő-
szállítása (jobb oldal 1. tag) és a kőzet hővezetése (jobb 
oldal 2. tag) idézi elő. A többi paraméter a szimuláció so-
rán állandó volt, értéküket és elnevezésüket az 1. táblázat 
összegzi. A vizsgálat során a víz sűrűségét állandónak té-
teleztük fel, vagyis a hőtágulás, s így a termikus felhajtó-
erő hatását elhanyagoltuk. Ennélfogva a hőtranszport-
egyenlet alapján számított hőmérsékleteloszlás nem be-
folyásolta az áramlást, míg a Darcy-egyenletből meghatá-
rozott Darcy-fl uxus – az advektív tagon keresztül – módo-
sította a hőmérsékleteloszlást.

Az alkalmazott modell egy kétdimenziós, L = 300  m 
hosszú és d = 300  m vastag tartomány, melynek kezdeti 
 hőmérséklete T0 = 10  °C volt. Határfeltételként írtuk elő, 
hogy a modelldoboz bal oldalán Tin = 30 °C hőmérsékletű 
víz lép be a közegbe qin = 10–7  m/s horizontális fl uxussal 
(3a. ábra). A felső és alsó határ impermeábilis és hőszi-
getelő, vagyis a víz a jobb oldalon lép ki a tömegmegmara-
dásnak megfelelő qout = 10–7 m/s Darcy-fl uxussal, illetve az 
advekciónak megfelelő zérus horizontális hőmérséklet-
gradienssel.

A szimulációk számszerű jellemzésére kontrollparamé-
tereket használtunk, melyek:

 – Tout , a kilépő (jobb) oldalon tapasztalt áltaghőmérséklet;
 – qav , a modelltartományra átlagolt Darcy-fl uxus;
 – t20 , azon idő, mely ahhoz szükséges, hogy a modelltarto-

mány jobb oldalán kilépő víz átlagos hőmérséklete elérje 
a 20 °C-ot;

1. táblázat A numerikus modell paraméterei
Table 1 Parameters of the numerical model

Megnevezés  Szimbólum Érték Mértékegység

Modelltartomány szélessége L 300 m

Modelltartomány mélysége d 300 m

Közeg porozitása Φ 0,2 –

Víz viszkozitása  η 10–3 Pa∙s

Víz sűrűsége ρw 1000 kg/m3

Mátrix sűrűsége ρm 2500 kg/m3

Víz hővezető-képessége λw 0,6 W/(m∙K)

Mátrix hővezető-képessége λm 2,5 W/(m∙K)

Víz fajhője cw 4200 J/(kg∙K)

Mátrix fajhője cm 900 J/(kg∙K)

Belépő Darcy-fl uxus  qin 10–7 m/s

Kilépő Darcy-fl uxus  qout 10–7 m/s

Belépő hőmérséklet  Tin 30 °C

Kezdeti hőmérséklet T0 10 °C
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 keff  = qin ηL/∆p, (4)

amely megmutatja, hogy ha a közeg homogén lenne, 
mekkora keff  permeabilitás idézne elő Δp nyomáskülönb-
séget a modell vertikális határai között. A Δp nyomás-
különb séget számítottuk a szimulációk során.

 – t28 , azon idő, mely ahhoz szükséges, hogy a modelltar-
tomány jobb oldalán kilépő víz átlagos hőmérséklete el-
érje a 28 °C-ot; illetve

 – keff  , mely a heterogén közeg eff ektív permeabilitását je-
löli.

Utóbbit a (2) Darcy-egyenlet linearizált alakjának fel-
használásával határoztuk meg,

4. ábra A bal oldalról belépő meleg víz okozta hőmérséklettér evolúciója R = 20 hatástávolsággal jellemzett heterogén közegben: a) 10 év, b) 20 év, 
c) 30 év, d) 40 év, e) 50 év és f ) 60 év elteltével. A termikus frontot a zölddel jelölt T = 20 °C-os izoterma illusztrálja

Figure 4 Evolution of the temperature fi eld in heterogeneous medium with a range of R = 20 aft er a) 10 yr, b) 20 yr, c) 30 yr, d) 40 yr, e) 50 yr and 
f ) 60 yr. Warm water (T = 30 °C) entered through the left  wall. Th ermal front is illustrated by the green isotherm of T = 20 °C

3. ábra a) A modell felépítése. Kékkel az áramlásra, pirossal a hőmérsékletre vonatkozó határfelételek vannak fel-
tüntetve. b) A modelltér végeselemes diszkretizációja

Figure 3 a) Model geometry with boundary conditions for the fl ow (blue) and the temperature (red). b) Finite ele-
ment discretization of the model domain
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Az (1)–(3) időfüggő parciális diff erenciál-egyenletrend-
szert a COMSOL Multiphysics v5.3 végeselemes numeri-
kus modellező szoft vercsomag segítségével oldottuk meg. 
A modelltér diszkretizálásához alapvetően egyenletes mé-
retű négyzethálós rácsot alkalmaztunk, a maximális elem-
méret 1 m volt (3b. ábra). Ettől csupán a határok közelében 
tértünk el, ahol hattárréteg elemek alkalmazásával sűrítet-
tük a rácsot, hogy a belépő oldalon jelentkező nagy 
hőmérsékletgradiens ne okozzon numerikus instabilitást. 
Összességében a háló 99 600 véges elemet tartalmazott. Az 
elemek belsejében a nyomást és a hőmérsékletet másod-, 
illetve elsőfokú Lagrange-polinommal közelítettük. Az 
időfüggő számítást 200 évig végeztük, mivel ekkor a belépő 
30 °C hőmérsékletű meleg víz már teljes mértékben átfű-
tötte a közeget. A maximális időlépés 0,15 év, a kimentési 
idő 0,5 év volt. Egy modellfuttatás hozzávetőlegesen 3 óra 
CPU-időt vett igénybe egy 3,00 GHz Intel asztali számító-
gépen, és 3–4 GB memóriát igényelt.

3. Eredmények és értelmezésük

A felszín alatti vízáramlást és hőtranszportot leíró (1)–(3) 
egyenletek egy félig csatolt parciális diff erenciálegyenlet-
rendszert alkotnak, hiszen a Darcy-egyenlet megoldása-
ként előálló Darcy-fl uxus befolyásolja a hőmérséklet el osz-
lást, ugyanakkor a hőmérséklet nem hat ki az áramlásra, 
lévén a modellben a víz sűrűsége állandó. Ebből kifolyólag 
a heterogén permeabilitású közegmodellekben a Darcy-
fl uxus időben változatlan, stacionárius megoldást szolgál-
tat, míg a hőmérséklettér időben változik. A hőmérséklet 

időbeli változását a 4. ábra szemlélteti 10  éves pillanat-
felvételeken R = 20 hatástávolság esetén (vö. 1c. ábra).

Az 5. ábra különböző skálájú heterogenitások esetén il-
lusztrálja a tipikus stacionárius áramlási képet. Jó látható, 
hogy a balról jobbra áramló víz az olyan „jól vezető csator-
nákat” részesíti előnyben, melyek a nagyobb permea bili-
tású tartományokat kötik össze. A heterogenitás méreté-
nek – azaz a hatástávolság – növelésével az egyedi csator-
nák száma csökken, vastagságuk nő, hiszen a magas és az 
alacsony permeabilitású tartományok száma is mérséklő-
dik, s egyre kiterjedtebbé válnak. A Darcy-fl uxus térbeli 
változása is erőteljes, hiszen a qin = 10–7 m/s belépő érték 
±2–3 nagyságrendet változik a heterogén közegben. Meg-
említjük, hogy a hatástávolság csökkenésével az áramlási 
kép kvalitatíve mind jobban hasonlít a homogén közegre 
érvényes megoldáshoz.

A különböző heterogenitású modellekben eltérő áram-
lási szerkezet alakul ki, mely eltérő hőmérsékleteloszlást 
eredményez (6. ábra). A heterogenitás megjelenésével, 
majd erősödésével a függőleges termikus front megszűnik, 
mivel a nagy permeabilitású csatornákon keresztül a mele-
gebb víz gyorsabban terjed, míg a kis permeabilitású tar-
tományokban a melegedés lassabb. Ahogy nő a heteroge-
nitás skálája, úgy torzul a termikus front, melyet a zöld szí-
nű T = 20 °C-os izoterma illusztrál. Más szóval, a hatástá-
volság növelésével a modelltartomány jobb oldalát egyre 
korábban éri el a balról belépő meleg víz, azonban – az 
alacsony áteresztőképességű tartományok miatt – a kőzet 
felfűtődése egyre később fejeződik be.

A 7. ábra a jobb oldalon kilépő víz Tout átlaghőmérsék-
letét mutatja az idő függvényében különböző hatástávolság-

5. ábra A Darcy-fl uxus nagyságának logaritmusa különböző heterogenitású modellek esetén: a) homogén, 
b) R = 5, c) R = 10, d) R = 20, e) R = 50 és f ) R = 100

Figure 5 Logarithm of the Darcy fl ux magnitude in a) homogeneous medium and in heterogeneous media 
with ranges of b) R = 5, c) R = 10, d) R = 20, e) R = 50 and f ) R = 100
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gal rendelkező heterogén, valamint homogén közegek ese-
tén. Megállapítható, hogy a 6. ábra kvalitatív képe alapján 
levont következtetés helytálló. A heterogenitás skálájának 
növelésével a meleg víz egyre hamarabb éri el a jobb oldalt 
a nagy permeabilitású csatornákon keresztül. Ugyanakkor, 
az alacsony permeabilitású nagyobb kiterjedésű tartomá-
nyok miatt a közeg felmelegedése egyre tovább tart. Ennek 
eredményeképpen a kilépő oldalon regisztrált hőmérsékle-
ti idősor meredeksége csökken, az érdemi hőmérséklet- 
növekedéssel jellemezhető idősáv kiszélesedik. Ez tulaj-
donképpen a heterogén közegben fellépő hő disz perzió je-
lenlétére utal, melyet a modellező programok jelentős része 
nem foglal magában. A hődiszperzió – legalábbis izo tróp 

közegben – felfogható a hővezető-képesség megnö velése 
révén. Ennek alátámasztásául megvizsgáltuk, hogy homo-
gén modellben λw = λm = 0 hővezető-képesség mellett, 
 hogyan alakul a  kilépő hőmérséklet időbeli változása. A 
szaggatott vonal mutatja, hogy ebben az esetben Tout felfutá-
sa sokkal meredekebb, a meleg víz pillanat szerűen éri el a 
modelltartomány jobb oldalát. Az elméletileg várható, vég-
telen me redekségű hőmérsékletemelkedéstől való eltérést 
a numerikus diff úzió okozza. Előzetes számításaink azt 
 mutatják, hogy R = 50–100 hatótávolságnál a homogén kö-
zeg hővezető-képességét mintegy 400%-kal(!) kell emelni, 
hogy a heterogén közegben fellépő hődiszperzió hatását 
elérjük, legalábbis Tout idősor tekintetében.

6. ábra A hőmérsékleteloszlás 40 év elteltével különböző heterogenitású modellek esetén: a) homogén, b) R = 5, c) R = 10, d) 
R = 20, e) R = 50 és f ) R = 100. A zöld kontúr a T = 20 °C-os izotermát jelöli

Figure 6 Temperature fi eld aft er 40  yr in a) homogeneous medium and in heterogeneous media with ranges of b) R = 5, 
c) R = 10, d) R = 20, e) R = 50 and f ) R = 100. Isotherm of T = 20 °C is denoted by green contour

7. ábra A kilépő oldalon észlelt átlaghőmérséklet időbeli változása különböző heterogenitású (R = 5–100) modellek 
esetén. A homogén permeabilitású modellt fekete szín jelöli, a szaggatott vonal a zérus hővezető-képességgel 

bíró homogén modell hőmérsékleti idősorát mutatja

Figure 7 Time-variation of the average outlet temperature in heterogeneous media with diff erent ranges (R=5–100). 
Homogeneous permeability model is shown by black line, dashed line denotes the homogeneous model with 

zero thermal conductivity
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Szekvenciális gaussi szimuláció segítségével minden 
egyes hatástávolság mellett 10–10 realizációt generáltunk, 
hogy számszerűsíteni tudjuk a sztochasztikus heterogén 
közegmodellek hatását a vizsgált paraméterekre. A 8. ábra 
a közegből kilépő víz Tout átlaghőmérsékletének időbeli 
 változását mutatja mind az 50 szimuláció esetén. Kis 
hatótávoság mellett (8a. ábra – R = 5) az idősorok között 
gyakorlatilag nem látható eltérés, vagyis kisléptékű hetero-
genitásnál a realizációk között – legalábbis a kifolyó víz át-
lagos hőmérsékletét illetően – nincs érdemi különbség. Az 
R hatástávolság fokozásával az egyes realizációk idősorai 
mind jobban eltérnek, másképpen fogalmazva az átlagos 
Tout idősor szórása nő. Az R = 20 hatástávolsággal jellem-
zett heterogén közegtől kezdődően az ábra különálló gör-
besereget mutat. Megállapítható tehát, hogy a nagyobb 
méretű és kevesebb számú heterogenitást tartalmazó mo-
dellekre a kilépő víz hőmérséklete érzékenyebben reagál, 
hiszen ekkor jóval kisebb számú „jól vezető csatorna” ala-
kulhat ki. Avagy a kisebb számú, de nagyobb kiterjedésű 
heterogenitások eloszlása erőteljesebben befolyásolja a 
hőtranszport jelenségét.

A kontrollparaméterek értékét különböző R = 5–100 
 hatástávolságok mellett a számított 10–10 realizációra a 

9. ábra foglalja össze. Az ábra bal oldalán az egyes realizá-
ciók esetén meghatározott kontrollparaméterek vannak 
feltüntetve, míg a jobb oldalon a 10 realizációra átlagolt és 
szórással jellemzett értékeket mutatjuk. Annak ellenére, 
hogy az összes közegmodell átlagos permeabilitása egy-
aránt 10–12 m2=1 D, a hatástávolság növelésével a heterogén 
közegmodell eff ektív permeabilitása csökken, valamint a 
szórás az egyes realizációk között nagyobbá válik. A ho-
mogén közeg eff ektív permeabilitása természetesen meg-
egyezik az átlagos 10–12 m2=1 D permeabilitással (9b. ábra 
– lila kör), ugyanakkor keff  értéke a heterogenitás mére-
tének növekedtével közel felére esik vissza. Ezek szerint a 
heterogén közeg eff ektív permeabilitása kisebb, mint az 
átlagos permeabilitása, s a csökkenés mértéke függ a hete-
rogenitás skálájától.

A 9c–d. és 9e–f. ábra azon időt mutatja, mely ahhoz 
szükséges, hogy a modell kifolyó oldali átlaghőmérséklete 
elérje a 20, illetve a 28 °C-ot. Míg homogén modellben t20 = 
59 év szükséges a 20 °C kifolyó átlaghőmérséklet elérésé-
hez, addig R = 50–100 hatástávolságnál már 54 év is elegen-
dő. A kifolyó oldalon kilépő víz 90%-os felfűtődése ugyan-
akkor épp ellenkező trendet mutat. Homogén permea-
bilitású közegben ehhez t28 = 75  évre van szükség, míg 

8. ábra A kifolyó víz Tout átlaghőmérsékletének időbeli változása a különböző hatástávolságokhoz tartozó 10–10 realizáció esetén: 
a) R = 5, b) R = 10, c) R = 20, d) R = 50 és e) R = 100

Figure 8 Time series of the average outlet water temperature Tout for 10–10 permeability realizations with diff erent ranges: 
a) R = 5, b) R = 10, c) R = 20, d) R = 50 and e) R = 100
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R = 50–100 értéknél már 93 évre. A lassabb felfűtődés ma-
gyarázható a nagyobb kiterjedésű alacsony permeabilitású 
 tartományok jelenlétével (1d. és 1e. ábra).

Végezetül a Darcy-fl uxus nagyságának a realizációkra 
számított átlagát és szórását mutatjuk be (9h. ábra). A szi-
mulációk szerint qav átlagos Darcy-fl uxus nem függ érdem-
ben a heterogenitás skálájától, de minden heterogén mo-
dellben mintegy 20%-kal meghaladja a homogén modellre 
jellemző qin = 107 m/s értéket. Tehát heterogén közegben 
az áramlás felgyorsul, mivel a víznek ki kell kerülnie az ala-
csony permeabilitású tartományokat, s így több utat kell 
bejárnia míg a modell bal oldaláról elér a jobb oldalig. Az a 
tény, hogy qav értéke nem függ a hatástávolságtól, azzal 
egyenértékű, hogy a víz által megtett út független attól, 
hogy sok és kisméretű, vagy kevesebb, de nagyobb kiter-
jedésű alacsony permeabilitású tartomány kell kikerülnie.

A 9. ábra egyértelműsíti, hogy a hatástávolság növelé-
sével a realizációk közötti eltérés növekszik, az átlagérté-
kek szórása nő. Mindennek hatása lehet arra, hogy a hete-
rogén közeg vizsgálatát lokális vagy regionális skálán vé-
gezzük. A szimulációk eredményéből arra lehet következ-
tetni, hogy a heterogenitás által okozott hatás skálafüggő, 
regionális felszín alatti vízáramlás esetén jelentősebb, mint 
lokális rendszerek vizsgálata esetén.

A 9. ábrán bemutatott eredmények azt is alátámasztják, 
hogy a vizsgált modellkörnyezetben nincs érdemi különb-
ség az R = 50 és 100 hatástávolsággal rendelkező modellek 
között. Ennek oka, hogy a szimulációhoz felhasznált rács 
300×300 volt, mely „szűknek” mutatkozik az R = 100 mére-
tű heterogenitások kezelésére. Ezt kvalitatíve már koráb-
ban is láthattuk, hiszen maguk a permeabilitásmodellek 
sem térnek el lényegesen (vö. 1d. és 1e. ábra), s ennek fo-

9. ábra A hatástávolság és az egyes modellrealizációk hatása a kontrollparaméterekre. a)–b) Az eff ektív permeabilitás, c)–d) a 20 °C és e)–f ) a 28 °C 
átlagos kifolyó hőmérséklet eléréséhez szükséges idő, valamint g)–h) az átlagos Darcy-fl uxus értéke az egyes realizációk esetén (bal), illetve 

azok átlagolt értéke és szórása a hatástávolság függvényében (jobb). A homogén megoldást a lila kör jelöli

Figure 9 Eff ect of the range and the model realizations on the control parameters. a)–b) Eff ective permeability, time to reach the average outfl ow 
temperature of c)–d) 20 °C and e)–f ) 28 °C, and g)–h) the average Darcy fl ux for each model realization (left ), as well as their average 

values with standard deviations plotted against the range (right). Homogeneous solution is denoted by purple circle
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lyományaként a hőmérsékleteloszlásban sem tapasztal-
ható érdemi eltérés (vö. 6e. és 6f. ábra). A jelenség úgy is 
megfogalmazható, hogy R = 100 hatástávolság esetén az 
alkalmazott numerikus modell már nem felel meg az elemi 
reprezentatív térfogat kritériumainak (pl. Bear 1972, Long 
et al. 1982).

4. Összefoglalás és konklúziók

Numerikus modellszámításokat végeztünk a heterogén 
 közegek felszín alatti vízáramlásra és hőtranszportra 
 gyakorolt hatásának megértésére. A problémakört első 
kö zelítésben egy egyszerű kétdimenziós szintetikus mo-
dell esetén, az advektív hőtranszport szempontjából vizs-
gáltuk. Szisztematikusan változtattuk a permeabilitás-
modellek  he te rogenitásának skáláját (hatástávolságát), 
melynek hatását több – geostatisztikai értelemben egyen-
értékű – realizá ción tanulmányoztuk. A szimulációk 
ered ményeit mind kvalitatív módon, a Darcy-fl uxus és a 
hőmérsékleteloszlás időbeli fejlődésén keresztül, mind 
kvantitatív módon, a kontrollparaméterek felhasználása 
által értelmeztük. Ezek alapján az alábbi következtetések 
vonhatóak le:

 – A heterogén közegben ún. „jól vezető csatornák” alakul-
nak ki, melyek összeköttetést biztosítanak a nagy per-
meabilitású tartományok között.

 – A jól vezető csatornákban a hő gyorsabban terjed, mint 
homogén közegben, így korábban ér el a modell kilépési 
oldalára, ahol a hőmérsékletanomália korábban jelenik 
meg.

 – Az alacsony permeabilitású tartományokban a felfűtő-
dés lassabban megy végbe, így a kőzet, illetve a kilépő 
víz felmelegedése később fejeződik be.

 – A heterogén modellből kilépő víz átlagos hőmérséklete 
korábban kezd emelkedni és később fejeződik be, mint 
homogén modellekben. A jelenség a heterogén közeg 
hődiszperziójának következménye.

 – A hődiszperzió mértéke annál jelentősebb, minél na-
gyobb a közeg heterogenitásának skálája. Ilyen egyszerű 
modell esetén a hődiszperzió jelensége imitálható a hő-
vezető-képesség jelentős – akár több 100%-os – megnö-
velésével.

 – A heterogenitás méretének növelésével a közeg eff ektív 
permeabilitása lecsökken, mivel a nagy áteresztőképes-
ségű tartományok közötti kapcsolat valószínűsége 
csökken. Ez – a szimulációk alapján – 50%-os mérséklő-
dést is eredményezhet az eff ektív permeabilitásban.

 – A heterogenitás megjelenésével a közegben az átlagos 
Darcy-fl uxus mintegy 20%-kal megnő, mivel a víz igyek-
szik kikerülni az alacsony permeabilitású tartományo-
kat. A Darcy-fl uxus növekménye független a heteroge-
nitás mértékétől.

 – A heterogenitás skálájának növekedésével az egyes rea-
lizációk közötti eltérés nő, a kontrollparaméterek szórá-
sa emelkedik.

Ahogy egyetlen laboratóriumi vagy numerikus modell, 
így ezen modell sem képezi le tökéletesen a valóságot. Szá-
mos olyan fi zikai, földtani, geofi zikai folyamat és jelenség 
létezik, mely különböző mértékben ugyan, de befolyásol-
hatja a fentebb tett megállapításokat. A teljesség igénye 
nélkül megemlítendő, hogy 1) a porozitás mértéke nem 
független a permeabilitástól, habár a modellben egysége-
sen 20% volt; 2) a természetben a jelenség háromdimen-
ziós tartományon zajlik; 3) a mátrix hővezető-képességé-
ben, sűrűségében és fajhőjében lévő inhomogenitások is 
befolyásolhatják a hődiszperzió mértékét; 4) a víz sűrűsége 
függ a hőmérséklettől, mely a termikus felhajtóerőn ke-
resztül befolyásolhatja az áramlást, illetve a hő terjedését; 
5) a heterogenitások számos földtani környezetben anizo-
tróp tulajdonságot mutatnak stb.

A fentiekből látható, hogy számos olyan jelenség létezik, 
melyek hatásvizsgálata behatóbb tanulmányozást kíván a 
jövőben. A cikkben bemutatott szimulációk eredményén 
túlmenően jelenleg is aktív kutatás zajlik, hogy tanulmá-
nyozzuk heterogén közegben:

 – az advektív hőtranszport és a termikus felhajtóerő hatá-
sát (hőmérséklet- és nyomásfüggő vízsűrűség);

 – a hődiszperzió mértékét a heterogenitás skálájától füg-
gően;

 – illetve a kialakuló szabad termikus konvekció feltételeit.

Úgy véljük, hogy a közeg heterogenitásának tanulmá-
nyozása a felszín alatti vízáramlásban hozzájárulhat szá-
mos jelenség mélyebb megértéséhez, akár a geotermika, 
akár a szennyező anyagok transzportjának területén.
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