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Visszatekintve Umow kisérletére a foldmagneses kvadrupélus paramétereinek meghatarozasara megallapithatd, hogy
mind az altala felallitott egyenletek, mind a megoldasukra kidolgozott algoritmus matematikailag hibatlanok, és igy az
altala idézett paraméterek az 1829 epochara nem lehetnek ezen algoritmussal torténd szamitas eredményei. Megallapit-
haté tovabba, hogy Umow foldmagneses kvadrupdlusa nem teljesen azonos a mai értelemben vett f6ldmagneses kvad-
rupdlussal, noha a ketté erdssége és egyik pdlusa egyenld, de az Umow-féle kvadrupélus masik polusa az utébbinak
titkorképe. Ez a kiillonbség azonban konnyen eltiintethetd az alapegyenletek kis modositisaval, ugyhogy Umow
algorimusaval szamolva is ugyanazon eredményekre lehet jutni, mint a késébb kidolgozott médszerekkel.

Marton, P.: Note on Umow’s experiment of calculating the parameters
of the geomagnetic quadrupole

It is shown in this note that Umow’s ingenious algorithm of calculating the parameters of the geomagnetic quadrupole
is mathematically faultless and the controversial result quoted by him for 1929 could not be obtained by the use of it.
It is also shown that the quadrupole obtained by his algorithm must be fitted to what is now generally understood un-
der this term. Namely, either pole of his quadrupole can be taken to be one pole, but then the other pole of his quadru-
pole must be reversed in order to become the other pole. Finally, it is argued that by a little change in the basic equa-
tions, Umow’s algorithm will give the correct quadrupole parameters, so that it can still be a useful alternative besides
other direct analytical or iterative methods of solution.

Beérkezett: 2021. aprilis 22.; elfogadva: 2021. méjus 9.

Bevezetés masfajta paraméterrel helyettesitik. Minthogy ez altala-

ban csak tobbismeretlenes, nemlinearis egyenletek meg-

A gombfeliileti harmonikus fiiggvények Maxwell-féle p6-
luselméletét, az Gn. multipblus-analizist, el6szor Umow
(1904a,b) kisérelte meg a foldmagneses potencialfiigg-
vény kis rendszamu (n = 1, 2, 3) komponenseire alkalmaz-
ni. A foldmégneses potencialfiiggvény n-ed rendd kom-
ponensének multipdlus-analizise sordn, egy multip6lus-
erdsséget és tovabbi 2n paramétert hatiroznak meg, ame-
lyek n db egységvektor irdnyanak polaris és azimutélis
koordinatdi. Winch (1968) megfogalmazisiban ez mds
szavakkal azt jelenti, hogy az n-edik foldméagneses poten-
cidl komponens 27 + 1 harmonikus koefficiensét 2n + 1

oldédsaval lehetséges, multipélus-analizist dltaldban itera-
cids eljarassal végeznek. Példaul: Winch and Slaucitajs
(1966), James (1968), Marton (2020). Umow fent emlitett
kisérlete azért figyelemre méltd, mert 6 a foldmagneses
potencial els6 harom komponensének (n = 1, 2, 3) analizi-
sét direkt analitikai médszerrel kozelitette meg. Az n =1
eset (foldmdagneses dip6lus) azonban trividlis, ui. Gauss
6ta a foldmagneses polus eréssége (1 paraméter), mind
pedig polaris (9,) és azimutalis (4,) koordinatai (2 adat)
kozismert, zart formuldkkal szamithatdk ki az elsérend(i
Gauss-koefliciensek értékeinek felhasznilasival.
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Ebben a visszatekintésben az n = 2 (foldmagneses kvad-
rupdlus) esetre fokuszélunk, felidézve és kommentilva
Umownak erre vonatkozd eredményeit.

A foldmagneses kvadrupolus

Umow a foldmagneses potencialfiiggvény mésodrendi
tagjanak és egy kvadrupélus magnes potencialfiiggvényé-
nek dsszevetésével a kovetkezd egyenleteket vezette le és
oldotta meg.

(2/3M)gy = xy - (1/2) cos 4, (1.1)
(2/3M)gy = ycosh, + xcos,, (1.2)
(2/3M)h,, = ysinA, + xsinl,, (1.3)
(4/3M)gy, = cosg, (1.4)
(4/3M)hy, = sin o, (1.5)

ahol gy, &1, Ma1, G ha a f6ldmagneses potencidl masod-
rendd tagjinak 4llanddéi (Gauss-koefliciensek) Gauss—
Laplace-normalizacié mellett. A (9,, 4,) és a (9,, 4,) vél-
tozdk a kvadrupdlus pozitiv irinya tengelyei felszini met-
széspontjainak (az an. pélusoknak) polaris (0 < 9, , < 180°)
és azimutalis (0 < A,, < 360°) koordinatdi. A tengelyek
sorrendje k6z6mbds. Tovabbi valtozdk az (1.1)-(1.5)
egyenletrendszerben: x = ctg9,, y = ctg9,, A = 4, — 4,
és allanddk: ¢ = A, + A, = arctg(hy,/gy,), valamint
M = (4/3)[g3, + h3]"*. Az utébbi két 4llandd értékének
figyelembevételével az ismeretlenek meghatirozasihoz
az (1. 1)-(1. 5) egyenletrendszer elsé hirom egyenlete
elegendé. Umow megmutatta, hogy az x és az y valtozd
kikiiszobolése utan a A, illetve a z = 1 — cosA valtozéra
egy harmadfoku egyenlet dll el6, amelynek egyetlen olyan
valés megolddsa van, amely a sziikséges abs(cosA < 1) fel-
tételt kielégiti. Ezen A és o Osszevetésével adodik A, és
A» majd az (1.2) és (1.3) egyenletekbdl all6 linearis
egyenletrendszer megoldasaval x és y, azaz 9, és 9, ér-
téke. Végiil a kvadrupolus erdssége: My = M/2sind;sin9,.
(E paraméter helyett Umow a kvadrup6lus momentumdt,
0, = M/sin9;sin9, kifejezést hasznailja, amelynek dimen-
zidja gauss-cm’, szdmértéke pedig egységnyi foldsugir
mellett M kétszerese.)

A probléma fenti megoldasi lépéseinek ismertetését
Umow egy szampéldaval kisérte, amelyhez kiinduldsi ada-
tokként Neumayer és Petersen dltal az 1885 epochara ki-
szamitott Gauss-koefficienseket (1. Umow (1904a)) hasz-
nalta fel. Ezeket és a kvadrupdlus eredményiil kapott
paramétereit az 1. tdbldzat bal oldalan a harmadik oszlop-
ban mutatjuk be.

Idézett két dolgozatdban Umow az 1829 epochara vo-
natkoz6 kvadrupoélus paramétereket is kozol (9, = 33,25°,
A = 186,02°, 9, = 73,75°, A, = 167,93° és 4, = 0,005011
gauss-cm’), amelyeket megkiséreltiink reprodukalni az
altala szintén megadott Neumayer és Petersen-féle Gauss-

koefficiensek mellett (1. tdbldzat bal oldali misodik osz-
lop fels6 része). Megoldasi algoritmusa szerint haladva,
a kovetkez6 értékeket szamitottuk ki:

A= (2/3M)*[g3 + h3] = 3,0760,
n=(2/3M)*[gysin(0/2) - hycos(o/2)]’ = 1,3373,

a=1+(4/3M) gy = 1,0953.

A z =1~ cosA viltozé harmadfokd egyenlete igy 4lli-
tando fel:

Z2—-(a+2)7-(A-2a)z+2n=0,
azaz a fenti alland6kkal
2 —3,09532* — 0,8854z + 2,6747 = 0.

Az egyetlen, 0 < z < 2 feltételt kielégité valdés megol-
désra z, = 0,9247 ad4dik. Innen A = A, — A, = 85,68, amit
o értékével osszevetve kapjuk, hogy

Ay =0,66° és A, =—85,02°(=274,98°).

Az (1.2)és (1. 3) egyenletbdl képezhetd linedris egyen-

letrendszerbdl

y=(2/3M) [gusinA, — by cosA]/sin(4, —A,) = -0,048772,

x=(2/3M) [hycosAy — gusind]/sin(A, —A,) = -1,74951,
azaz

9, =arctg(1/y) =92,79° és 9, =arctg(1/x)=150,25°.

Végiil a kvadrupdlus erdssége My = 1708 (107° gauss)-ra,
illetve momentuma 9, = M/sin9;sin9, = 0,03416 gauss-cm"-
re jon ki (1. tdbldzat bal oldali misodik oszlop).

Az 1. tdbldzat 2. és 3. oszlopaban feltiintetett eredmé-
nyekbdl lathatd, hogy az 1829 epochira itt kiszamolt ada-
tok (2. oszlop fels6 adatok és/vagy als6 adatok) teljes 6ssz-
hangban vannak az eredetileg Umow altal mintegy 60 év-
vel késGbbi epochira kapott adatokkal (3. oszlop als
adatok és/vagy felsé adatok). Ezek egymast kolcsonosen
megerésitik, tehat Umow idézett dolgozataiban az 1829
epochdra k6zolt adatok idegenek, azaz nem allhattak elé
az (1.1)-(1.5) egyenletrendszernek a fenti algoritmussal
torténd megolddsaval.

Osszevetés a jelenlegi szamitasokkal

A foldmagneses potencidlfiiggvény masodrendd tagja-
nak Gauss-koefficiensei a jelenleg altalinosan elfogadott
Schmidt-féle normalizidcié mellett, a kordbbi szerzdk és
Umow altal is hasznéltakkal a kovetkez6képpen fejezhe-
ték ki (McDonalds, Gunst 1967):

g3=—(2/3)gzo, gi=—(1/\/§)g21, hi=—(1/\/§)h21, (L6)
g§=—(1/\/§)gzz, 75:—(1/\@)/122.
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1. tablazat | Gauss-koefficiensek és a megfelel foldmagneses kvadrupolusok kiszamitott paraméterei két epochdra. Bal oldalon az
Umow-, jobb oldalon egy iteraciés méodszerrel kapott eredmények allnak. A bal oldali els6 oszlopban jelzett médon az
eredeti (vagyis a kiszamitott) és az azzal ellentétes tengelyirdnyokkal rendelkez8 kvadrupoélus szogparaméterei is fel van-

nak tiintetve. Ezek fizikailag azonos méagnesek. A pélusok sorrendje kdz6mbos

Table1 | Gauss coefficients and calculated parameters of corresponding geomagnetic quadrupoles for two epochs. Left side: results
by use of Umow’s algorithm, right side: results by use of an iterative method
(107 gauss) Epocha 1829 Epocha 1885 (nT) Epocha 1829 Epocha 1885 Megjegyzés
o 121,0 790,6 g5 -80,7 -527,1
s — 44537 -4979,8 o 2571,3 2875,1
h,, 72,0 1299,9 hl -41,6 -750,5
Zn 124,9 -566,7 & -144,2 654,4
h,, - 1263,7 ~1220,4 h? 1459,2 1455,4
M 1693 1842 ZMZ 1693 1843
,7 . A kvadrupélusok
My, 1708 1966 107'm,/a 1708 1968 L
erssége
Q) Q) ) ) ®
9,/ 150,25 28,2 87,2 82,2 A +/- poélusok
180 -9, 29,75 151,8 92,8 97,8 koordinatai
N/ 275,0 76,2 180,7 169,6
A+ 180 95,0 256,2 0,70 349,6
9,/ 92,8 82,7 150,2 151,8
180 -9, 87,2 97,3 29,8 28,2
Ao/ 0,70 169,6 275,0 256,2
A, + 180 180,7 349,6 95,0 76,2

Jelmagyardzat a szovegben, illetve a Fliggelékben

Symbols: (9,, A,), polar and azimuthal components of one of the poles; (9,, 1,), same of the other pole. For other symbols see text

and Appendix

Szamértékeik az 1829 és az 1885 epochara az 1. tdbla-
zat jobb oldali fels6 részén lathaték. A megfelel6 kvad-
rupdlusok paramétereinek kiszdmoldsdra t6bb médszer
is kinalkozik, amelyek alapjat az (F.1)-(F.2) egyenlet-
rendszer képezi (. Fiiggelék). Itt az 1. tdbldzat jobb oldali
részében az algebrailag talan legegyszer(ibb itericids
megoldassal (Marton 2020) kapott eredményeket idéz-
zitk. Kozvetleniil lathatd, hogy a kvadrupélus erésségek
szamértékei Umownal és e szamitisok alapjan azonosak.
A pdlusoknal mindkét vizsgilt epocha esetén taldlhatd
egy kozos. Igy 1829-re az 1-es index(i pélus Umow algo-
ritmusa szerint azonos a 2-es indexivel a jelenlegi sza-
mités szerint, mig 1885-re a 2-es index{ pélus Umownal
azonos az itteni 1-es indexivel, a nem emlitett p6lusok
pedig egymis tiikkorképei. Osszefoglalva, mindkét epo-
chara nézve egy-egy azonos, illetve egy-egy ellentétes
értelmi polus adodik, amely az (1.6) szerinti dtszdmitas
kovetkezménye.

(Helyettesitéssel igazolhato, hogy az egyik tengely ira-
nyanak megforditisa esetén az (1.1)-(1.5) egyenletek
jobb oldalai ellenkezd elGjeliivé valnak, mig a két tengely
irdnydnak egyideji megforditdsa nem jar elGjelvaltissal,
vagyis a ,megforditott kvadrupélus” tere nem kiilonboz-
tethet6 meg az eredeti terétdl.)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az Umow-féle kvadru-
polusok (1. tdbldzat 2. és 3. oszlop) a kovetkez8képpen
értelmezenddk. Feltéve, hogy a (9,, A,) koordinataji pont
polus, akkor a masik pélus a (180 - 9,, A, + 180) koordi-
natajd pont lesz. Ha viszont a (9,, 4,) koordinatdju pont
polus, akkor a masik pdlus a (180 - 9,, A, + 180) koordina-
tajai pont lesz. Mindkét megoldas helyes, hiszen ezek egy-
mis tiikorképei.

Frissités

Umow megoldési algoritmusdnak levezetése a foldmag-
neses kvadrupélus paramétereinek kozvetlen analitikai
uton torténé meghatirozasira matematikailag annyira
oOtletes, hogy talin érdemes megmutatni, hogy maga az
algoritmus véltozatlan formiban ma is hasznalhat6, ha
erre alkalom adédik, pl. egy égitest magneses terének ana-
lizalasakor.

Tekintsiik az (1.1)-(1.5) alapegyenleteket, és a bal ol-
dalon 4ll6 ,régi” Gauss-koefficienseket cseréljiik ki a kovet-
kezGkre:

gzo=\/§g3, g21=2g§, hy =2hi, gzz=g§, hzzzh?z',
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ahol (g3, g3, h3, g3, h3) a jelenleg hasznilatos masodrendd
harmonikus koefficiensek.

Ezekkel a médositasokkal a megoldandé egyenletek igy
alakulnak:

(2//3M)g5 = xy - (1/2)cos A, 2.1)
(4/3M)g; = ycos, + xcosh,, (2.2)
(4/3M)h} = ysinA, + xsind,, (2.3)
(4/3M)g; = cos o, (2.4)
(4/3M)h; =sino (2.5)

M a (2.4) és (2.5) egyenlet alapjan: M = (4/3)[(g3)* +
(h3)1"%ill. o= A, + A, = arctg (h3/g3).

Mlusztracioképpen tekintsitk az IGRF-12 tiblazatbol
(Thébault et al. 2015) az 1975 epochéra vonatkoz6 kovet-
kez&é masodrendl Gauss-koefficienseket:

g5=-1902(nT), g3=3010(nT), hj=-2067(nT),
g5=1632(nT), h3=-68(nT),
és oldjuk meg ezekkel a (2.1)-(2.3) egyenleteket Umow
algoritmusdnak alkalmazdsaval! Erre az epochara ui.
tobbféle fliggetlen megoldas is rendelkezésre 4ll, ame-
lyekkel eredményiinket Gsszehasonlithatjuk. A fentebb

mar kovetett titon haladva elészor a kovetkez6 allanddkat
szamitjuk ki:

M=2177,888, o=2357,62,

A= (4/3M)*[(g)* + (h3)*] = 4,997132,
n=(4/3M)*[g3sin(a/2) - hicos(a/2)]* = 1,50530,

a=1+(4/y/3M)g5 =1.01685.

Ezekkel az értékekkel a z =1 — cosA viltozé harmad-
fokd egyenlete,

Z2-(a+2)7 -(A-2a)z+2n=0
alapjan
z’ —0,9831477" — 7,03084z + 3,01058 = 0.
A0 <z <2 feltételt kielégité megoldas:
2 = 0,414309.

Innen A = A, — A, = 54,148, amit a 0 = 357,62 értékkel

osszevetve kapjuk, hogy
A, =205,88° és A, =151,74°.

A (2.2) és a (2.3) egyenletbdl képezhet§ linedris egyen-
letrendszerbdl

y = (4/3M)[g3sind, - hycosh,]/sin (2, - 4,) = -2,397039,

x = (4/3M)[h;cosd, - gssin)]/sin (A, - 4,) = 0,298712,

azaz
9, = arctg(1/y) = 157,36° és 9, = arctg(1/x) = 73,37".
Végiil a kvadrupdlus eréssége
My, = (po/47)-(m,/a*) = (v/3/4)[M/sin9;sin9,] = 2556,8 nT.

A kiszamitott adatokat a 2. tdbldzat masodik oszlopaban
talaljuk. A fejlécben az ,Umow (2021)” felirat arra utal,
hogy a szamitasok ugyan 2021-ben késziiltek, de Umow
eredeti algoritmusa szerint. A harmadik és negyedik osz-
lopban az (F.1)-(F.2) egyenletrendszernek (l. Fliggelék)
egy iterdcios algoritmussal és egy kozvetlen analitikai algo-
ritmussal torténd megoldasaval kapott eredmények 4llnak.
A hiaromféle szamitas nyilvinvaléan azonos eredményre
vezet, ami aldtdmasztja a (2.1)-(2.5) alapegyenletek he-
lyességét, mind pedig Umow algoritmusdnak hasznalhaté-
sagat (itt) a foldmagneses kvadrupélus paramétereinek ki-
szamitisira. Nem nehéz belatni, hogy a (2.1)-(2.5) alap-
egyenletek tulajdonképpen az (F.1)-(F.2) egyenletrend-
szer ,retro”-valtozatat képezik. Befejezésiil megjegyezziik,
hogy az Umow-algoritmus kevesebb szamitasi 1épésben
vezet eredményre, mint a harmadik oszlopban 1év6 adatok
kiszamitasara alkalmazott, szintén kozvetlen analitikai
modszer.

2. tablazat | A foldmagneses kvadrup6lus paraméterei az 1975 epochéra
hérom kil6nb6z6 szamités alapjan

Table2 | Results of three different calculations of the parameters of
the geomagnetic quadrupole for epoch 1975

@) Umow (2021)  Marton (2020) Willis (1982)
direkt anal. iteracids al- direkt anal.
algoritmussal ~ goritmussal algoritmussal

9, 73,37 73,38 73,38

A 151,74 151,74 151,74

9, 157,36 157,36 157,36

A 205,88 205,88 205,88

Mg (nT) 2556,80 2556,70 2556,70

Jelmagyarazat: 1.1. tabldzat
Symbols: as in Table 1

A tanulmény szerzGje
Marton Péter
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Fiiggelék

A foldmégneses potencialfiiggvény jelenleg dltalanosan
elfogadott Schmidt-féle kvazinormalt alakjinak mdsodik
tagja és a foldmagneses kvadrupdlus paraméterei kozott
fenndll6 egyenletek szerint (pl. Willis 1982), a masodrendi
Gauss-koefficiensek (g3, g3, h3, g3 h3) kifejezései az M, =
M,sind;sin9,, y = ctgd,, A =2, -1, jelolésekkel a kovet-
kezok:

g5=2M,(xy-0,5cosA), (F.1)

23 =V3M;(ycosh, +xcosh,), (F.2)

Umow N. A. (1904a): ITocTpoeHne reoMeTpudeckoro obpasa
norennuasa 'aycca, Kak IpreM M3bICKAHHs 3aKOHOB 3€MHOT'O
MarHetusMa. M36pannsle counnenus, T. X1I, 311-370.

Umow N. (1904b): Die Konstruction des geomagnetisches Bildes
des Gauss’schen Potentials, als Methode zur Erforschung der
Gesetzte des Erdmagnetismus, Terr. Magn. Atmos. Elect., 9,
105-112.

hy = V3M,(ysin), + xsin},), (F.3)
g5 =+3M,cosa, (F.4)
3=+3M;sino. (F.5)

Itt M, = (po/4m)-(m,/a") a foldmégneses kvadrupoélus
erdssége, y, a vikuum permeabilitdsa, m, a f6ldmagneses
kvadrupdlus momentuma és a a f6ldgdomb sugara. To-
vébb4, ha g3 #0és hj =0, akkor 0 = A, + A, = arctg (h3/g3)
és M, ={(1/3)[(g>)’ + (h3)*]}'* egyenletbdl az els6 hirom
elegend6 az 6tboSl haromra redukélt ismeretlen (x, y, A)
meghatarozaséra.
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