
P-SV hullámok diszperziós relációja és 
elmozdulásfüggvényei lassan változó rétegvastagságú

hullámvezetőben1
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A dolgozatban a WKB módszert alkalmazva megadjuk homogén, de változó rétegvastagságú 
szerkezetben terjedő P -SV  csatornahullámok diszperziós összefüggéseit és elmozdulásfüggvényeit. 
A diszperziós egyenlet numerikus elemzésével a rétegvastagság-változás hatását és kimu- 
tathatóságát vizsgáljuk, továbbá felhívjuk a figyelmet egy ekvivalencia jelenségre és felold­
hatóságára.

T. F an csik : Dispersions and displace functions of P-SV waves propagating in channel 
with variable thickness

Using the WKB method dispersions and displace functions are given fór P-SV  waves 
propagating in channel with variable thickness. By means o f numeric Solutions o f the derived 
dispersion equation coupling effect, phase velocity — piacé function and the detectability o f 
thickness — variations.

Bevezetés

A felületi és vezetett hullámokkal történő mérési 
eljárások szerepe a geofizikában, ill. szeizmikában 
általában alárendelt a reflexiós és refrakciós módsze­
rek mellett. Leginkább a bányageofizikai alkalma­
zások során kerültek előtérbe, az utóbbi időben pedig 
a környezetvédelmi és mérnökgeofizikai problémák 
megoldása kapcsán növekszik jelentőségük. Ez utób­
bihoz kapcsolódó mérési metodikák a bányabeli ku­
tatások során — a csatornahullámokra vonatkozóan 
— elért eredményekre támaszkodhatnak.

A csatornahullámok elméletében EVISON [1955] 
és K r e y  [1963] megalapozó vizsgálatait követően 
BUCHANAN [1978] tanulmányozta az SH hullámok 
csillapodását a konstans Q modell segítségével há­
romréteges összletben, D o b r ó k a , O r m o s  [1983] 
pedig a Poynting-Thomson-teszt alkalmazásával. 
P-SV hullámokra ÜRESEN et al. [1985] közölt disz­
perziós görbéket.

A sokréteges esetek modellezését SH hullámokra 
Ráder et al. [1985], SH és P-SV hullámokra pedig 
BUCHANAN [1987] eredményei tették lehetővé.

A  vezetett hullám ok tulajdonságainak v ég es  dif- 
ferenciás m ódszerrel történő e lem zéséb en  KERNER,

1 Beérkezett: 1997. január 30-án
2 Magyar Állami Eötvös Loránd Geofizikai Intézet,

H-1145 Budapest, Kolumbusz u. 17-23.

ÜRESEN [1985], BODOKY, BODOKY [1983], KORN, 
S t ö c k l  [1982] munkái jelentették a kezdeti lé­
péseket.

Az inhomogén közegben való hullámterjedés 
WKB módszerrel történő analitikus leírását Dob- 
RÓKA [1987] adta meg először, a homogén, de lassan 
változó telepvastagság esetében pedig szintén DOB- 
r ó k a  [1988] publikált megoldást. E két említett 
eredmény SH vagy Lőve típusú telephullámokra és 
disszipatív közegre vonatkozott.

Rayleigh típusú vagy másképpen P-SV hullámok 
inhomogén, sokréteges közegben való terjedését 
FANCSIK [1995] írta le ugyancsak a WKB approxi­
mációt alkalmazva.

Jelen dolgozatban — e vizsgálatsort teljessé téve 
— homogén, de lassan változó telepvastagságú össz- 
let feltételezése mellett továbbra is a WKB módszer 
segítségével határozzuk meg a P-SV hullámok disz­
perziós relációját és elmozdulásfüggvényeit.

Analitikus összefüggések

A hullámvezető modellje az 1. ábrán látható. 
Jelölések:

Xn, fin: Lamé-állandók az n-ik rétegben, 
p„: az rt-ik réteg sűrűsége, 
h(x): az (x,y) sík és az «-ik réteg aljának 
távolsága az x  koordináta függvényében.
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(P  = u[z,h(x))v(x) (3)

X, . m, . p,. h, (x)

1. ábra. A rétegsor geometriája 
Fig. 1. Geometry of layers

A (3) egyenlet (2a)-ba történő helyettesítése, a 
kijelölt műveletek elvégzése, továbbá a d2h /dx2 -tel 
és a (dh/dx) -tel arányos tagok elhanyagolása után 
(2a) az u-ra és v-re nézve szeparálhatóvá válik — 
amennyiben teljesül a következő feltétel:

2 dw dv dh // d2v
u áh dx dx \\ d.x2

(4)

Ezt az egyenlőtlenséget a rétegvastagság-válto­
zások mértékére kiróható feltételként fogadhatjuk el. 
(4) érvényessége esetén a szeparált egyenletrend­
szer:

j ^  + (k2 - k 2(x))u = 0

d 2v
d x2

+k 2(x) = 0

A közeget homogén, izotróp Hook-testekből fel­
épülőnek tételezzük fel, a probléma megoldása során 
ezért a mozgásegyenletből indulhatunk ki (az in- 
dexezéseket az áttekinthetőség kedvéért elhagyjuk):

pA? + (X + 2p)grad div s ( 1)

ahol k(x) az x-től gyengén függő szeparációs 
paraméter, ami nem más, mint a vezetett hullám 
hullámszáma. Az ilyen típusú egyenletek WKB meg­
oldása [D o b r ó k a  1995, F a n c s ik  1995]:

<P
1

J~k
Ae + Beifin?*

<•}*($) d<;
(5)

A hullámterjedés az (x,z) síkban történik, tehát az 
elmozdulásvektomak csak két, egy x irányú ux és egy 
z irányú uz komponense van. Ismeretes, hogy (1)

megoldását a (p és vj/ = (0,\g,0) elmozduláspoten­
ciálok segítségével kereshetjük meg a legegyszerűb­
ben [Ád á m  1987], Ekkor e'“' időfüggés esetén a

ahol felhasználtuk (3) összefüggést. A (2a) és (2b) 
egyenletek analógiájából következik, hogy ip-t 
ugyanezen lépések alkalmazásával kapjuk meg. A 
számításokat nem részletezve az eredmény:

V /
(6)

A(p + £ 2cp = 0 (2a)

Aip + fcpVj/ = 0 (2b)

Helmholtz-egyenleteket kell megoldanunk, ahol 
ka =®/a és kp = co /  p . Tekintsük először a (2a) 
összefüggést. Mivel a réteghatár az x  koordinátától 
függően lassan változik, cp(x, z) a függvény amp­
litúdóért felelős része a z koordinátán kívül a ré­
tegvastagságtól is — bár gyengén — kell, hogy 
függjön, amit úgy érhetünk el, hogy cp-t az alábbi 
szorzat alakjában vesszük fel [Dobróka 1988a]:

A szeparációs feltétel ekkor

2 dw dv dh // d 2v
u dh dx dx \\

d x2
(7).

Az u és v a (3)-mal analóg felbontásnak meg­
felelő függvények. A potenciálokról az ux x irányú 
és uz z irányú elmozdulásfüggvényekre áttérve az 
eredmény: \

1 , , 
ux = —=={ikAe pz + qCe qz + ikBep' -  qDeq' 0

u. = -j= (-pAe pz +ikCe qz + pBep: -  ikDeq:
i]*R)d5

és
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p = J k 2 - k 2 , q = ^ k 2- k l  .

A diszperziós relációt csatornahullámok esetén 
úgy kapjuk, hogy a réteghatárok mentén az alábbi 
feltételek teljesülését követeljük meg:

— a normálirányú feszültségek folytonosak, 
mely esetünkben a z irányú deriválttal 
közelíthető [D o b r ó k a  1995];

— az elmozduláskomponensek folytonosak;
— az amplitúdók z -» ± ° o  esetben is végesek ma­

radnak.
Ha e feltételi egyenleteket például az «-ik rétegre 

felírjuk, egy homogén lineáris egyenletrendszert 
kapunk, m elyet az alábbi m átrixegyenletté 
alakíthatunk [BUCHANAN 1987, FANCSK 1995]:

A„+1 (K )Qn+A +, = A„ (hn )Qnbn (8)

ahol

bn =(An C n Bn Dn)T

ik ik

- P n ik pn ik
-ikp„\í„ -P„(^2+0Í)

i f e ' - k X —2.ik.\xnqn p £ n - k  Xn - 2 ,

A„{h„) = diag(<f e~qX(x] epMx) eqMx))

és ^ „= 7 .„+ 2p„ .

Minden egyes n réteghatárra felírva a (8) egyen­
letet, egy rekurziós kifejezés adható meg az alsó és 
a felső féltér integrációs állandói között, amely a 
mátrixműveletek elvégzése után a következő alakot 
Ölti [BUCHANAN 1987]:

A kapott összefüggésekből kiolvasható, hogy a 
homogén, de lassan változó rétegvastagságú összlet- 
ben terjedő P-SV hullámok diszperziós relációja a 
különböző x  távolságokhoz tartozó lokálisan ho­
mogén szerkezeteknek megfelelő diszperziós 
relációk sorozatával közelíthető.

A következő pontban ennek egy alkalmazási le­
hetőségét vizsgáljuk meg.

Numerikus eredmények

A rétegvastagság-változás és a diszperziós reláció 
kapcsolatát egy egyszerű, háromréteges, szim­
metrikus összleten végzett vizsgálat alapján mutatjuk 
be, mely összlet paraméterei megegyeznek FANCSK 
[1995] publikációjában közölt modellparaméterek- 
kel. Ennek az az oka, hogy lehetőségünk nyílik 
ezáltal a sebesség-inhomogenitások és a rétegvastag­
ság-változás okozta effektusok összehasonlítására, 
ami a gyakorlati mérések szempontjából érdekes 
tanulságokkal szolgálhat. A modellparamétereket és 
a vastagságfüggvényt az 1. táblázat tartalmazza.

a  (m/s) P (m/s) p (kg/m3) Ho (m)

3000 1200 2100
2000 700 1400 3
3000 1200 2100 _

( t
- —  1vastagságfúggvény: H (x )  = H a 0,7 + 0,3e l-l(,//'7

V /

1. táblázat. A háromréteges modell paraméterei és a 
rétegvastagság-változást leíró függvény, ahol a  a 

longitudinális, P a transzverzális testhullámsebesség, p a 
sűrűség, Ho az x = 0 helyen vett rétegvastagság

Table 1. Parameters of three-layered model and function of 
inhomogenity, where a , P is a longitudinal and shear 
velocity, p is a density, Ho is a thickness at x = 0

' 0 ^
0

Br

\ D n J

(M u m£
W
Q
o

, o ,

ahol Mi} -k (2x2)-es almátrixokat jelentenek. Eb­
ből következően a diszperziós reláció:

det =  0 (9).

A 2. ábrán az x = 0  m távolságban számított fázis- 
és csoportsebesség görbe van feltüntetve. Az offset- 
hatás tanulmányozása céljából ábrázoljuk az x koor­
dináta és a fázissebesség kapcsolatát egy-egy konkrét 
frekvencián (3. ábra). Az ábráról leolvasható, hogy 
az Airy-fázis körüli (250 Hz) frekvenciatartomány­
ban a fázissebesség változás mértéke meghaladja a 
vastagságváltozás mértékét. Ez a jelenség a test­
hullámsebesség helyfüggése esetén is fennáll [Fa n - 
CSIK 1995], tehát megállapíthatjuk: a lassan elvéko-
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2. ábra. Fázis és csoportsebesség az x  = 0 pontban 
Fig. 2. Phase and group velocity at x  = 0

3. ábra. Fázissebesség a hely függvényében rögzített 
frekvenciák esetén

Fig. 3. Phase velocity in function of x  coordinate at the fixed 
freqvencies

nyodó telep, ill. a lassan növekvő transzverzális 
testhullámsebesség az Airy-frekvencia közelében 
módosítja legnagyobb mértékben a fázissebességet, 
és e módosulás a hely és frekvencia függvényében 
szinte ugyanolyan irányú és nagyságú mindkét eset­
ben. A problémát most már csak az jelenti, hogy a 
két hatást egymástól ebben a frekvenciaintervallum­
ban nem lehet egymástól elkülöníteni. Pontosan fo­
galmazva: ekvivalencia jelenséggel állunk szemben,

ami SH hullámok esetén is létezik — erre először 
D obróka  [1988b] hívta fel a figyelm et.

Az idézett dolgozatban bevezetett vastagságér­
zékenység függvényt jelen problémánkra is definiál­
hatjuk:

d ln c (//)
<Pc“  d i n H

ahol c a fázissebesség, H  a rétegvastagság. 
cpf-t különböző frekvenciákra meghatározva és áb­
rázolva előállíthatjuk a fázissebesség-érzékenység 
görbét, melyet — a példamodellünkre alkalmazva — 
a 4. ábra tartalmaz. A görbe alacsony frekvenciáknál 
nullától indul és az Airy-fázis környezetében éri el a 
maximumát. Ez nyilvánvaló, hiszen a kis frekven­
ciák nagy hullámhosszakat jelentenek, olyan na­
gyokat, amelyekhez képest a véges csatornavastag­
ság elhanyagolható hatású. A frekvencia növeked- 
tével csökkenő hullámhossz az Airy-fázis közelében 
esik a rétegvastagság nagyságrendjébe, ezt jelenti a 
maximum („rezonancia”). Az egyre csökkenő hul­
lámhosszú hullámok a csatornát már mint „egyre 
inkább végtelen teret érzékelik” , vagyis a vastag­
ságváltozás hatása megint egyre kevésbé jelentős, 
ezért tart a görbe /-» °° esetén nullához. Ezen ered­
ményeket a fázissebesség-érzékenység görbékkel 
[FANCSIK 1995] összevetve világossá válik az ekvi­
valencia és annak feloldhatósága. A két görbe telje­
sen hasonló lefutású az Airy-fázishoz közeli frekven­
ciákig (növekedés, maximum), azonban az ettől na­
gyobb frekvenciák irányában a fázissebesség-érzé­
kenység 1-hez, míg a vastagságérzékenység 0-hoz

4. ábra. A fázissebesség vastagság-érzékenysége 
Fig. 4. Sensitivity of phase velocity to layer thickness
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tart. Vagyis túl az Airy-frekvencián elsősorban a 
sebesség-inhomogenitások jelentkeznek nagy 
súllyal, tehát lehetőségünk van — legalábbis el­
méletileg — leválasztani ezt a hatást, s ennek is­
meretében a réteghatár változásaira visszakövetkez­
tetni.

Összefoglalás

Láttuk, hogy homogén, de változó vastagságú 
közegben haladó P-SV hullámok diszperziós össze­
függését a különböző x távolságokhoz tartozó lokáli­
san homogén szerkezetek diszperziós egyenleteivel 
közelíthetjük, amennyiben teljesülnek a (4) és (7) 
szeparációs feltételek. Modellszámítás alapján meg­
vizsgáltuk a csatornavastagság változásának hatását 
a diszperziós egyenletre, s azt találtuk, hogy a 
fázissebességet az Airy-frekvencia közelében pertur- 
bálja a legnagyobb mértékben. Modellszámítása­
inkat egy másik dolgozat transzverzális testhullám- 
sebesség inhomogenitásokra vonatkozó eredménye­
ivel összevetve egy ekvivalencia jelenséget ismerhet­
tünk fel. Az érzékenységgörbe vizsgálatok azonban 
lehetőséget teremtettek az ekvivalencia feloldására.

A bevezetőben már említettük, hogy a csatorna­
hullámok elméletében elért eredmények minden to­
vábbi nélkül általánosíthatók felületi hullámok ese­
tére, tehát az itt leírtak lényegében a környezet- 
védelmi és mérnökgeofizikai gyakorlatban előfor­
duló hasonlójellegű problémákra is érvényesek ma­
radnak.
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