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A geofizikai mérési adatok feldolgozasara az utobbi években eldtérbe keriiltek a bonyolultabb szerkezetek esetére alkalma-
zott két- és haromdimenzios inverziok. Az egydimenzids inverziok mar megoldott feladatnak szamitanak. Ennek ellenére az
inverzios algoritmusok tanulmanyozasa soran érdemes az egydimenzios esettel is foglalkozni, hiszen ebben az esetben az
inverzi6 bizonyos tulajdonsagait szemléletesebben be lehet mutatni. Ebben a cikkben a Jacobi-matrix szingularis értékek
szerinti felbontasan alapuld linearizalt inverzio legfontosabb jellemzdivel foglalkozunk. Az inverzi6 altal szolgaltatott mo-
dellparaméterek megbizhatosagara vonatkozodlag a paraméterek szorasa, korrelacios és felbontoképesség-matrixa, valamint
a sajatértékek nagysaga nyujt hasznos informaciot. A levont kovetkeztetések érvényesek a tobbdimenzids esetekre is, de
nem mindegyik mindéségjellemzé esetén 1étezik szemléletes megjelenités.

Pracser, E., Prodan, T. H.: Characteristics of the quality of the linearized inversion

Regarding the geophysical data processing and interpretation for complicated structures the 2- and 3-dimensional inversions
come to the fore in the last years. The one-dimensional inversions are already considered as a solved task. However, the
one-dimensional inversion is worth studying in inversion algorithms, because in this case the particular properties of the
inversion can be presented more expressive. This paper deals with the most important properties of the linearized inversion
based on the singular-value decomposition of the Jacobian. Concerning the reliability of model parameters obtained by the
inversion, useful information are provided by standard deviation of the parameters, by the matrix of correlation and resolu-
tion, and the magnitude of the eigenvalues. Conclusions drawn from one-dimensional inversion are valid also for multi-

dimensional cases, but there is no expressive graphical demonstration for all quality characteristics.

Beérkezett: 2014. julius 4.; elfogadva: 2014. oktdber 5.

Bevezetés

Célunk a geoelektromos modell paramétereinek a mérési
adatokbol inverzidval torténd meghatarozasa. A geofizikai
inverzié matematikai alapjai mar évtizedek 6ta rendelke-
zésre allnak, az inverzidk széles korii alkalmazasa a szami-
tastechnikai lehetéségek fejlodésével parhuzamosan ala-
kult. Kezdetben elsésorban egydimenziés modellekre ter-
jedt ki az inverzié linearizalt valtozatanak hasznalata, és
erre foleg a Marquardt-inverziot alkalmaztak (Marquardt
1963), amely a mért és az illesztett adatok kozotti eltérést
minimalizalta a legkisebb négyzetek modszerével. A Mar-
quardt-eljarasnak a Iényege, hogy a tisztan matematikailag
levezethetd legkisebb négyzetes minimalizalast egy csilla-
pito tényezbvel javitotta, azaz stabilizalta. Az inverziot el-
sOsorban azokra a mérésekre alkalmaztak, amelyekre az
eléremodellezés kevesebb szamitasigénnyel jart. Ilyenek a
magnetotellurikus (Jupp, Vozoff 1972) és az egyenaramu
(Koefoed 1979) mérések. Jupp és Vozoff (1972) mar a Ja-
cobi-matrix szingularis értékek szerinti felbontasat alkal-

mazta. A linearizalt inverzid egy iteracios 1épésének a meg-
oldasara elterjedt még a konjugalt gradiens modszer is
(Tarantola 1987, Rodi, Mackie 2001). Az eléremodellezés
Jacobi-matrixabol szamithatdak a kapott modellparaméte-
rek kovariancia- és korrelacids matrixai, ezeket mar korab-
ban is alkalmaztak. Ezek a statisztikai jellemzok a globalis
optimalizald eljarasok (pl. simulated annealing) esetén is
szamithatok (Sharma et al. 2005). Ebben az esetben ugyan-
is rendkiviil nagy szamu paraméter all rendelkezésre. A
nagyszamu paraméterbdl statisztikailag szamitott matrixok
és a linearizalt inverzié Jacobi-matrixabol szamitott matri-
xok — ha nem is esnek teljesen egybe — jellege hasonld.
A linearizalt inverzié esetében gyakran alkalmazott korre-
lacioés matrix szamitasanak (Menke 1984, Salat et al. 1982)
vannak bizonyos torzuldsai, amire ramutatunk, és erre
megoldast is javaslunk. Tovabba foglalkozunk a geofizikai
alkalmazasban még kevésbé elterjedt felbontoképesség-
matrix szamitasaval és a sajatértékek elemzésével is, ame-
lyek a Jacobi-matrix szingularis értékek szerinti felbonta-
sanak (SVD) alkalmazasakor tehetéek meg.
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A linearizalt inverzié a Jacobi-matrix
szingularis értékek szerinti felbontasaval

Az inverzi6 feladata a modellparaméterek meghatarozasa a
mérési adatok alapjan. Sajnos olyan direkt algoritmus nem
1étezik, amelyik a mérési adatok alapjan kozvetleniil hata-
rozna meg a modellparamétereket. Ezért az inverziok — va-
lamilyen modellt feltételezve — altalaban az eléremodellezé-
sen alapulnak. Valamilyen kezdeti modellbdl kiindulva az
inverzids algoritmusok az eldremodellezés tobbszori elvég-
zésével gy valtoztatjdk a modellparamétereket, hogy a
hozzajuk tartozo elméleti adatok kozel legyenek a mérési
adatokhoz. Jelole f ezt az eléremodellezést!

f(m) = d.

Az m vektor tartalmazza a modellparamétereket, a d a sza-
mitott adatokat! Egy mérési adat lehet mért fesziiltség, lat-
szolagos fajlagos ellenallas vagy egyéb geofizikai mérési
adat, ennek az inverzidé szempontjabol nincs nagy jelentd-
sége. A modellparaméterek esetiinkben a rétegek fajlagos
ellenallasai és vastagsagai, melyeket a j-edik rétegben p;-vel,
illetve d;-vel jeldlink. A d adatvektor dimenzidja n, az m
modellparaméter-vektoré m. Feltételezziik, hogy n > m.
A cél az L, norma minimalizalasa:

|f(m) — dg|| = min.

A d, vektor tartalmazza a mérési adatokat. Az eléremodelle-
z¢s Taylor-sorfejtésének elsé két tagja

f(m +Am) = f(m) + JAm. (1)

A T érzékenységmatrix vagy Jacobi-matrix az f eléremo-
dellezés ismeretében szamithatd, a szamitott mérési adatok
modellparaméterek szerinti parcialis derivaltjait tartalmaz-
za. Az (1) képlet az iteracion alapuld linearizalt inverzio
alapja. Feltételezi, hogy van egy kozelit6 m modellparamé-
ter-vektorunk, és a célunk ennek a modositasa egy Am vek-
torral annak érdekében, hogy az ij modellhez tartozo f(m +
Am) elméleti adat a lehetd legkozelebb legyen a mérési ada-
tokhoz. A 7 érzékenységmatrix szingularis értékek szerinti
felbontasa (SVD) (Jackson, 1972)

T=UAV", (@)

ahol az U/ matrix a sajatvektorokat tartamazza az adattérben,
a V matrix a paramétertérbeli sajatvektorokat tartalmazza.
A A a sajatértékeket tartalmazo atlos matrix, az SVD-t sza-
mitéd algoritmus monoton csdkkend sorrendbe rendezi a 1
sajatértékeket. T jel6li a matrix transzponaltjat. Az U és V
matrixok k-adik oszlopait jeloljik wg-val illetve vy-val!
Ekkor érvényesek a

T
T =g Vi

Vil v =0,

TIvi= i uy,
llkT ll]:0,
hak#1, 1<k, [<min(m, n)

azonossagok. Ezeket és az (1), (2) képletet felhasznalva
megkapjuk a Am-et meghatarozo képletet:

YVIAm = VA UTAG.

Az ismert Ad vektor a mérési adatok és az aktualis kozelitd
modellhez tartozo elméleti adatok kiilonbségét tartalmazza.
A VA U matrixot altalanositott inverznek vagy Lanczos-
inverznek is nevezik. Fel kell hivni a figyelmet a Am el6tt
all6 V' VT matrixra. Ezt R-rel jeloljiik, felbontoképesség-
matrixnak nevezziik, és kedvezd esetben ez megegyezik az
egységmatrixszal. Ellenkezd esetben az egyes modellpara-
méterek nem hatarozhatok meg kiilon-kiilon, hanem csak a
linearis kombinacidik. Konnyen levezethetd, hogy ha a
klasszikus legkisebb négyzetek mddszerén alapuldé minima-
lizalasi eljaras 1étezik, akkor az ekvivalens a (3) képlettel. A
Marquardt-féle csillapitast itt ugy érjiik el, hogy a (3) kép-
letben a A~! 4tlos matrixban az 1/A; j-edik elem helyett an-
nak a médositott valtozatat alkalmazzuk,

MO + ), Q)

ahol a a csillapitd tényezo.

Az m modellparaméter-vektor kovarianciamatrixa ki-
szamithat6 a 7 Jacobi-matrixbdl, vagy az SVD felbontasa-
nak a V) matrixabol:

covim)=c2(JTT) ' =62 VA2VT, 5)

feltételezve, hogy az egyes adatokat terheld hibak fiiggetle-
nek. Ittc a

(d; — fi(m)),

eltérés-szamsorozat tagjainak a szorasa. Masképpen meg-
fogalmazva a Ad = dy — f(m) vektor kovarianciamatrixa
627, ahol Z az egységmatrix. A (3) képlettel bevezetett
felbontoképesség-matrix szamitasa is a ) paramétertérbeli
sajatvektorokat tartalmazo matrix alapjan torténik,

R =VVL (6)

Az (5) és a (6) képlet kozott az a legfontosabb kiilonbség,
hogy szemben a kovarianciamatrix szamitasaval a felbonto-
képesség-matrix szamitasakor a sajatértékeket nem vessziik
figyelembe. A cov(m) kovarianciamatrix (5) atléja a mo-
dellparaméterek szorasnégyzeteit tartalmazza.

Felvethet6 az a kérdés is, hogy ismert cov(m) esetén mit
mondhatunk az adatok kovarianciamatrixarol. Tekintettel
arra, hogy az inverzid egy iteracios 1épése az altalaban nem
invertalhatd Jacobi-matrix altalanositott inverzén alapul,
nem varhato el, hogy az (5) szerinti cov(m)-bdl kiindulva
pontosan visszakapjuk a 627 matrixot. Figyelembe véve,
hogy Ad = JAm, és alkalmazva az SVD komponenseire
vonatkozo tulajdonsagokat, valojaban azt kapjuk, hogy

cov(Ad) =2 UU™.

i=1,2,..,n

o2 utdn ebben a képletben az egységmatrix helyett az infor-
macidsiriiség-matrix (Jackson 1972) all, amely csak az ide-
alis esetben (m = n, invertalhato Jacobi-matrix) egyezik meg
az egységmatrixszal. Az UU" matrix szintén hasznos jel-
lemzgdje lehet a modellnek és a mérésnek, de ennek az elem-
zése most nem célunk. Annyi mindenesetre kijelentheto,
hogy ha a linearizalt inverzid alapjan probalunk a paramé-
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tertérbeli (cov(m)) és az adattérbeli (cov(Ad)) kovarian-
ciamatrixok kozott kapesolatot megallapitani, ez a kapcso-
lat nem lesz kélcsondsen egyértelmd.

Az egyes paraméterek szorasait jeldljikk D-vel! Ez a sz6-
ras a paraméterek megbizhatdsaganak egy fontos jellemzdje
(Tarantola 1987). Az m vektor korrelaciés matrixa a kova-
rianciamatrixbdl szamithatd, az i, j index{i matrixelem,

D(m,) = \/var(m,) = \Jcov(m),

_ cov(m), )
corr(m), , \/Cov(m),.v,. cov(m), ; .

A kovarianciamatrixot és a korrelacios matrixot mar tobben
is alkalmaztak az inverzid mindségének a jellemzésére
(Menke 1984, Dobroka et al. 1991, Gyulai, Ormos 1997).
A kovarianciamatrix szamitasara az (5) képlet 7-t tartalma-
76 kifejezését alkalmaztak, ami azzal ekvivalens, amikor az
SVD-n alapulé kovarianciamatrix szamitasara valamennyi
sajatvektort felhasznaljuk az (5) képletben. Jackson (1972)
viszont azt allitja, hogy ha figyelembe vessziik a nagyon kis
sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat is, az irrealisan nagy
szorasokat eredményezhet. Fontos megjegyezni, hogy az
(5) képlet arra az esetre vonatkozik, amikor az iteracios el-
ven miikddd inverziot csillapitd tényezo nélkiil alkalmaz-
zuk. Ezért a kovarianciamatrix, illetve a korrelacidés matrix
szamitasanak megbizhatosagaval kapcsolatban kételyek
meriilhetnek fel, hiszen a csillapito tényez6 nélkiili inverzio
is adhat irrealis modellt. Egyes paraméterparok kozott a
korrelacios matrixban megjelenhetnek indokolatlanul ma-
gas korrelaciok. Ezt szintetikus adatokon végzett inverzios
példakon mutatjuk meg.

Ha csak az egyes mj modellparaméterek szorasat (szoras-
négyzetét) kivanjuk meghatarozni, nem sziikséges a teljes
kovarianciamatrix kiszamitasa, elegendo egy kisebb szami-
tasigényu képlet alkalmazasa,

L vk,i ’
var(m, ) = z EE
i=l1 i

ahol vy ; a paramétertérbeli v, sajatvektor i-edik komponen-
se, p a nullatol kiilonbozé sajatértékek szama. Abban az
esetben, ha a mérési adatok szama lényegesen meghaladja a
modellparaméterek szamat (n >> m), akkor altalaban p = m.
Ha valamelyik A; sajatérték nagyon kis értékii, akkor
var (my) valdszinitleniil nagy értéket vehet fel, esetleg a
becsiilt paraméter tobbszorose is lehet, ami a gyakorlatban
nyilvanvaloan hasznalhatatlan. Jackson (1972) azt javasol-
ja, hogy csak annyi (g < m) sajatértéket érdemes figyelembe
venni, hogy a szorasnégyzet még ne haladjon meg egy #
kiiszobértéket:

var(m, ) = i(;’:—'} <t,. (®)

i

t, tényleges értéke fligghet az inverziés modell tulajdonsa-
gaitol, ezért érdemes Ggy megvalasztani, hogy a szoras sem-
miképpen ne legyen nagyobb, mint a paraméter abszolut

értéke. A (8) képletben mindegyik k paramétersorszamhoz
hozzarendel egy g értéket, és meghatarozhatd a modellre
vonatkozo legkisebb g érték:
Gin = 13k Do

Az (5) kovarianciamatrix szamitasat kétféleképpen modo-
sithatjuk. Az egyik megoldas szerint a (8) képletnek megfe-
leléen elhagyjuk a legkisebb sajatértékekhez tartozo sajat-
vektorokat, azaz az (5) képletben csak ¢ i, sajatvektort ve-
sziink figyelembe, vagy alkalmazzuk a (4) csillapitast
ugyanugy, mint az inverzio egy iteracios 1épésénél. A szin-
tetikus adatokon végzett tesztek alapjan a csillapito ténye-
z6s modositas a célszerlibb.

Azokat a kis sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat,
amelyeket Jackson (1972) szerint a (4) feltétel alapjan a
szOrasnégyzet szamitasakor nem kell figyelembe venni,
érdemes elhagyni az R = V VT felbontoképesség-matrix
szamitasakor is. Ez azt jelenti, hogy a V matrix m helyett
csak ¢ min (¢ min< m) vy sajatvektort tartalmaz. Az m sajat-
vektorral szamitott felbontoképesség-matrix altalaban az
egységmatrix, amely nem tartalmaz informaciét a modell-
paraméterek kozotti 6sszefiiggésekre vonatkozolag, hanem
mindossze azt jelenti, hogy ha p = m, pontos szintetikus
adatok esetében valamennyi modellparaméter meghataroz-
hato.

A sajatértékek nagysagrendjének az elemzése is fontos
informaciot nyujthat az inverzio stabilitasara. A legfonto-
sabb a legnagyobb és a legkisebb sajatérték hanyadosa,
amely jol jellemzi a paraméterek meghatarozhatosagat. Ha-
rom esetet kiilonboztethetiink meg:

a) p<m,

b) p=m, ¢s }\1nax/7"min >> la

c) p=m, &S a Ayay/ Apin arany nem tal nagy.

Az a) eset azt jelenti, hogy eleve kizart, hogy az inverzioval
valamennyi modellparamétert meg tudjuk hatarozni. Ekkor
az R felbontoképesség-matrix biztosan kiilonbozik az egy-
ségmatrixtol. Ez az eset az egydimenzios inverzi6 alkalma-
zéasakor, egy jol megtervezett mérés soran nem tal gyakori.
Két-, illetve haromdimenzidés inverzidok esetén viszont
gyakran el6fordul. A b) eset azt jelenti, hogy elméletileg va-
lamennyi modellparaméter meghatarozhato lenne, de a gya-
korlatban ebben az esetben érvényesiil az ekvivalencia, azaz
bizonyos modellparaméterek meghatarozasa bizonytalan,
csak a kozottiik levo kapcesolat kaphatd meg. A ¢) eset a leg-
kedvezdbb, ekkor a paraméterek meghatarozhatok, csak a
mérési adatokat terheld hibak miatt jelentkezhet némi pon-
tatlansag a modellparaméterekben. Sajnos — kiilondsen a
két- és haromdimenzids inverzioknal — ez az eset a gyakor-
latban ritkan fordul elé. A legnagyobb és a legkisebb sajat-
érték aranyara vonatkozdlag az egydimenzids inverziok
esetében azt tapasztaltuk, hogy ha a

)‘1nax/7‘min < 104

feltétel teljesiil, az még lehetévé teszi a paraméterek el-
fogadhato pontossaggal valo meghatarozhatdsagat. A kép-
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letben szerepld felsé korlat természetesen nem egy egzakt
modon meghatarozott érték, a modellparaméterektdl és
azok szamatol is valtozhat az értéke.

A szintetikus adatokkal végzett kisérleteink soran zaj-
mentes és zajjal terhelt adatokkal is végziink inverzidkat.
A zajmentes adatokkal valo invertalast az indokolja, hogy
az SVD alapjan szarmaztatott jellemzok elsdsorban a kapott
inverzios modellt jellemzik az alkalmazott mérési elrende-
zésre. Lényegében mindegyik mennyiséget a Jacobi-matrix-
bol vezetjiik le. A felbontoképesség-matrix és a sajatértékek
kizarolag csak a modelltdl fiiggenek, értékiiket kdzvetleniil
nem befolyasoljak a mérési adatok, illetve azok hibai. A
kovarianciamatrix szamitasakor is csak egy egyszeri felté-
telezéssel éliink az adatokat terheld hibakra vonatkozolag.
A mérési adatok és azok hibai természetesen befolyasoljak
az iteraciok sorozatat, és zajjal terhelt adatok esetén a mo-
dell kiilonbozhet a szintetikus adatok generalasara hasznalt
modelltél. Ha pontosan egy meghatarozott modellre vonat-
kozo jellemzoket akarunk meghatarozni, akkor a zajjal nem
terhelt szintetikus adatokkal elvégzett inverzi6 elemzésének
is értelme van.

Elso6 példa

Az els6 példan szintetikus adatokon mutatjuk be az inverzio
eredményét és annak paramétereit. Tranziens elektromag-
neses méréseket szimulalunk, az elektromagneses teret a
kor alaku adoban folyd egyenaram kikapcsolasaval ger-
jesztjiik, az add kozéppontjaban mérjiikk a magneses térerds-
ség fiiggbleges komponensének az id6 szerinti derivaltjat.
Ezekbdl az értékekbdl latszolagos fajlagosellenallas-érté-
kek szamithatok és ezeket abrazoljuk. A tranziens elektro-

magneses mérések részletes ismertetése Kaufman és Keller
konyvében olvashato (1983).

1. tablazat | Az 1. modell paraméterei szintetikus adatok szamitasahoz
(2., 4. oszlop), az inverzidval kapott paraméterek szorasai
(3., 5. oszlop)
Réteg p[Qm] D)  d[m] D(d)
1. 150,0 0,0048 150,0 0,0135
2. 20,0 0,0771 50,0 0,0871
3. 2000,0 0,0133 o0

A modellparamétereket az /. tablazat 2. és 4. oszlopa tar-
talmazza. Tekintettel arra, hogy a 2. réteg egy viszonylag
vékony jol vezetd réteg, az ekvivlencia miatt nem varhato
el, hogy a paraméterei kiilon-kiilon is j61 meghatarozhatoak
legyenek. Ennek ellenére az inverzié — szintetikus és zaj-
mentes adatokrol 1évén sz6 — nagy pontossaggal adja vissza
a szintetikus adatrendszer szamitasahoz felhasznalt modell-
paramétercket, nincs is sziikség kiilon tablazatban vald
megjelenitésre. Az [. tablazat 3. és 5. oszlopa az inverzioval
kapott paraméterek szorasat tartalmazza. A kovariancia-
matrix, illetve a szorasértékek szamitasakor azt feltételez-
tiik, hogy a mérési adatokat 5% hiba terheli. A masodik ré-
teg paramétereinek a szorasa jelentdsen meghaladja a tobbi
3 modellparaméter szorasat. A szimulalt mérési adatok és az
illesztett fajlagos ellenallasgorbe teljesen egybeesik (1. db-
ra). Ebben az esetben a (8) feltétel szerint a felbontoképes-
ség és a korrelaciés matrix szamitasakor valamennyi v, sa-
jatvektor figyelembe veendd. Ennek megfeleléen a felbon-
toképesség-matrix itt az egységmatrix, azaz valamennyi
modellparaméter meghatarozhat6. A sajatértékek:

108 |.

102 k.

mert _
szamitott |

1.
10-4 10-4

: — 18
10-2 10-1

id6 [sec]

1. dbra | Tranziens latszolagos fajlagos ellenallas. Az inverzidval kapott latszolagos fajlagos ellenallas gor-
be illeszkedése az 1. példa szintetikus adataira

Figure 1

The fit of apparent resistivity curve obtained from the inversion of synthetic data of example 1
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A =46,681, A =21575, As3=12,516,
A= 4353, As=0,426.

A legkisebb sajatérték viszonylag kis értékdl, és jelez egy kis
bizonytalansagot a paraméterck meghatarozhatdsagara vo-
natkozolag. Az inverzid stabilitasanak egy masik fontos mé-
r6szama a legnagyobb és a legkisebb sajatérték hanyadosa,
itt Ay /A5 =109,57.

A modellparaméterek korrelacios matrixa, figyelembe
véve valamennyi sajatvektort

00 0,70 0,28 -0,77 0,71 \p,
0,70 1,00 0,51 -0,97 1,00 |p,
0,28 0,51 1,00 -0,44 0,53 |p,. (9)
—-0,77 0,97 —0,44 1,00 —-0,97 |d,
0,71 100 0,53 -0,97 1,00 )d,

corr(m) =

A matrixbdl kilovashato, hogy a p, és a d rétegparaméterek
kozott nagyon szoros a kapcsolat, ami azt jelenti, hogy a
masodik réteg paraméterei kiilon-kiilon nem hatarozhatok
meg, csak a vizszintes iranyu Osszegzett vezetoképesség.
A korrelacios matrix alapjan levont kovetkeztetés nincs tel-
jesen Osszhangban az R felbontoképesség-matrixszal, mi-
vel ennél a példanal R az egységmatrix, amibdl arra kdvet-
keztethetiink, hogy valamennyi rétegparaméter jo1 meghata-
rozhatd. Ez a j6 meghatarozhatosag természetesen zajmen-
tes adatokra vonatkozik.

Masodik példa

Az Gsszegzett vizszintes iranyu vezetOképesség megtartasa-
val vékonyitsuk el a masodik, a kdrnyezetéhez képest jol

vezet6 réteget! A réteg vastagsaga és fajlagos ellenalldsa a
tizedrésze lett az els6 modell megfelel6 paramétereinek. A
modellparamétereket a 2. tabldzat tartalmazza.

2. tablazat | A 2. modell paraméterei szintetikus adatok szamitasdhoz
(2., 4. oszlop), az inverzidval kapott paraméterek szorasai
(3., 5. oszlop)
Réteg  p[Qm]  D(p) d [m] D(d)
1. 150,0 0,0043 150,0 0,0139
2. 2,0 0,9529 5,0 0,9665
3. 2000,0 0,0147 )

A szintetikus, zajjal nem terhelt adatokon elvégzett inver-
zi6 természetesen most is tokéletes (2. abra), a latszolagos
fajlagos ellenallas grafikonja alig tér el az els6 modellétol
(1. abra). Az SVD sajatértékei

A =49270, Ay =25,742, As3= 13,037,
Ay =4,527, As=0,037.

A legnagyobb és a legkisebb sajatértékek hanyadosa most
A1/hs = 1333,3, ami mar onmagaban jelzi, hogy ennck a
modellnek gyengébben hatarozhatdéak meg a paraméterei.
Az els6 4 sajatérték nem kiilonbozik 1ényegesen az el6z6
modell megfeleld értékeitdl. Az 5. sajatérték viszont kb. egy
nagysagrenddel kisebb, ami arra utal, hogy a masodik réteg
paraméterei kiilon-kiilon mar kevésbé hatarozhatok meg.
Ezzel 6sszhangban van az, hogy a (8) feltétel szerint a figye-
lembe veendd vy, sajatvektorok szama ennél a modellnél 4.
A masodik réteg paramétereinek gyengén meghatarozhato-

10° |

Pa [Qm]

10% |-

® ® meért i
— szamitott |

1.
10— 10-4

= — J8
10—= 10-*

id6 [sec]

2. abra | Tranziens latszolagos fajlagos ellenallas. Az inverzidval kapott latszolagos fajlagos ellenallasgor-
be illeszkedése a 2. példa szintetikus adataira

Figure 2

The fit of apparent resistivity curve obtained from the inversion of synthetic data of example 2
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sagara utalnak azok kiugroéan nagy szorasai (2. tablazat). A
szOras szamitasara itt most éppen azért nem alkalmaztuk a
(8) feltételt, hogy hatarozottabban jelezze a gyengén meg-
hatarozottsagot. A modellparaméterek 5 sajatvektorral sza-
mitott korrelacids matrixa:

1,00 0,55 0,25 -0,61 0,55 \p,

0,55 1,00 0,64 —0,99 1,00 |p,

0,25 0,64 100 -0,59 0,64 |p;. (10)
-0,61 —0,99 -0,59 1,00 —0,99 |d,

0,55 1,00 0,64 —0,99 1,00 )d,

corr(m) =

A matrix jelzi a p, és a d, modellparaméterek kdzotti szoros
kapcsolatot, de megjelennek olyan nagyobb értékek is, ame-
lyek egyszerli fizikai ismeretekkel nehezebben magyaraz-
hatok meg. A matrix példaul a p, és dy, illetve a d; és d,
paraméterparok kozott is szoros kapcsolatot mutat. Célszerii
lenne a korrelacids matrix szamitasat ugy modositani, hogy
a ténylegesen elfogadhat6 nagy korrelacios értékek megma-
radjanak, de a kevésbé indokolhatd nagy értékek csokkenje-
nek. Ha a legkisebb sajatértékhez tartozo sajatvektort el-
hagyjuk, akkor a paraméterek korrelacios matrixa:

1,00 —0,47 0,17 —0,42 0,49 \p,

-0,47 1,00 -0,56 0,07 —1,00 |p,
corr(m)=| -0,17 -0,56 1,00 0,33 0,51 |p,. (11)

-0,42 0,07 0,33 1,00 -0,07 |d,

0,49 -1,00 0,51 -0,07 1,00 )d,
Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a korrelaciés matrix
modositasara a kis sajatértékii sajatvektorok elhagyasa nem
célszerli. A 4 sajatvektorral szamitott korrelacios matrixban
kevésbé vannak jelen a f6atlon kiviili indokolatlannak tiing
1-hez kozeli értékek, de a masodik réteg paraméterei kdzot-
ti korrelacié ellentétesre valtozott. Az eldjelvaltozas mas
paraméterparok esetében is bekovetkezett. Ez nehezen elfo-
gadhato. Szamitsuk ki a korrelacidos matrixot valamennyi

sajatvektor figyelembe vételével, de (4) szerint egy o ténye-
z6vel alkalmazzunk csillapitast!

1,00 0,35 0,00 -0,45 0,35 \p,
0,35 1,00 0,42 -0,96 1,00 |p,
0,00 0,42 100 -0,32 0,42 |p,.(12)
—-0,45 —0,96 -0,32 1,00 -0,96 |4,
0,35 1,00 0,42 -0,96 1,00 )d,

corr(m) =

Ennél a matrixnal megmaradt a masodik réteg paraméterei
kozotti szoros kapcsolat, a korrelacio eléjele sem valtozott
meg sehol sem, viszont bizonyos, indokolatlanul nagynak
tiing korrelaciok csokkentek. Ez a tény és az, hogy az in-
verzios algoritmus is csillapitd tényezot tartalmaz, indo-
kolja hogy ezt a harmadik korrelacios matrixot fogadjuk el.
Az a csillapito tényezot kisérleti titon hataroztuk meg. Kis
csillapito tényezo alig valtoztatja meg a korrelaciokat, a tul
nagy viszont az indokolt korrelaciokat is lecsokkenti. Azt
a csillapito tényez6t fogadtuk el, amelyik az indokolt kor-

relaciot még nem csokkentette, a tobbiek értékét viszont
igen.

A kis A5 érték ellenére a felbontoképesség-matrix 5 sajat-
vektorral is szamithato, és akkor az az egységmatrixszal
egyezik meg. A felbontoképesség-matrix szamitasahoz a
(8) feltétel szerint 4 sajatvektort érdemes felhasznalni:

1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 \p,
0,00 0,51 0,00 0,01 0,50 |p,
R=(0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 |p,.
0,00 0,01 0,00 1,00 0,01 |d,
0,00 —0,50 0,00 0,01 0,49 )d,

(13)

Ez a felbontoképesség-matrix jol jelzi a masodik réteg pa-
raméterei kdzotti szoros kapcsolatot és azt is, hogy a tobbi
paraméter jol meghatarozhato, mivel a paraméternek meg-
feleld sorban, a féatloban megjelend elem 1, a tobbi elem
0. Az, hogy a felbontoképesség matrixbol milyen Ossze-
fliggésre lehet kdvetkeztetni p,-re, illetve dp-re vonatko-
zolag, kissé részletesebben kifejtendd. Annak érdekében,
hogy a fajlagos ellenallasra és a rétegvastagsagra ne kap-
junk negativ értéket, az inverzids algoritmus a paraméte-
rek logaritmusaval szamol. Ez azt jelenti, hogy egy itera-
cios 1épésnél a Alog(m) értékek az ismeretlenek. Ennek
megfeleléen a k-adik iteracios 1épésben az m paraméter
megvaltozasa

6+ D) Z (k) o Alog(m)

Miutéan az inverzids algoritmus egy jo illeszkedést biztositd
modellt talalt, és az R felbontoképesség-matrix az egység-
matrix, akkor a tovabbi iteraciok soran valamennyi m mo-
dellparaméterre

Alog(m) =0,

azaz a modellparaméterek mar nem valtoznak. Ha a felbon-
toképesség-matrix nem feltétleniil az egységmatrix, akkor
teljesiilnie kell az

RAm =0 (14)

kozelitd egyenldségnek. Eszerint az egyes modellparaméte-

rek kissé valtozhatnak, de (14)-nek teljesiilnie kell.
Vezessiik be a

g=log(py), f=log(dr)

jeloléseket! Ekkor (14) miatt a (13) felbontoképesség-mat-
rix 2. és 5. sorabol kovetkezik, hogy

Ag=Af. (15)

Ekkor a masodik réteg paraméterei a (k + 1)-edik iteracios
1épésben a

p§k+ 1) pék)eAg’

képletek szerint valtoznak. Tehat p, és d, értéke valtozhat
ugyan, de (15) miatt a hanyadosuk nem valtozik, ami 6ssz-
hangban van azzal, hogy a két mennyiség korrelacidja 1.
Fizikailag ez azt jelenti, hogy a masodik réteg vizszintes
iranyu 0sszegzett vezetoképessége allando.

dSK D = g A
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Megjegyzendd, hogy a felbontoképesség-matrix keve-
sebb, akar 1 sajatvektorral is szamithatd. A szintetikus ada-
tokon végzett szamos inverzios tapasztalat azt mutatja,
hogy a kevés sajatvektorral szamitott felbontoképesség-
matrix megmutatja, hogy mely paraméterek hatarozhatok
meg a legbiztosabban, ezek mar az inverzid elsé néhany
1épésénél a helyeshez kozeli értéket vesznek fel. Ahogy
noveljiik a felbontoképesség-matrixban megjelend sajat-
vektorok szamat, az a tobbi paramétert is meghatarozhato-
nak mutatja. Ezek az inverzié késébbi fazisaban kozelite-
nek a helyes értékhez. Végiil valamennyi sajatérték figye-
lembevétele az egységmatrixot adja a felbontoképesség-
matrixnak, és valamennyi modellparamétert meghataroz-
haténak mutatja. Azokhoz a paraméterekhez, amelyeket
csak az Osszes sajatérték alapjan lehet meghatarozhatonak
tekinteni, az inverzios algoritmus csak nagyon lassan kon-
vergal. Szintetikus adatok esetében a bizonytalan paramé-
terek csak zajmentes adatokkal tartanak a kiindulé modell-
paraméterekhez.

A kovarianciamatrix szamitasakor viszont a kevés sajat-
vektorral szamitott matrixok gyakran értelmezhetetlenek.
Ez is indokolja, hogy a kovariancia-, illetve korrelacios
matrix szamitasara alkalmazott hagyomanyos képletet ne

a kis sajatértékekhez tartozo sajatvektorok elhagyasaval,
hanem a csillapit6 tényezdvel javitsuk azt.

Harmadik példa

A harmadik példaban vegyiink egy négyréteges modellt, és
a szintetikus adatokat terheljiik 5%-os zajjal! A modellpara-
métereket a 3. tabldzat 2. és 5. oszlopa tartalmazza. Most a
zajjal terhelt adatok esetében mar nem kapjuk vissza ponto-
san a kiindulé6 modellparamétereket, de az eltérés még elfo-
gadhato. A kapott modellparamétereket a 3. tablazat 3. és 6.
oszlopa tartalmazza. A harmadik réteg paramétereinek a vi-
szonylag nagyobb eltérése az ekvivalenciaval indokolhato.
A masodik réteg paramétereinek az eltérése is jelentésnek
tiinik, ezeknek a megbizhatdsagara utalnak a nagyobb szo-
rasértékek. A szimulalt mérési adatok és az inverziés mo-
dellhez tartozo fajlagosellenallas-gorbe a 3. abran lathato.
A zajjal terhelt mérési adatokra jol illeszkedik az elméleti
gorbe. Az SVD sajatértékei

A =44,569, Ay = 18,649, 23=14,253, A,=23,584,
As=2,038, As=0,184, A,=0,033.

3. tablazat | A 3. modell paraméterei szintetikus adatok szamitasahoz (2., 5. oszlop), az inverzidval kapott
paraméterek (3., 6. oszlop) és azok szorasai (4., 7. oszlop)
Réteg  p [Qm] p [Qm] D(p) d [m] d [m] D(d)
L. 80,0 80,6 0,0416 50,0 44,8 0,2849
2. 150,0 125,0 0,1036 100,0 110,0 0,1469
3. 2,0 3,14 1,1260 5,0 7,72 1,1660
4 2000,0 2246,2 0,0176 o0 0

108 |

Pa [Qm]

102 L.

meért
szamitott |

L > 1_
10-4 10-4

e '
10-2 10-1

id6 [sec]

3. dbra | Tranziens latszolagos fajlagos ellenallas. Az inverzidval kapott latszolagos fajlagos ellenallas
illeszkedése a 3. példa szintetikus adataira

Figure 3

The fit of apparent resistivity curve obtained from inversion of synthetic data of example 3
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A legnagyobb és a legkisebb sajatérték hanyadosa itt
A/A; = 1336,4, ami jelzi, hogy a 7 modellparaméter ko-
z06tt vannak bizonytalanul meghatarozhatdak. A (8) felté-

tel szerint figyelembe veendd sajatvektorok szama 5. A
modellparaméterek korreldcios matrixa az (5) képlettel
szamitva

1,00 0,88 0,44 0,08 0,98 —0,92 0,45 \p,
0,88 1,00 0,68 0,17 0,96 -0,98 0,69 |p,
0,44 0,68 1,00 0,54 0,55 -0,72 1,00 |p,
corr(m)=| 0,08 0,17 0,54 100 0,12 -0,23 0,54 |p,.
0,98 09 0,55 012 100 -0,98 0,56 |d,
-0,92 -0,98 -0,72 -0,23 -0,98 1,00 -0,73 |d,
0,45 0,69 1,00 0,54 0,56 -0,73 1,00 )d,

Hasonldan a masodik példahoz itt is megjelent a vékony
réteget (3. réteg) jellemzd két paraméter kozotti szoros
korrelacié, de ezen kiviil még mas paraméterparokra is
nagy értékeket kaptunk. Ezek k6zott lehetnek valosak, de

00 0,79 0,10

0,79 1,00 0,24
0,10 0,24 1,00
corr(m)=| —0,10 -0,22 0,19

0,96 092 0,16

0,13 0,28 1,00

Az a megallapitasunk is érvényben maradt, hogy a csillapitd
tényezovel szamitott korrelacios matrixnal az indokolt ma-
gas korrelacios érték nem valtozott (ps3, dz kozott), de a tob-
bi altalaban csokkent. Ugyantgy, mint a masodik példanal
az o csillapito tényezot kisérleti Giton hataroztuk meg. Tobb
csillapitd tényezovel is elvégeztiik a kovariancia-, illetve

0,98 -0,04 0,01

0,01

A foatloban megjelend 1-hez kozeli értékek jol mutajak,
hogy melyek azok a modellparaméterek amelyek jol meg-
hatarozhatdok. A ps és a d; paraméterparra vonatkozolag is
megallapithatd, hogy azok oOnalldan nem hatarozhatoak
meg, csak a kettének a hanyadosa, azaz a réteg Gsszegzett
vizszintes vezetOképessége. Ezzel 6sszhangban van a ps3 és
d; értékek nagy szorasa is (3. tablazat). Viszonylag gyengén
meghatarozhatonak bizonyul még a d; rétegvastagsag is,
ami azzal magyarazhatd, hogy a két fels6 réteg ellenallas-
kontrasztja viszonylag kicsi. Ha a felbontoképesség-matrix
szamitasanal a 6. sajatvektort is figyelembe vessziik (Aq =

-0,93 -0,94 -0,28 0,16 -0,99

-0,04 0,93 0,00 0,00 -0,24 0,10 —0,02
0,00 0,51 -0,01 0,03
0,00 0,00 -0,01 1,00 0,01
-0,12 -0,24 0,03 0,01
0,05 0,10 0,00 -0,01 0,33
0,00 -0,02 —-0,50 —0,01 0,02

olyanok is, amelyek csak a csillapitd tényezé nélkiili in-
verzid instabilitdsa miatt jelentek meg. A csillapitd faktor-
ral szamitott korrelacios matrix:

-0,10 0,96 —0,93 0,13 )p,
-0,22 0,92 -0,94 0,28 [p,
0,19 0,16 —0,28 1,00 |p,
1,00 0,16 0,16 0,18 |p,.
-0,16 1,00 0,99 0,20 |d,

1,00 —0,32|d,
0,18 0,20 —0,32 1,00 )d,

korrelacios matrix szamitasat, és azt fogadtuk el, amelyik az
indokolt magas korrelaciot még valtozatlanul hagyta. Bizo-
nyos korrelaciok viszont ebben az esetben is 1ényegesen le-
csokkentek. A csillapito tényez6 hatasara kis abszolut érté-
ki korrelacioknal eléfordult eldjelvaltas is.

Az 5 sajatvektorral szamitott felbontoképesség-matrix:

0,00 -0,12 0,05 0,00 \p,
P2

0,00 —0,50 |p,

—-0,01 -0,01 |p,.

0,23 0,33 -0,02 |d,

0,86 0,03 |d,

0,03 0,49 )d,

0,184), akkor a matrix szerint d; is jol meghatarozhatonak
mutatkozik.

Terepen mért adatok inverzioja

Az inverziot Schlumberger-elektroda-elrendezéssel mért
adatokon mutatjuk be. A 4. dbrdn lathatd szondazasi gorbe
egy miikodo kavicsbanya bovitési lehetéségeinek vizsgalata
soran késziilt a nyugat-magyarorszagi peremvidék, a Sopron-
Vasi siksag kozepén. A teriileten felsé pliocén keresztréteg-

118

Magyar Geofizika 55/3



A linearizalt inverzié mindségjellemzoi
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4. abra | Schlumberger-féle latszolagos fajlagos ellenallas. Schlumberger-szondazas inverzidjaval kapott
rétegparameterek (2., 4. oszlop), a paraméterek szorasai (3., 5. oszlop)
Figure 4 | Layer parameters obtained by inversion of Schlumberger sonding (columns 2, 4), standard devia-
tions of the parameters (columns 3, 5)

zett folyovizi homokra telepiil egy kis foly6 valtozatos vas-
tagsagu pleisztocén kavics-hordalékkapja. A kavicsterasz
felszinét glacialis eredetii 10sz0s, valyogos tiledékek fedik.
A vizsgalat célja a banyatelekkel szomszédos teriileteken az
asvanyi nyersanyagvagyon mennyiségének, a kitermelés
gazdasagossaganak a meghatarozasa volt. Az inverzi6 ered-
ményeként egy egyszerii haromréteges modellt kaptunk
(4. tablazat). A fajlagos ellenallasok alapjan markansan el-

4. tablazat | Schlumberger-szondazas inverzidjaval kapott rétegparamé-

terek (2., 4. oszlop), a paraméterek szorasai (3., 5. oszlop)

Réteg  p [Qm] D(p) d [m] D(d)
1. 355 00113 3,38 0,086
2. 1912 043 4,45 0,485
3. 27,1 0,0237 o

kiiloniil a kb. 3,38 m vastag fedoréteg, amely kis fajlagos
ellenallasu agyagos, iszapos 0sszlet, alatta a nagy ellenalla-
su, kb. 4,45 m vastag kavics, és a fedéhoz hasonloan kis
fajlagos ellenallasu — agyag/homokos agyagnak megfeleld
— fekii. A mért adatok és az inverzids modellhez tartozo sza-
mitott gorbe illeszkedése a 4. dbrdn lathatd. Az SVD sajat-
értékei:
A = 11,608,
Ay =1,961,

A =8,690, A;=3,156,
As = 0,076.

Az 5. sajatérték Iényegesen kisebb a tobbinél, ennek megfe-
leléen a (8) feltétel szerint a felbontoképesség-matrix sza-
mitasakor csak 4 sajatvektort érdemes figyelembe venni. A
legnagyobb és a legkisebb sajatérték aranya 152,71.

A szintetikus adatokkal végzett tesztek tapasztalata alap-
jan a korrelacios matrixnak csak a csillapito tényezdvel sza-
mitott valtozatat kozoljik:

1,00 0,52 0,17 0,68 —0,51)p,

0,52 1,00 0,59 0,97 —1,00 |p,
corr(m)=| 0,17 0,59 1,00 0,49 —0,63 |p,. (16)

0,68 0,97 049 1,00 —0,96|d,

-0,51 -1,00 0,63 —0,96 1,00 )d,

A p, és d, kozotti korrelacio értéke itt —1, ami jelzi, hogy a
kozottiik levo kapesolat most mas mint a szintetikus adatok-
kal végzett szamitasoknal a vékony jol vezetd réteg eseté-
ben, ami rendben is van, hiszen itt most egy rosszul vezetd
rétegrél van szo. A —1 korrelacié azt jelenti, hogy a pyd,
szorzat hatarozhat6 meg, azaz a réteg fiiggdleges iranyu el-
lenallasa. Ugyanezt lehet megallapitani a felbontoképesség-
matrix alapjan is.
A 4 sajatvektorral szamitott felbontoképesség-matrix:

1,00 —0,01 0,00 0,00 0,01)p,
-0,01 0,56 -0,02 —0,08 0,49 |p,
0,00 -0,02 1,00 0,00 0,02 |p,.
0,00 —-0,08 0,00 0,98 0,09 |4,
0,01 0,49 0,02 0,09 0,46)d,

A matrixban megjelend, a masodik réteg paraméterei kdzot-
ti kapcsolatra utalé elemek eldjele itt megegyezik (0,56,
0,49). Ez azt jelenti, hogy a masodik réteg fiiggéleges ira-
nyu ellenallasat tudjuk meghatarozni, p, és d, értéke bi-
zonytalan. A masodik példdhoz hasonléan ez is részletesen
levezethetd, csak jelen esetben a (15) relacio, Ag = Af
helyett Ag =~ —A f érvényes. A paraméterek gyengén meg-

R= (17
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hatarozhatdsaga latszik azok nagyobb szorasértékeibdl is
(4. tablazat). A szorasértékekkel kapcsolatban megjegy-
zendd, hogy azokat ugyanazon feltételek mellett szamoltuk,
mint a szintetikus adatok esetében. Terepi adatok 1évén fel-
tételezhetd ugyan, hogy az (5) képletben szereplé ¢ na-
gyobb, mint 5%, de elemzésiink f6 targya nem is az egyes
modellparaméterek szorasanak a pontos meghatarozasa, ha-
nem ramutatni arra, hogy mely modellparaméterekhez tar-
tozik 1ényegesen nagyobb szoras érték, mint a tobbihez, és
ez milyen kapcsolatban all a felbontoképesség-matrixszal,
valamint fizikai magyarazatot adni a jelenségre.

Osszefoglalas

Egyszerii modelleken szintetikus és terepi adatok felhaszna-
lasaval bemutattunk az inverzid mindségét jellemzd négy
fontos mennyiséget. Ezek hasznosak lehetnek az inverzios
eredmények értelmezésekor. Megmutattuk, hogy a korrela-
ci6s matrix a szakirodalomban elfogadott képlettel szamitva
nehezen magyarazhato korrelaciokat tartalmaz. A kovarian-
ciamatrix és az ebbdl szarmaztathato korrelacios matrix sza-
mitasara egy csillapitd tényez6t tartalmazo eljarast vezet-
tiink be, és példakon mutattuk meg az elényét. Elemeztiik a
felbontoképesség-matrixot, és egy egyszerli feltételt adtunk
meg arra vonatkozolag, hogy hany sajatvektor felhasznala-
saval érdemes azt szamitani. A legnagyobb és a legkisebb
sajatértékek hanyadosa, valamint a paraméterek szorasa is
tajékoztat az inverzio stabilitasarol. A statisztikai jellemzok
tanulmanyozasa utan az eldzetes geoldgiai ismereteket is
figyelembe véve érdemes az inverziot tobbszor elvégezni
bizonyos modellparaméterek rogzitésével.
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