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2x2-es vagy 3x3-as marixszal abrazolhatd, valoszinliségi valtozotol fiiggd tenzorok sajatiranyainak és sajatértékeinek sta-
tisztikai elemzése a feladat nemlinearis jellege miatt nem trivialis feladat. Anizotrop tenzorok esetén az irodalomban talal-
hato, linearizalason alapulé modszerek kielégitéek, azonban a geofizikai alkalmazasok gyakran felvetik a kozel izotrop
tenzor vizsgalatanak sziikségességét. frasunkban e specidlisnak tiinG, de a gyakorlatban mégis gyakran eléfordulé eset
vizsgalatara adunk statisztikai modszereket. Ramutatunk arra, hogy a determinisztikus tenzoroknal megszokott helyzet —
vagyis, hogy a sajatértékek multiplicitasa alapjan kovetkeztethetiink a sajatvektorok térbeli elhelyezkedésére — valoszini-
ségi valtozo elemll matrixok esetén nem all fent. Ilyen értelemben a vonatkozo szakirodalom sajatértékekre koncentrald
modszerei nem kielégitéek. Ez utobbi allitast irasunk geofizikai vonatkozast példai is alatamasztjak. Uj modszeriink egyben
lehetdvé teszi tenzorral abrazolhato kdzetfizikai mennyiségek szorossaganak, illetve adott vektor és a tenzor egyik sajatira-
nya kozotti egyezés statisztikai vizsgalatat.

Sipos, A. A.: Statistical tests for rock physical parameters given by nearly isotropic,
stochastic tensors

Statistical hypothesis testing for the eigenvalues and eigenvectors of a stochastic tensor is not a straightforward process due
to the nonlinear dependence involved in the problem. For anisotropic tensors the linearized approaches of the literature are
adequate, however, geophysical applications require the analysis of nearly isotropic tensors, too. Our paper is devoted to
introduce new statistical methods for these seemingly rare cases, which turn out to be a regular problem in practice. We point
out that the well-known behaviour of deterministic tensors, namely that the multiplicity of the eigenvalues unambiguously
refers to the spatial distribution of the eigenvectors, does not hold for matrices with random variable elements. In this way,
the published methods focusing only on the eigenvalues are not satisfactory. The latter statement is also confirmed by ex-
amples from geophysics. Our method can be used to analyse closeness of tensor state parameters or directional differences

between a vector and one of the eigenvectors in a statistical framework.

Beérkezett: 2013. oktober 21.; elfogadva: 2014. februar 25.

1. Bevezetés

Kézetfizikai mennyiségek direkt (laboratoriumi mérés)
vagy indirekt (mérésbdl szarmaztatott) meghatarozasaval a
geologiai és a geofizika szamtalan aga foglalkozik. A pub-
likaciok zome a mérési eredményeket statisztikai eszk6zok-
kel értékeli. Amig skalarral és vektorral abrazolhat6 meny-
nyiségek esetén a statisztikai elemzés eszkozei széles kor-
ben elterjedtek (Borradaile 2003), addig tenzor jellegii ko-
zetfizikai mennyiségek (pl. fesziiltség, magneses anizo-
tropia, elektromos vezetéképesség stb.) esetén az irodalom-
ban megtalalhatdé eredmények (Hext 1963, Jelinek 1988,
Constable et al. 1990) ellenére sincs egységesen bevett gya-
korlat. A geofizikai és geologiai alkalmazasokban (példaul

magnesesanizotropia-tenzor, mikrotektonikai fesziiltség-
tenzor stb.) kitiintett szerepe van a tenzor sajatiranyainak,
emiatt a tenzorral abrazolhatd kozetfizikai mennyiségek
elemzése gyakran azok sajatiranyainak statisztikai vizsgala-
tat jelenti. Ilyen esetben a gomb felett értelmezett Fisher-
statisztika (Fisher et al. 1993) vagy annak tovabbfejlesztett
valtozata hasznalatos (Henry et al. 1995). E megkdzelités
hatranya, hogy a sajatiranyok statisztikai vizsgalatanal a sa-
jatvektorok ortogonalitasat nem veszi figyelembe, a sajat-
vektorokat egymastdl fiiggetlen valdsziniiségi valtozoknak
tekinti.

Célunk olyan, a fizikai modellt nem torzitd statisztikai
eljaras kidolgozasa, amellyel mérési eredményekbdl meg-
hatarozott tenzormennyiségek ekvivalencija, illetve kii-
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16nbsége szamszerisithetd, illetve akar kiilonbozo eredetl
mennyiségek kozotti kapcesolat is vizsgalhato. Mivel szim-
metrikus tenzorok statisztikai vizsgalataval leginkabb a
magneses szuszceptibilitasi tenzor kapcsan foglalkoztak,
ezért a geofizika ezen agaban elterjedt terminoldgiat hasz-
naljuk. Eredményeinket a magnesesanizotropia-mérések
példajan mutatjuk be, azonban allitasaink tetszéleges, valos
elemi tenzorral abrazolhaté6 mennyiségre altalanosithatoak.
Jelen iras elsédleges célja egy 1j, sztochasztikus tenzorok
statisztikai vizsgalatara szolgaldé modszer bemutatasa. A
cikk 2. fejezete rovid irodalmi 6sszefoglalo utan az un. for-
gasi anizotropia vizsgalataval foglalkozik. A 3. fejezet kii-
16nb6z6 rétegekbdl szarmazo vagy egyéb okokbdl eltérd
mintakon mért anizotropiatenzorok elkiilonitését megvalo-
sitd modszert mutat be. Az el6z6 két fejezet nyoman a 4.
fejezet tenzorral abrazolhatd kézetfizikai mennyiségek sta-
tisztikai dsszehasonlitasara ad modszert.

2. A forgasi anizotropia vizsgalata

Munkank soran a gyakorlatban leginkabb eléforduld, ma-
sodrendii, szimmetrikus, valos elemi tenzorokat vizsgaljuk.
Ak tenzor az O kdzéppontt, (X, Y, Z) derékszogii koordina-
ta-rendszerben a

kiw ki kis
k= |kia kn ka3 (D
ki3 ks ka3

matrixszal abrazolhato. k sajatértékeit nagysag szerint sorba
allitva jelolje A; > L, > A3! Ha a sajatértékek pozitivak, ak-
kor a k tenzornak egy ellipszoid feleltetheté meg. Az ellip-
szoid nagytengelyeinek hossza megegyezik a sajatértékek-
kel, a nagytengelyek iranyat a sajatértékekhez tartozo sajat-
vektorok jelolik ki. Ha k sajatértékeire teljesiil, hogy A # A,
# A3, akkor k-t anizotrop tenzornak nevezzik (la. abra). Az
eltéro sajatértékeket a linearis algebraban egyszeres multip-
licitastinak nevezik. (A linearis algebra megkiilonbozteti a
geometriai és az algebrai multiplicitds fogalmat, azonban
bizonyitott, hogy szimmetrikus matrixok esetén a geometri-
ai és az algebrai multiplicitas azonos (Wettl, 2011), ezért a

tovabbiakban az azonos sajatértékekre a multiplicitas szoval
utalunk.) Lehetséges, hogy k pontosan két sajatértéke azo-
nos. Ha ez a A; = A, # A3 relaciot jelenti, akkor a tenzornak
megfeleltethetd test egy diszkoszhoz hasonlit (legnagyobb
teriiletii vetiilete kor, /b. dbra). Amennyiben a A # Ay = A3
relacid all fenn, akkor a test szivarszer(i (legkisebb teriiletii
vetiilete kor, /c. dbra). Mindkét emlitett esetben van egy
sajatérték, ami kétszeres multiplicitassal rendelkezik. (Jeli-
nek 1988) nyoman forgasi anizotropiaként utalunk ezen két
lehetdségre. Forgasi anizotropia esetén a két azonos sajatér-
tékhez tartoz6 sajatirany hatarozza meg azt a sikot, amelyen
a vetiilet kor. Ezen sikban minden, O kezddpontu vektor
sajatirany. Lehetséges tovabba, hogy a tenzor &sszes sajatér-
téke azonos (A = A, =A3), akkor a tenzor izotrop, az egyet-
len sajatérték multiplicitasa 3. Az izotrop tenzornak megfe-
leltetheto test a gdmb (1d. abra), amely jol szemlélteti, hogy
az izotrop tenzor semmilyen iranyultsaggal nem rendelke-
zik, esetében barmely, az origdbol indulo vektor sajatirany.

Azt gondolhatnank, hogy az egyenléség megkdvetelése
miatt izotrop €s forgasi anizotrop tenzorok ritkan, vagy egy-
altalan nem fordulnak el6 a geofizikai gyakorlatban. Ez az
intuici6 tévesnek bizonyul akkor, ha a k tenzor elemei valo-
szinliségi valtozok. Ilyen, sztochasztikus tenzorra jo példa a
magneses szuszceptibilitasi tenzor, ami az ismert H magne-
ses térer0sség vektor és a mért M magnesezettség vektor
kozotti kapesolatot teremti meg (azaz M = kH). A mérési
eljarast és annak statisztikai értékelését (Jelinek 1988) rész-
letesen ismerteti. A mérés soran 15, elére definialt iranyban
hatarozzak meg a minta magnesezettségét. Illyen esetben k
meghatarozasa nem mas, mint egy hatparaméteres linearis
regresszio paramétereinek (kyq, k12, k13, k22, k23, k33) 1llesz-
tése a mérési eredményekre. A statisztikai elemzéshez ké-
zenfekvobb a hat paramétert egy vektorban 6sszefoglalni,
ezért ha kiilon nem jelezziik, akkor a tovabbiakban:

k1
koo

k33
k=|,"]. 2
ki» ()
ko3
ki3

a) ellipszoid )\1 > )»2 > )\{;

S

b) diszkosz A; = A, > A5 forgasi

c) szivar A; > A, = A3 forgasi

d) gomb )\,1 = 7»2 = )»3

anizotrop izotrop
¢) prolate spheroid A; > A, = A3 d) sphere A; =4, =23
rotationally anisotropic isotropic

anizotrop anizotrop
a) ellipsoid A; >4, > A3 b) oblate spheroid A; =2, > A3
anisotropic rotationally anisotropic
1. abra
Figure 1

A 3x3-as, pozitiv denfinit tenzornak megfeleltethet6 ellipszoidok
Ellipsoids associated with 3x3, positive definite tensors
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Jelinek nyoman az egy darab mintan mért szuszceptibi-
rl, a sajatértékekre vonatkozo statisztikai probakkal el le-
het donteni (Jelinek 1988). Bemutatasra keriilé eredménye-
ink ravilagitanak arra, hogy pusztan a sajatértéken alapuld
probak nem elégségesek a szuszceptibilitasi tenzor jellem-
zésére. Ez a megallapitas elvi jelentdségii csupan: manap-
sag a mérési eljaras hibaja nagyon kicsi, annak statisztikai
elemzéstdl akar el is lehet tekinteni (Jelinek 1978). Ezért
irasunkban a minta szintl kiértékeléssel a tovabbiakban
nem foglalkozunk.

A geofizikai alkalmazas szempontjabol 1ényegesebb
probléma, ha egy mintacsoporttal (példaul egy foldrajzi te-
riilet tobb mintéja) rendelkeziink és ezek alapjan szeretnénk
kovetkeztetéseket levonni. Jellemz6en a mintak szuszcep-
tibilitasi tenzorai eltéréek, ez részben ugyan magyarazhatd
az orientacios hibaval, de gyakran a mogottes fizikai folya-
matra vezethetd vissza a tenzorok kiilonbsége. Ilyen eset
példaul a harmadiddszaki iiledékes kdzeteknél all el6 akkor,
ha a tomorddésen kiviil nem volt olyan mechanizmus (viz-
folyas, oldalirany nyomas), ami a rétegz6dés sikjaban ira-
nyultsagot jel6lt volna ki. Harmadiddszaki kézetekbol szar-
maz6 mintacsoportok elemzése felveti azt a kérdést, hogy
van-e lehetdségiink az emlitett mechanizmusok kimutatasa-
ra akkor, ha ezek ugyan jelen voltak, de csak gyenge, kis
mértéki iranyultsagot tudtak kialakitani. Jelen irasban kii-
16nb6z6 helyszinek tiledékes formacidibol szarmazo mérési
eredményekre alkalmazzuk a bemutatasra keriil eljarast.
Nem célunk az ismertetésre keriild helyszinek foldtani
elemzése, a példak a moédszer gyakorlati alkalmazhatosagat
tamasztjak ala. A bemutatasra keriilé magyarorszagi példak
foldtani hatterét, az alkalmazott mérési modszereket és a
mérési eredmények értelmezését (Sipos-Benkd et al. 2014)
részletesen targyalja.

A mintacsoport mérési eredményeit olyan N elemii sta-
tisztikai mintanak tekintjiikk, ahol a minta elemei a mért
szuszceptibilitasi tenzorok. Jelinek (1978) eljarast ad a var-
hato érték szamitasara, modszere Hext (1963) eredményein
alapszik. Kett6jik eljarasaval az eredé szuszceptibilitasi
tenzor sajatvektorainak és sajatértékeinek konfidencia inter-
vallumai szamithatok. A statisztikai elemzés nehézségét az
okozza, hogy egy tetszéleges masodrendil tenzor sajatérté-
kei és sajatvektorai a tenzor elemek nemlinearis fliggvényei.
A Hext-féle statisztikai eljaras (Hext, 1963) e fiiggvények
linearizalasan alapszik. Ehhez sziikséges kikotni, hogy az
egyes tenzorelemek A-szorasa kisebb két tetszéleges sajat-
érték kiilonbségénél. Nevezzik kismértékben anizotropnak
azt a k tenzort, amely barmely elemének szorasara teljesiil,

hogy

i£j, hje(1,23. ()

Mind Hext, mind Jelinek irasaikban felhivjak a figyelmet
arra, hogy modszeriik az imént definialt, kismértékben an-
izotrop tenzorokra nem alkalmazhatd. Azonos sajatértékek-
kel rendelkez6 (izotrop, vagy forgasi anizotrop) tenzorok
esetén pedig nullaval valé osztast eredményez. Jelinek elja-
rasa tartalmaz egy statisztikai probat annak eldontésére,

A> ‘7\.,‘-7»j|,

hogy az ered6 tenzor izotrop-¢, vagy sem. Azonban (szem-
ben a minta szintii kiértékeléssel) nem foglalkozik a forgasi
anizotropia problémajaval. Constable és munkatarsai (1990)
e hidnyossagot joggal kifogasoljak, tovabba felhivjak a fi-
gyelmet arra, hogy az eredd tenzor sajatértékeinek és sajat-
vektorainak meghatarozasakor Jelinek (1978) a mar emli-
tett, Hext6l szarmazo linearizalast hajtja végre, ami kismér-
tékben anizotrop tenzorok esetén a konfidenciaintervallum
jelentds alulbecsléséhez vezet. Jelinek (1978) ezzel kapcso-
latban annyi tdampontot ad, hogy amennyiben barmelyik sa-
jatvektorhoz szamitott konfidenciaellipszis nagyobbik nyi-
lasszoge (a konfedinciaellipszis nagytengelyének végpont-
jai altal meghatarozott sz6g a sztereografikus projekcion)
meghaladja a 25 fokot, gy modszere nem hasznalhat6 (a
geofizikaban szokasos, a = 0,05 szignifikancia szint mel-
lett). Constable és munkatarsai (1990), Tauxe és munkatar-
sai (1990, 1991) éppen az emlitett hianyossagok miatt va-
lasztanak mas megkdzelitést. Az emlitett publikaciok az un.
bootstraping eljardst hasznaljak fel a statisztikai elemzés-
hez. Azonban a sajatvektorok konfidenciakoreit csak ugy
tudjak szamitani, hogy a sajatvektorokat egymastol fiigget-
lennek tekintik (nem foglalkoznak az ortogonalitassal), il-
letve a forgasi anizotropiat csak meglehetdsen szubjektiven,
gyakorisagdiagramok alapjan kiilonitik el.

Jelen iras f6 megallapitasa, hogy létezik a Jelinek-féle
moédszerhez hasonlo, az emlitett hianyokat kikiiszobolo el-
jaras. A felvetett probléma matematikai szempontbdl is ér-
dekes: a linearis algebra (Wettl 2011) és a tenzoranalizis
(Itskov 2007) teriiletén gyakran talalkozunk azzal, hogy a
tobbszords multiplicitasa sajatértékek kiilon vizsgalatot igé-
nyelnek. Esetiinkben épp a tobbszords multiplicitas vizsga-
lata mutat rd arra, hogy sztochasztikus tenzorok esetén a
determinisztikus tenzoroknal megszokott Osszefliggéseket
nem lehet automatikusan alkalmazni, tekintettel kell lenni
arra, hogy valdszinliségi valtozokkal végezziink miivelete-
ket. frasunkban gyakran fogunk a forgasi anizotropiara utal-
ni, a tovabbiakban kovetkezetesen csak a A; = A, # A5 esettel
foglalkozunk, a A; # A, = A3 eset levezetése teljesen analog
modon torténhet.

A fentiek nyoman feltessziik, hogy az egyes mintak kiér-
tékelése soran a szamitott tenzor elemek variancia-kovari-
ancia matrixa kozel zérus. Ezzel a mért minta k; (1 <i < N)
tenzorat mérési hiba nélkiili, pontosan ismert, determiniszti-
kus mennyiségnek tekintjiik. (Ez a feltevés megegyezik a
jelenlegi gyakorlattal, a (Jelinek 1978) alapjan késziilt
AnisoSoft 4.2. szofver is ezen alapul.) Feltessziik tovabba,
hogy a statisztikai mintajellemz6k empirikus értékeinek
varhato értéke megegyezik az elméleti értékekkel. (A tovab-
biakban minta alatt mindig a statisztikai mintat értjik).

2.1. A varhato érték és a kovariancia szamitasa

A mintacsoport eredd tenzoranak meghatarozasahoz tisztaz-
ni kell, hogy a szamitast normalt, vagy normalas nélkiili
adatokon hajtjuk végre. Az N elemi statisztikai mintaban
szerepld, K; tenzorok nem csak sajatvektoraik, hanem sajat-
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értékeik szerint is kiilonboznek (pontosabban fogalmazva,

skalarinvariansaik eltéréek). Az alapjan, hogy ezen kiilénb-

séget mely okokokkal hozzuk 6sszefiiggésbe, két lehetdsé-
giink van:

1. Amennyiben a vizsgalt jelenség szempontjabol érdek-
telen okok allhatnak az eltérd skalarinvariansok mogott
(példaul magneses vizsgalatok esetén a szuszceptibilitasi
ellipszoid iranyaira vagyunk kivancsiak, az eltér6 ellip-
szoid térfogatok a mintdk eltéré asvanyi Osszetételé-
nek tudhatoak be), akkor ezen okok hatasat a tenzorok
normalasaval tudjuk csdkkenteni.

2. Amennyiben a vizsgalt jelenség szempontjabol 1énye-
ges okra vezetjiik vissza az els6 skalar invaridansokban
megmutatkozo kiilonbséget, akkor kozvetlenill a mért
tenzorokon kell a statisztikai vizsgalatot végrehajtani.

A paleomagneses irodalomban (Jelinek 1978, Constable
et al. 1990) jellemzden a tenzor elsé skalarinvariansanak
(I} = k11 + kpp + k33) segitségével hajtjak végre a normalast:

k;

K, =
U ki ki ki3

“)

Az adatok normalasnak célja a tenzoroknak megfeleltet-
hetd ellipszoidok méretkiilonbségének kikiiszobolése. Az
els6 skalarinvarians hasznalata ezen célra vitathatd, ambar
kétségkiviil praktikus valasztas. Elvileg lehetdségiink lenne
a masik két skalarinvarians valamelyikének hasznalatara is
(példaul az imént emlitett, azonos térfogati ellipszoidok
esetén a minta egyes elemeire az /5 = det(k) mennyiséget
kell azonossa tenni). A 4. fejezetben olyan transzformaciora
is példat fogunk mutatni, amely lehetévé teszi két skalar in-
varians azonossa tételét anélkiil, hogy a tenzor sajatiranyai
megvaltoznanak.

A normaélas kovetkeztében a k, ; elemei koziil csak 6t
figgetlen, hiszen k,, ; 11 + K, ; 20 + &y, ; 33 = 1. Ezért normalt
esetben a k; vektor csak a fiiggetlen elemeket tartalmazza,
irasunkban:
kn.i22
kn.i 33
kn,i¢12 . (5)
kn,i23
kn.i13

A bemutatasra keriild eljarasok tobbsége egyarant jol
hasznalhat6 normalt és normalas nélkiili statisztikai mintak-
ra. Ez alol csak a 3. fejezetben bemutatasra keriil6 klaszter
analizis kivétel: azt normalés nélkiili mintan érdemes végre-
hajtani. A félreértések elkeriilése végett fontos kiemelni,
hogy normalas esetén a (4) miivelet utan kapott k; tenzorok
elemeit tekintjiik normalis eloszlasu valosziniiségi valto-
zoknak. Ezek utan a statisztikai minta varhato értéke, vagy-
is az ered6 tenzor és a hat (normalas esetén: 6t) elem statisz-
tikai kapcsolatat jellemz6 6x6-0s (normalas esetén: 5x5-0s)
variancia-kovariancia matrix (V) torzitatlan becslése az is-
mert moédon szamithatd (Timm 2002):

1 N
ke = E(ki) = Y ki (6
i=1

V = E((k — ko) (ki — k)T
| (7

(ki —ke) (ki — k)"

M=

N—-1

L

2.2. Az eredd tenzor sajdtiranyai

Az eddigi leiras is sejteti, hogy az N elemii statisztikai minta
(akar normalt, akar normalas nélkiili) k; tenzoraibdl (i = 1,
..., V) az eredd k, tenzor (6) és annak sajatiranyai valamely
alkalmas algoritmussal meghatarozhatdak anélkiil, hogy a
sajatértékek multiplicitasat vizsgalnank. Ez a gyakorlati al-
kalmazas szempontjabdl veszélyesnek is mondhato: az el-
terjedt numerikus médszerek forgasi anizotropia (A} = A, #
A3) esetén is harom féiranyt adnak eredményiil, holott ebben
az esetben a kétszeres multiplicitasu sajatértékhez tartozo
sajatvektorok (u; és u,) tetszéleges linearis kombinacidja is
sajatvektor. (Természetesen ez a probléma izotrop tenzor
esetén is fennall.) Célunk olyan statisztikai eljaras meg-
konstrualasa, amivel a forgési anizotropia kizarhat6. Ehhez
vagy a Jelinek-féle eljaras nem linedris valtozatara lenne
sziikség, vagy egy olyan Gsszefiiggésre a forgasi anizotrop
k. elemei kozott, amit statisztikai teszttel ellendrizni tu-
dunk.

Az izotrop eset vizsgalatara Jelinek az utobbi megkdze-
litést javasolja. Az izotrop tenzor — a koordinata-rendszer
tengelyiranyaitol fiiggetleniil — diagonal matrixnak feleltet-
hetd meg, igy konnyli olyan transzformaciot mutatni, amely
k. elemeire nézve linearis. A normalis eloszlast valoszini-
ségi valtozok linearis kombinacidjaval nyert valdszintiségi
valtozo is normalis eloszlasu, ezért az izotropia az egymin-
tas t-proba tobbdimenzos valtozataval, az un. Hotelling-féle
T%-proba egymintés valtozataval vizsgalhaté. Sajnos forgasi
anizotropiaval bird tenzorra nem talalhatd ilyen linearis
transzformacio. (A forgasi anizotrop k, elemei kozott leve-
zethetd, nem linearis kapcsolatot az Appendix tartalmazza.)
Vélhetéen ez az oka annak, hogy Jelinek (1978) melldzi a
forgasi anizotropia vizsgalatat.

Ahelyett, hogy a normalis eloszlasu valosziniiségi valto-
zokkal kitoltott k, tenzor sajatvektorainak és foiranyainak
egzakt valosziniiségi eloszlasat kisérelnénk meg levezetni,
egy olyan eljarast mutatunk, ahol ugyan nagyobb szamitas-
igénnyel, de kozelités nélkiili statisztikai probat lehet végre-
hajtani. A u; sajatvektorok és a A; sajatértékek definicidja jol
1smert:

k.u; =Au;, 3

ahol az irodalomban szokasos médon |u;|=1ési=1,2,3. A
tetszOleges, O kozépponti egységvektort jeldlje u, ez tipi-
kusan nem sajatvektora a k, tenzornak. A (8) egyenlet alap-
jan definidljuk a kovetkez6 vektort:

e=k,u— (u’k,u)u=k,u-u. 9)
A konstrukcio miatt e akkor, és csak akkor zérus vektor,
ha u = u;, és ekkor (8) alapjan A = }; is teljesiil. Vegyiik ész-

re, hogy a (9) egyenlet k, elemeire nézve linearis dsszefiig-
gés, amelyet a kovetkez6 alakra lehet hozni:
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Nem normalt statisztikai minta esetén A = [0, 0, 0]7 és a

e=A+BKk,. 10 g - . .
¢ (10) 3x6-0s B matrix csak u elemeitdl (uy, u; és us) fiigg:
up — u? —uy M% —ulu% —ZM%uz +uy —2ujupuz  uz — 2u%u3
B= fu%uz uzfug fuzug U 7214114% us3 7214%143 —2ujuru3 (11)
fu%u3 7M%M3 uz — u% —2ujurus upy — 2u2u§ Uy — 2u1u%
Normalt statisztikai minta esetén az A vektor nem zérus,
a B matrix pedig 3x5-0s:
it 18
2
A= | —uju |, (12)
I 7u%u3
_fulu%ful +u? fulu%ful +u? 72u%u2+u2 —2uuru3 u372u%u3
B=| u —u%-ﬁ—u%uz —ugu%—i—u%uz 1 —ZMIM% us3 —2M%u3 —2ujurus (13)
L fu%u3+u%u3 u3 fug +u%u3 —2ujuru3 uy 72u2u% uj 721411%

Tobbvaltozos normalis eloszlas linedris kombinaciodja is
normalis eloszlas, amennyiben a (10) egyenletben B teljes
rangu. Ez esetiinkben nem teljesiil, meg lehet mutatni, hogy
mivel u egységvektor, B rangja mindig 2. Ez azt jelenti,
hogy e elemei koziil egy linedrisan fiigg a masik két elem
egyikétol. B linearisan 6sszefiiggd két sora koziil az egyiket
toroljiik, az igy nyert 2x6-os (normalt esetben 2x5-0s) mat-
rixot jelolje B. Az A vektor ugyanazon sorénak torlésével
nyerjik a A vektort. gy az & = A + Bk, 6sszefliggéssel
szamitott vektor két eleme egymastol linearisan fliggetlen,
normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo. Az elemek 2x2-es
variancia-kovariancia matrixa kozvetleniil k, fiiggetlen ele-
meinek (7) egyenlettel definialt, V variancia-kovariancia
matrixabol hatarozhaté meg:

wW=BVBT. (14)

Azt kivanjuk statisztikai probaval vizsgalni, hogy az u
egységvektor lehet-e a k, tenzor sajatvektora. A proba hi-
potézisei:

Ho e = 0,
Hy:é40. (15)

Normalis eloszlast vektorok esetén a varhato értékre vo-
natkozo to6bbdimenzids probat a Hotelling-féle T*-teszt egy-
oldali valtozataval hajtjuk végre. A probastatisztika:

r’=Ne"wle, (16)

amely az F-eloszlast koveti. Az 6sszevetéshez a p; = 2 és
P> = N -2 paraméter(i, a szignifikanciaszinten vett F-elosz-
las inverzének irodalom (Timm 2002) szerinti atskalazasara
van sziikségiink:

To=2(N-DIN-2)F _q 2, n-2- (17)

Amennyiben 72 < Ty, teljesiil, a H, hipotézis elutasitasara
nincs okunk, ellenkezd esetben H | javara dontiink. Az, hogy
a (15) hipotézisek alapjan mely vektorok keriilnek elfo-
gadasra, nagymértékben fiigg a mérési eredmények szorasa-
tol. Ezért a teszt altal elfogadott u vektorokat pszeudo-
sajatvektoroknak nevezzik el, és az i jeloléssel latjuk el
megkiilonboztetve ezeket a k, tenzor kozvetleniil szamitott
u; sajatvektoraitol. Gyakorlati alkalmazasokban a félgom-

bot megfeleld stiriségli (legalabb 100, hozzavetdlegesen
egyenletesesen szétosztott pont a gdomb felszinén) haldzattal
diszkretizalva meghatarozhato a pszeudo-sajatvektorok el-
helyezkedése (a bemutatasra keriilé példakban 200 pontos
diszkterizalast hasznaltunk). A szamitas eredménye a geo-
fizikaban hasznalatos sztereogramokon koénnyen abrazol-
hato.

2.3. Statisztikai probak a forgasi anizotropia
ellendrzésére

A 2.2. alfejezetben leirt proba eredménye ugyan konnyen
vizualizalhat, azonban ez még nem dont a forgasi anizotro-
pia kérdésében. Lattuk korabban (1b. és ¢ dbra), hogy a for-
gasi anizotropiat megkozelithetjiik akar a sajatértékek (A =
Ay # A3), akar a sajatvektorok feldl (ha az u; és u, sajatvek-
torok altal kifeszitett sik minden, O kézéppontt vektora sa-
jatvektor, akkor a tenzor forgasi anizotrop). Amig a két
megkdzelités determinisztikus (mérési hibaval nem terhelt)
tenzorok esetén felcserélhetd, addig sztochasztikus tenzorok
esetén a két megkdzelités vezethet eltérd eredményre. En-
nek oka, hogy a tenzor elemei a sajatvektorokat és a sajatér-
tékeket eltérd, nemlinearis fliggvényekkel hatarozzak meg.
Ezért a k, tenzor elemeinek szorasa is eltéré modon jelent-
kezik a sajatvektorokban és a sajatértékekben. A 2.2. alfeje-
zetben ismertetett konstrukcio6 lehetévé teszi, hogy mindkét
megkozelités alapjan kiilon-kiilon statisztikai probakat hajt-
sunk végre. Azt is mondhatjuk, hogy — szemben a sajatérté-
kekre koncentral6 irodalommal — mindkét vizsgalat sziiksé-
ges ahhoz, hogy a forgasi anizotropia (s6t, az izotropia!)
kérdésében donteni tudjunk.

A sajatvektorokon alapulo vizsgadlat esetén a sztereo-
gramon a (15) proba elvégzése utan feltiintetjiik a @i pszeudo-
sajatvektorokat. Szemlélet alapjan is konnyen ellendrizhet-
jiik, hogy a pontfelhében harom, kettd, vagy egy diszjunkt
halmazt lehet elkiiloniteni. Harom elkiiloniilé halmaz an-
izotrop, kettd elkiiloniilé halmaz forgasi anizotrop, egy (6sz-
szefiiggd) halmaz pedig izotrop tenzorra utal. Ha szamsze-
rlsiteni is szeretnénk eredményeinket, akkor a k, tenzor

174

Magyar Geofizika 54/4



Sztochasztikus, kozel izotrop tenzorok statisztikai probai

szamitott sajatiranyaibol (ahogy utaltunk ra, a numerikus
eljarasok jellege miatt ebbdl mindig harom van) képezziik a
u; = (1A2)(u; + w;) vektorokat (i = 1, 2, = 2, 3, és i <)).
Amennyiben mindhérom u;; esetén a (15) proba H, alterna-
tiv hipotézise igazolodik, akkor a tenzor a sajatvektorok
szempontjabol anizotrop, ha pontosan egy u;; esetén igazo-
lodik Hj hipotézis, akkor a tenzor forgési anizotrop (u; €s u;
sajatvektorok sikjaban minden vektor sajatvektor), egyéb-
ként izotrop (mivel ekkor mindhérom u;; esetén Hy igazolo-
dik). E vizsgalatnal allitasunk erejét is igazolhatjuk: a H;-re
vezetd u;; vektoroknal a (15) proba erejét is szamszer(sit-
hetjiik (Timm 2002).

Konstrukcionk hasonldan alkalmas arra, hogy a (15) pro-
baval elfogadott iranyokban a sajatérték vizsgalatat hajtsuk
végre. Legyen két, kiillonboz6 pszeudo-sajatvektor i €s !
Mindkét esethez szamithatd a (9) Gsszefliggésben A-val je-
161t skalar:

— Ty
ATk, @y,

(18)

amelyet pszeudo-sajatértéknek neveziink. Természetesen A
a valodi sajatiranyokban a sajatértékkel egyenld. A pszeudo-
sajatérték valoszinliségi valtozo, k, elemeinek linearis fligg-
vénye (. = C + DKk,), ezért normalis eloszlasi. Nem nor-
malt statisztikai minta esetén C = 0 és D = [i1,1, ilyily, ti3il3,
iyl 2diiis, 2ii5t11]7. Normalt adathalmazra C = [i; — i3,
—iitiy, —iitis) T és D =[5 — i3, 43 — i3, 2ihily, 2ihils, 2it3i0;] .
A variancia-kovariancia matrix jelen esetben egyetlen ele-
mi: W; = DVD’. Célunk %, és %, varhato értékének dssze-
hasonlitasa, ezt kétmintas ¢-probaval tehetjiik meg, feltéve,
hogy a W, = W, teljesiil. Ezen feltétel teljesiilését F-proba-
val igazoljuk. A varhato értékek azonossagat vizsgald proba
hipotézisei:

>
>

Hy:
Hl : 5\,1

o (19)

2.

Y
>

A probastatisztikat a 2N — 2 szabadsagfoku ¢ eloszlas-
fliggvény inverzének a szignifikanciaszinten vett értékével
vetjiik Ossze:

M=l

t=VN——=, (20)
\/ WE+ W3
10="Ti—q2N-2 (21)

At <t esetben H hipotézis elvetésére nincs okunk, a két
sajatérték kiilonbsége statisztikai alapon nem allapithatod
meg. Ellenkezd esetben a két sajatérteket az a
szignifikanciaszinten kiilonbdzének kell tekinteniink. Prak-
tikus az imént ismertett probat ugy végrehajtani, hogy az
egyik pszeudo-sajatvektort k, egyik sajatvektoranak iranya-
ban vessziik fel (példaul @, = u,). Igy meg tudjuk jelolni
azon pszeudo-sajatvektorokat, amelyek pszeudo-sajatértéke
szignifikansan nem kiilonbozik valamelyik sajatértéktol.
Ennek segitségével a példaknal alkalmazott szinezés egyér-
telmi.

Nincs okunk feltételezni, hogy egy adott statisztikai min-
ta sajatértékeinek és sajatvektorainak vizsgalata ugyanarra
az eredményre vezet. Amig egy determinisztikus (mérési

1. tablazat | Determinisztikus tenzorok lehetséges osztalyozasa

Jel Sajatértékek Sajatiranyok diszjunkt halmazai

1 2 3
M=M= izotrop
B M=M#A\; forgasi
MEM =3 anizotrop
C M#EFME anizotrop

2. tablazat | Sztochasztikus tenzorok lehetséges osztilyozasa. A tabla-
zatban szerepl roviditések: KA — kismértékben anizotrop,
KFA — kismértékben forgasi anizotrop. A sajatértékeknél
alkalmazott = jellel arra utalunk, hogy a tenzor sajatértékei
statisztikai probaval nem megkiilonboztethetdek

Jel Sajatértékek Sajatiranyok diszjunkt halmazai

1 2 3
M=h=A izotrop KFA KA
B M=h#EM KFA forgasi KA
MEM= anizotrop
C MEME KA KA anizotrop

hibaval nem rendelkezd) tenzor esetén a linearis algebrabol
jol ismert médon csak harom lehetdség koziil valaszthatunk
(1d. 1. abran és az 1. tablazatban), addig statisztikai kiérté-
kelés esetén a megkiilonboztethetd esetek szama kilenc
(2. tablazat). A megndvekedett esetszam a tenzorelemek
szOrasabol eredd bizonytalansagot fejezi ki: példaul lehet-
séges, hogy a sajatiranyok a sztereogramon jol elkiiloniil-
nek, a hozzajuk tartozo sajatvektorok nagysaga olyan mér-
tékben bizonytalan, hogy nem doénthet6 el, melyik értéke
maximalis. Példaul az anizotropia meglétét csak akkor je-
lenthetjiik ki egyértelmiien, ha a pszeudo-sajatértékek szig-
nifikansan eltérnek és a pszeudo-sajatvektorok harom disz-
junkt halmazt alkotnak. Hasonloan sziikséges, hogy mind a
sajatértékek, mind a sajatvektorok szerint igazolddjon a for-
gasi anizotropia vagy az izotropia. A gyakorlat szempontja-
bol érdemes a 2. tabldzat hasonlo jelentési cellait 6sszefog-
lal6 névvel illetni: a bevezetésben mar emlitett, kismérték-
ben anizotrop (KA) tenzorokat a 2. tabldzat 3A és 3B cellai
tartalmazzak. Ezekhez hasonlit az az eset, a harom sajatér-
ték kiilonboz6 ugyan, de a pszeudo-sajatiranyok nem kiilo-
niilnek el eléggé, egy vagy két diszjunkt halmazt alkotnak
(1C és 2C cellak). irasunkban ezeket az eseteket is kismér-
tékben anizotropnak tekintjiik. Az elnevezéssel arra utalunk,
hogy az anizotropia pontosan egyik feltételének teljestilését
tuduk igazolni. Hasonloan jarunk el a forgasi anizotropia
esetében is: a pontosan két megkiilonbdztethetd sajatérték-
kel és egy halmazt alkoto pszeudo-sajatvektorokkal rendel-
kezd, tovabba a két halmazt adé pszeudo-sajatvektorokkal,
de megkiilonboztethetetlen sajatértékekkel jellemezhetd
tenzorokat kismértékben forgasi anizotropnak (KFA) nevez-
ziik, ezek a 2. tabldzat 1B és 2A cellaiban talalhatoak.
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2.4. A zajérzékenység vizsgdlata

A 2. tablazatban bemutatott, a determinisztikus tenzorokhoz
szokott kutato szamara talan furcsanak tiing esetek nem el-
hanyagolhatd mennyiségben jelennek meg a paleomagneses
mérések kozott. Mielott terepi mérések kiértékelését mutat-
nank be, szimulalt adatsorokon vizsgaljuk az eljaras miiko-
dését. Tegyiik fel, hogy egy hipotetikus f6ldrajzi hely k;
mérési eredményi az egzakt K, tenzort kozelitik! Az egy-
szeriség kedvéért feltessziik, hogy nincs sziikség normalasra
és az O kozpontu koordinata-rendszer tengelyei egybeesnek
ko sajatiranyaival (azaz ko1 = ko,13 = ko3 = 0). A terepi
mérések jelleméen N =20 ... 40 mérési eredményt szolgal-
tatnak, ennek megfeleléen a szimulaciokat N = 30 méretii
mintan hajtottuk végre. Az egyes szimulalt mérési eredmé-
nyeket az egzakt tenzorbdl allitottuk eld:

k; = kg + Ar;, (22)
ahol r; elemei standard normalis eloszlasbol huzott szamok,
A a szimuldcioban felvett szoras. A szimulaciok soran kg

1

3 tablazat | N = 30 szimulalt mérési eredménybdl képzett statisztikai
mintak kiértékelése. A szimulaciok feltiintetett kimenetelei
a 2. tabldzat cellaira utalnak. A szimulacié sztochasztikus
jellege miatt elvben barmely kimenetel lehetséges. A
tobbszori futtatas esetén leggyakoribb kimeneteleket tiin-
tettilk fel, a zardjelben szereplé kimenetelek ritkabban,
de érzékelheté mennyiségben (koriilbeiil 1-5%-o0s gyako-
risaggal) jelentkeznek
ko kg sajatértékei  A=0,001 A=0,010 A=0,100
1A M =h=2=1,00 1A 1A 1A
}\.1 = }\,2 = 1,01 2B
2B A3 =1,00 2B (1C, 1B) 1A
}\,1 = ],0] 3C
3C A =1,00 3C (1B, 1C 1A
A3 =0,99 2B, 20)

rendre izotrop (A = A, = A3), forgasi anizotrop A; = A, #

A3) és anizotrop (A; # Ay # A3) tenzor volt, a (3) 0sszefiig-
gés nyoman a A-szorast a sajatértékek kiilonbségének mi-
nimuma kornyékén vettiik fel. A szimulacié eredményeit

2

3

2. abra | Szimulacios példak a 2. tabldzat osztalyaihoz. A szimulaciok bemend paraméterei az egyes esetekhez (A, A, A3, A) alakban (v0. a 3. tabla-
ztattal): 1A: (1,01, 1,00, 0,99, 0,050), 2A: (1,01, 1,01, 1,00, 0,005), 3A: (1,01, 1,00, 0,99, 0,009), 1B: (1,01, 1,01, 1,00, 0,010), 2B: (1,01,

1,01, 1,00, 0,001), 3B: (1,01, 1,00, 0,99, 0,007), 1C: (1,01, 1,00, 0,99, 0,016), 2C: (1,01, 1,00, 0,99, 0,013), 3C: (1,01, 1,00, 0,99, 0,005)
Figure 2 | Simulations for the classes of Tuble 2. The input parameters in (A, A, A3, A) form (see also Table 3): 1A: (1.01, 1.00, 0.99, 0.050), 2A: (1.01,
1.01, 1.00, 0.005), 3A: (1.01, 1.00, 0.99, 0.009), 1B: (1.01, 1.01, 1.00, 0.010), 2B: (1.01, 1.01, 1.00, 0.001), 3B: (1.01, 1.00, 0.99, 0.007),
1C: (1.01, 1.00, 0.99, 0.016), 2C: (1.01, 1.00, 0.99, 0.013), 3C: (1.01, 1.00, 0.99, 0.005)
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a 3. tablazatban foglaltuk 6ssze. Varakozasinknak meg-
felelden, a sajatértékek kiilonbségénél kisebb szoras ese-
tén (A = 0,001 oszlop) mddszeriink egyértelmiien beazo-
nositja K tipusat (azaz a hibas besorolas valosziniisége A
csokkenésével tart a nullahoz). Ezzel szemben tal nagy
szoras (A = 0,1 oszlop) esetén barmely adathalmaz
tipikusan izotropnak bizonyul. A masodik és harmadik
sorban felvett ki sajatértékek kiilonbségeinek minimu-
maval megegyezd szoras (A = 0,01) esetén a szimulacio
kimenetele jellemzéen visszadja k, tipusat, azonban
idénként KA és KFA besorolast kapunk eredményiil. Ez A
novelésével egyre gyakrabban fordul el6 jelezvén, hogy a
A = 0,1 oszlopban nagy valdszinliséggel 1A kimenetelre
szamithatunk. Szimulacidink alatamasztjak a (3) Ossze-
fliggés kapcsan leirtakat: modszeriink olyan tartomany-
ban is képes (legalabb részlegesen) reprodukalni ky tipu-
sat, ahol az irodalomban talalhaté megoldasok mar izo-
tropiat jeleznek.

Végezetiil a szimulacids adatok lehetové teszik, hogy a
2. tablazat osztalyainak egy-egy jellemz0 elemét sztereo-
grammon abrazoljuk. A 2. dabran kiillonb6zo sajatértékek
és A-szoras mellett (o = 0,05 szignifikanciaszinten) mu-
tatjuk be a sztochasztikus tenzorokra jellemz$ sztereo-
grammokat. Az itt €s a késobbi abrak sztereogramjain a
maximalis irany (A,) sajatvektorat piros, a kdzépso (A,)
sajatvektorat kék, mig a minimalis irdny (A3) sajatvektorat
sarga szin jeloli. Amennyiben a maximalis és az interme-
dier irany sajatértékei nem elkiilonithetdek, akkor a
pszeudo-sajatvektorok lila szintiek, az intermedier és a
minimalis irdny sajatértékeinek megkiilonboztethetetlen-
ségét zold szin jeloli.

2.5. Terepi példak

Ebben az alfejezetben a gyakorlati alkalmazhatosag alata-
masztasara modszeriinket valds, terepi eredmények kiérté-
kelésére hasznaljuk fel. A bemutatasra keriild 6sszes példa
sztereogramjat a tektonikai korrekcid utan abrazoljuk. Az
Osszehasonlithatosdg miatt minden példanal megadjuk a
Jelinek-féle eljaras eredményeit is. Jelinek a sajatértékeket
k1, ky, ks szimbolumokkal jel6li, ezek teljesen mértékben
megfelelnek jelen iras A;, A, és A5 értékeinek.

Elséként Obarok adatsorat (N = 14) vizsgaljuk (3a. dbra).
Ez a statisztikai minta szigoruan véve nem lenne vizsgalha-
t6 Jelinek modszerével mert a Ay = k; és A, = k, sajatvekto-
rokhoz tartozd sajatiranyok konfidenciaellipsziseinek na-
gyobbik nyilasszoge béven meghaladja a 25 fokot. A 2.2. al-
fejezetben részletezett eljarast hasznalva a szeterogramra
vetitjiik az a = 0,05 szignifikanciaszint mellett elfogadott
pszeudo-sajatvektorokat. Abrank megmutatja, hogy az
adatsorban meglévd szoras mellett mely iranyokrol lehet
valdszinisiteni, hogy azok az adatsor ered6 tenzoranak sa-
jatiranyai. Az abran a pszeudo-sajatvektorok altal megjelolt
tartomanyok 1ényegében megfelelnek a Jelinek-féle mod-
szer konfidenciatartomanyainak, azonban azokkal szemben
egzaktaknak tekinthetéek. A vektorok eloszlasa alapjan a
mérési eredmények ereddje forgési anizotrop: a peszeudo-
sajatvektorok két diszjunkt halmazt alkotnak: a minimalis
(sargaval jelolt) u; iranyban a halmaz kiterjedése kicsiny, a
masik halmaz azonban jelentOs kiterjedésii. A forgasi an-
izotropiat igazolja, hogy az u; és u, (az eredd tenzorbol
kozvetleniil szamitott) sajatvektorok altal kifeszitett sikon
korbe minden egységvektor a (15) proba Hy) hipotézisét adja
eredményiil. Ezen a sikon a pszeudo-sajatértékekre készitett
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3.4bra | Obaroki mintacsoport. a) Jelinek statisztika; Anisosoft 4.2, b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignikansan kiilonboz6 sajatértékek
Figure 3 Specimens from Obarok. a) Jelinek statistics; Anisosoft 4.2, b) Pseudoeigenvectors and significantly different eigenvalues

Magyar Geofizika 54/4

177



Sipos A. A.

Paleogeographic
coordinate
system

Equal-area
projection
N=11

270

K18

K2 A

£l 180 a)
4. abra | Solymari mintacsoport. a) Jelinek statisztika; Anisosoft 4.2, b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignikansan kiilonbo6z6 sajatértékek
Figure 4 Specimens from Solymar. a) Jelinek statistics; Anisosoft 4.2, b) Pseudoeigenvectors and significantly different eigenvalues

(19) proba szignifikans kiilonbséget jelez, ezt az abran a pi-
ros (= maximalis szuszceptibilitas iranya) és kék (= inter-
medier irany) szinekkel kiilonitjik el. Osszefoglalva, a
2. tablazat szerint az 6baroki minta a 2C osztalynak felel
meg (kismértékben anizotrop). Felmeriil a kérdés, hogy ak-
kor az adathalmaz rendelkezik-e iranyultsaggal? A minima-
lis sajatvektor iranya teljesen egyértelmil. A sajatértékek
szignifikans kiilonbsége miatt védhetd, ha a sztereogramon
az eredd tenzorhoz szamitott maximalis és kozépsé sajat-

vektorokat is feltlintetjiik. Azonban az eredmények értéke-
1ésénél érdemes figyelembe venniink, hogy ez a megoldas
,»gyengébb” egy valdban anizotrop tenzorhoz képest. Ez
éppen a 2. fejezetben emlitett, gyenge iranyultsdgot okozd
mechanizmusra utal.

Az oObaroki adatsorhoz hasonlonak tiinik a solymari
adathalmaz (N = 11, 4. dbra), itt Jelinek modszerével
szamitott konfidenciaellipszisek részben atfedik egy-
mast. Az adatsor eredd tenzora mind a sajatvektorai,
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5. dbra Feny6f6i mintacsoport. a) Jelinek statisztika; Anisosoft 4.2, b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignikansan kiilonboz6 sajatértékek
Figure S Specimens from Feny6f6. a) Jelinek statistics; Anisosoft 4.2, b) Pseudoeigenvectors and significantly different eigenvalues
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mind a sajatértékei alapjan forgasi anizotrop, a maxima-
lis és a k6zEéps6 irany a mintabol nem kiilonithetd el, (2B
osztaly a 2. tabldzatban). llyen esetben az eredd tenzor
maximalis és kozépsé sajatirdnyainak feltiintetése a
sztereogramon kimondottan félrevezetd: az adott minta-
hoz nem létezik plauzibilis érv arra, hogy miért pont a
bejeldlt iranyokat tekintsiik maximalis és intermedier
iranynak.

Utols6 példank Feny6fé (N = 9, 5. dbra). Az eredd
tenzor a Jelinek-féle eljarassal anizotropnak tinik, a
konfidenciaellipszisek kiterjedése kicsiny, nincs okunk a
moédszer alkalmazhatdsagaban kételkedeni. Azonban ki-
szamitva az ered6 tenzor sajatértékekeit azt talaljuk, hogy
A = ky és \y = ky értéke meglehetdsen kozel esik egymas-
hoz. Ez felveti, hogy vajon a (3) egyenletben a sajatérté-
kek kiilonbsége, vagy a A-szoras a kisebb. Uj modszeriink
a sajatvektorok tekintetében megerGsiti az anizotropiat, a
pszeudo-sajatvektorok harom diszjunkt halmazt eredmé-
nyeznek, raadasul mindegyik halmaz csak a sztereogram
kis részét fedi. Azonban a sajatvektorokkal kapcsolatban
az deriilt ki, hogy A = ky és A, = k, nem kiilonboztethetd
meg, ami az emlitett kis eltérés miatt nem is tlinik megle-
ponek. Az eredményt Gigy interpretalhatjuk, hogy a maxi-
malis és a kozépso sajatirany elhelyezkedését nem tudjuk
eldonteni, ambar lehetséges iranyuk kis szdgtartomanyban
helyezkedik el. A statisztikai minta alapjan mindkét, lila-
val jel6lt halmaz tartalmazhatja a maximalis iranyt. Ezen
adatsor eredo tenzora a 2. tabldazat szerinti 3B esetet kép-
viseli (kismértékben anizotrop). Utolsé példank ramutat
arra, hogy pusztan a Jelinek-modszer konfidenciaellipszisei
alapjan, ,,ranézésre” vélelmezett anizotropia téves is lehet,
mert ez még nem garantalja a sajatértékek szignifikans el-
kiiloniilését.

A bemutatott példakat kiilonboz6 szignifikancia szinten is
elemeztiik. Vizsgalataink szerint a szignifikanciaszint val-
toztatasa a 0,01 < a < 0,20 tartomanyon a pszeudo-sajat-
vektorok halmazat csak kis mértékben modositja, a szignifi-
kansan kiilonb6z6 sajatértékek szamara pedig nincs hatas-
sal. Ez kiilonosen alkalmassa teszi modszeriinket a kismér-
tékben anizotrop tenzorok vizsgalatara.

3. Eltéro eredetii mérési eredmények
kiilonvalasztasa klaszter analizissel

A gyakorlatban a forgasi anizotropiat mutat6 (vagy ahhoz
kozel allo) mérési eredmények felvetik azt a kérdést, hogy
vajon nem két vagy esetleg tobb fazis adatai keriiltek-e
kiértékelésre. Mint lattuk, N darab mérési eredménybdl a
k. eredd tenzor kotottségek nélkiil szamithato. Az N darab
mérési eredmény egy statisztikai mintaba sorolasa onké-
nyesnek is mondhato. A dontés mogott az a feltételezés
huzodik meg, hogy az adott mintacsoport valamekkora
zaj mellett ugyanazt a koézetfizikai mennyiséget appro-
ximalja. E feltevés gyakran vitathatd. Ebben a fejezetben
a mintan beliili csoportok elkiilonitésére egy, a klaszter-
analizisbdl ismert mdodszert mutatunk be. A klaszteranali-
zis kiterjedt irodalmaban szinte megszamlalhatatlan algo-
ritmust publikaltak. Mi kizarolag felhasznalni szeretnénk
egy, a problémanknak megfelelé modszert. Munkank so-
ran tobb eljarassal is kisérleteztiink (pl: K-mean, Hierar-
chikus Klaszterek, Gaussian Mixture Modellek stb.), a
dbscan algoritmus (Ester et al. 1996) kiemelked6en jo
eredményeket szolgaltatott. Az eljaras az N elemii minta
stiribb tartomanyait célozza kiilonvalasztani. Mas, klasz-
teranalizishez hasznalt eljarasokkal szemben nem sziiksé-
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6. abra | Orondpusztai mintacsoport. a) Jelinek statisztika; Anisosoft 4.2, b) Pszeudo-sajatvektorok és a szignikansan kiilonboz6 sajatértékek
Figure 6 | Specimens from Orondpuszta. a) Jelinek statistics; Anisosoft 4.2, b) Pseudoeigenvectors and significantly different eigenvalues
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ges eldre definialni a szétvalasztandd klaszterek szamat.
A (2) egyenlet alapjan 6 darab fiiggetlen elem hatarozza
meg a szuszceptibilitasi tenzort, igy egy mérési eredmény
egyértelmiien megfeleltethetd egy D = 6 dimenzids tér
egy pontjanak. Az eljarashoz elengedhetetlen a pontok
kozotti tavolsag definialasa, mi a munkankban a legelter-
jedtebb, euklideszi tdvolsagot vessziik alapul (azaz a vizs-
galat tere R6). A normalds a ponthalmazt &sszehtzza,
ezért a klaszter analizist a normalatlan adathalmazon ér-
demes végrehajtani.

A klaszeranalizisben hasznalt eljarasok jellemzden nagy,
tobb ezer vagy akar tobb millié adatpontot tartalmazo min-
tak elemzésére hasznalatosak. Ezért is fontos kiemelni,
hogy a klaszteranalizissel kapott eredményt csak egy oOtlet-
nek és nem végeredménynek tekintjiik. Amennyiben az itt
bemutatasra keriilé vagy mas eljarassal tobb klasztert azo-
nositunk a mérési eremények halmazan, akkor azt érdemes
statisztikai eljarassal is megvizsgalni. Ilyen eljarast mutat be
a 4. fejezet. Az ott bemutatandé modszerekkel a gyakorlott
kutaté sajat, klaszterekre vonatkozé hipotéziseit is ellen-
Orizheti.

3.1. Példa

Az N = 24 elemi orondpusztai adatokat harom foldtani ré-
tegb6l mintaztak. A teljes minta egyiitt a 6. dbra szerinti
sztereogramot eredményezi, a k, eredd tenzor forgasi anizo-
trop, sem a sajatvektorok, sem a sajatértékek nem engednek
anizotropiara kovetkeztetni. Osztalyozasunk szerint (2. tab-
lazat) ezen adatsor eredd tenzora (k,) a 2B osztalyba tarto-
zik.

A normalatlan statisztikai minta klaszter analizise harom
csoportot kiilonit el, ezek egy mérés kivitelével (amely a
kettes klaszter helyett az egyes klaszterbe keriil) megfelel-
nek a harom foldtani rétegnek, ahonnan a mintak szarmaz-
nak. A 7. abra mutatja a harom csoport (kiilon-kiilon szami-
tott) eredd tenzoranak peszeudo-sajatiranyait (részletek a
2. fejezetben) €s a szignifikansan megkiilonboztethetd sajat-
értékeket.

4. Ered6 tenzorok osszehasonlitasi lehetdségei

A 3. fejezet eljarasa egyes mérési eredmények tavolsagan
alapul, nem veszi figyelembe a mérési eredmények kozotti
szorossagot. Ezért a szétvalasztas eredményét csak akkor
fogadjuk el, ha statisztikai probaval is sikeriil igazolni, hogy
a megtalalt klaszterek statisztikai alapon is kiilonbozdek.
Azonban az eljaras nem csak a klaszterek dsszehasonlitasa-
ra hasznalhato6. A paleomagneses vizsgalatok soran gyakran
az eredményiil kapott szuszceptibilitasi tenzort vagy annak
egyes jellemzoit (elsésorban a sajatvektorok irdnyait) mas,
nem magneses vizsgalatokbol kapott eredményekkel is 6sz-
szevetik. Jo példa erre a magneses lineacio és a csapasirany
vagy az AMS tenzor és a mikrotektonikai fesziiltségtenzor
Osszehasonlitasa.

4.1. Tenzorok osszehasonlitasa kozvetleniil az elemeik
alapjan

Tegyiik fel, hogy a 2. fejezet szerinti k, tenzort és V kova-
rianciamatrixat ismerjiik. Adott egy 3x3-as, szimmetrikus,
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7. abra | Az orondpusztai mintacsoport harom klasztere megfelel a magmintak forrasaul szolgal6é harom foldtani rétegnek. a) 1. klaszter: Jelinek
statisztika, b) 1. klaszter

Figure 7

The three clusters of the specimens from Orondpuszta fit well to the three geological layers where the specimen were taken from.

a) Cluster 1: Jelinek statistics, (b) Cluster 1
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7. abra

Az orondpusztai mintacsoport harom klasztere megfelel a magmintak forrasaul szolgal6é harom foldtani rétegnek. c) 2. klaszter:

Jelinek statisztika, d) 2. klaszter, e) 3. klaszter: Jelinek statisztika, f) 3. klaszter
Figure 7 | The three clusters of the specimens from Orondpuszta fit well to the three geological layers where the specimen were taken from
¢) Cluster 2: Jelinek statistics, d) Cluster 2, ¢) Cluster 3: Jelinek statistics, f) Cluster 3

valés elemil 6 tenzor, egyenlére ennek szorasatdl tekint-
siink el. Célunk olyan statisztikai probak felallitassa, ame-
lyekkel a két tenzor azonossagat igazolni tudjuk. Minde-
nek el6tt tisztaznunk kell, hogy pontosan mit értiink azo-
nossag alatt. Mar utaltunk ra, hogy a geofizikédban a ten-
zorok sajatiranyainak van kitiintett szerepe, ezen tul a sajat-
értékbol képzett aranyok lehetnek még fontosak (pl. linea-
cios fok). A 2. fejezetben ramutattunk, hogy a sajatvektorok
statisztikai elemzése nem trivialis feladat. Tenzorok 0ssze-
hasonlitasakor donthetiink Ggy, hogy a két tenzor abrazola-
sara szolgald matrixok azonossagat vizsgaljuk. Megmutat-

juk, hogy a tenzorok elemenkénti Gsszehasonlitisa még
akkor is jarhato 0t, ha a sajatvektorok azonos allasat szeret-
nénk igazolni. A matrixok Osszehasonlitasanak nehézsége
abban rejlik, hogy a k, és a ¢ tenzor skalarinvaridnsai
(Itskov 2007, Roman 2005) akar jelentdsen is eltérhetnek.
(A tenzorok normalasa kapcsan mar érintettiik ezt a prob-
Iémat.) Olyan linearis transzformaciot keresiink, amely a
tenzor sajatvektorainak iranyat nem valtoztatja meg, azon-
ban a matrixelemekben a leheté legkisebb eltérést ered-
ményezi. A valasztott transzformaciot a ¢ tenzoron mutat-
juk be:
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6 =10+nl, (23)
ahol I az egységtenzor, t; és t, tetszéleges valos szamok,
t; #0. Legyen a 6 tenzor egy v; sajavektorahoz tartozo sajat-
érték u; (6sszhangban a (8) Osszefiiggéssel: 6v; = w;v;)!
Vizsgaljuk 6 €s v; szorzatat:

W= (t10'+121)vl~ =HuiVi+0v = (tl,u,' +12)V,'. (24)

Tehat a transzformalt tenzor megérzi az eredeti 6 tenzor
sajatvektorait, i-edik sajatértéke pedig a t;u; + t, értéket ve-
szi fel. (Megjegyezziik, hogy a (23) transzformacid a szim-
metrikus ¢ tenzorhoz a szimmetrikus 6-t rendeli hozza.)
Kérdés, hogyan vegyiik fel a #; és t, szorzokat. Az egyik
lehetdség, hogy k, €és 6 tenzor pontosan két skalarinvariansat
egyenlové tesszilk. Statisztikai szempontbdl azonban ez
nem feltétleniil optimalis. A k, és a 6 tenzorok elemei kozott
legkisebb eltérését akkor kapjuk, ha ¢ és ¢, szamokat legki-
sebb négyzetek modszere szerint vessziik fel (Timm 2002).

A két 6sszehasonlitando tenzor egyezését vizsgalhatnank
elemenként, mind a 6 (normalt esetben 5) paraméterre ¢-pro-
bat illesztve. Azonban ismeretes, hogy ez a megkozelités
szorosabb Osszefliggést mutat, hiszen nem veszi figyelem-
be, hogy a 6 (normalt esetben 5) paraméter egymastol nem
fliggetlen valdszinliségi valtozd. Ezért a t-proba 2. fejezet-
ben mar bemutatott, tobbdimenzids valtozatat, a Hotelling-
féle T*-eljarast hasznaljuk. Nem normalt vizsgalatnal ky és
6 clemeibdl képezziik a kovetkezd vektorokat:

k= [kt ka2, k33, k12, kaz k3] (25)
& =[611,622.633,612,623,613)" (26)
normalt esetben pedig
k= [kap,k33,k12, ka3, k3] (27)
6 = [622,633,612,623,613] . (28)

A statisztikai probahoz a H, nullhipotézis és a H, alterna-

tiv hipotézis: -

H() 6=k

H :6+k

A Hotelling-féle T2 probastatisztikat és az a szignifikan-

ciaszinten a 7|, kiiszobértéket a kovetkezd Osszefliggések
szolgaltatjak:

29)

7’ =Nk-8)"V(Kk-8&), (30)
T (1)

ahol 'y _q ,, ny—pap és (N~ p) paraméterli F-eloszlas, p = 6
normalas nélkiili és p = 5 normalt statisztikai mintara.
Amennyiben T? < T, a H, hipotézis elutasitisara nincs
okunk, a két tenzor statisztikai értelemben azonos, az azo-

nossag szorossagat mérhetjiik a
C=(Ty~T?)/Ty (32)

hanyadossal. (Ezt természetesen a cikkiinkben szerepld 6sz-
szes proba esetén megtehetjiik.)

Tegyiik fel, hogy 6 elemei k, tenzorhoz hasonldéan nor-
malis eloszlasu valdsziniiségi valtozok. Legyen ¢ egy M
mérésbdl allo adathalmaz varhatd értéke, a tenzorelemek
kapcsolatat jellemzd variancia-kovariancia matrixot jeldlje
O! A (23) transzformacio linearis, ezért 6 elemei is normalis
eloszlast kovetnek, kovariancia matrixuk @ = 17 @. Tegyiik
fel, hogy © = V teljesiil. A kétmintas T>-proba végrehajta-
sahoz a kovetkezo 6sszefiiggések adodnak:

A

(N—=1)V+(M—1)0

w= (VD8 (33)
NM - 1,5 =~

]ﬂ2 = m(k*G)TW 1(](*(;)7 (34)
N+M-2

Ty = MFlf(x.p.NJerpfl- (35)

OTN+M-—p-1
Az imént ismertetett probakat kdzvetleniil a tenzorok ele-
mein hajtjuk végre, ezért a H hipotézis teljesiilése a kozel
es0 sajatiranyok mellett a tenzorok skaldrinvariansainak ko-
zelségét is valosziniisiti. Ennek nyoman egyes, a tenzornak
megfeleltethetd ellipszoid jellemzok is kozeliek lesznek,
mégha a fétengelyaranyok a (23) transzformacio kovetkez-
tében eltéroek is. JO példa erre a szerkezetfoldtani irodalom-
ban (Angelier, 1990) hasznalatos, az ellipszoid lapultsagat
mér6 kovetkezo skalar:
-3
M A3
amely a (23) transzformacio6 alatt invarians. A (29) proba H
hipotézise a sajatiranyok kozelségén tal azt is valdszindsiti,
hogy a @ skalar k, és ¢ tenzorokra nem mutat szignifikans
eltérést.

(36)

4.2. Tenzorok dsszehasonlitasa sajatvektoraik alapjan

A geofizikai gyakorlat szamara talan természetesebb lenne,
ha kozvetleniil a sajatiranyok alapjan lehetne elvégezni a
statisztikai 6sszehasonlitast. Esetenként ez nemcsak tenzo-
rok dsszehasonlitasakor jelentkezik, hanem példaul k, egyik
vagy masik sajatvektorat szeretnénk egy mas forrasbol is-
mert v vektorral 6sszevetni (példaul a foldrajzi helyen mért
csapasirany €s a szuszceptibilitasi tenzor maximalis, linea-
ciés iranya kozotti egyezést szeretnénk kimutatni). Ennek
nehézsége, ahogy azt mar korabban emlitettiik abban all,
hogy a tenzorelemek mérési hibaja ranézésre nem megjo-
solhaté modon befolyasolja a sajatvektorok pontossagat.

Akar a v vektor, akar a ¢ tenzor sajatiranyaival dolgo-
zunk, kézenfekvo a 2. fejezet modszerét felhasznalni. Az
ismert v vektorrdl a 2. fejezet (15) probajaval tudjuk eldon-
teni, hogy lehet-e a k, valamely sajatvektora. Ertelemsze-
rlien ez a vizsgalat akkor jelent értékelheté eredményt, ha a
k, sajatvektoranak bizonytalansaga kicsi. Azaz a proba el-
végzésén tal sziikségesnek latszik a 2. fejezetben részlete-
sen ismertett moédon a sztereogramon feltiintetni az dsszes
pszeudo-sajatvektort. Amennyiben v kdrnyezetében csak
kis szogeltérésekkel helyezkednek el pszeudo-sajatvektorok,
akkor joggal mondhatjuk, hogy v a megfelel6 sajatvektorral
statisztikai értelemben megegyezik.
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Tenzorok Osszehasonlitdsakor donthetiink tigy, hogy ©
sajatvektorait egyesével elemezziik. Ha egyik sajatvektor
esetén sem tudjuk a (15) Hy hipotézisét elvetni, akkor az
o szignifikanciaszint mellett a két tenzor kiilonbsége nem
allapithatdo meg (legalabb is a sajatvektor irdnyaik alapjan).
Azonban ebben az esetben nem vettik figyelembe a
(9) egyenletben definialt vektor elemei kozotti kovarianciat.
Ez a megkdzelités azt a kritikat veti fel, hogy l1ényegében itt
harom, egymastol fiiggetlen vektorként tekintiink ¢ sajat-
vektoraira. Egzaktabb eljarashoz el6 kell allitani a ¢ tenzor
minden egyes v; sajatvektorahoz (i = 1, 2, 3) az A; vektort
és a 3x6-o0s (normalt esetben 3x5) B matrixot (Id. a (11)—
(13) egyenleteket). Legyen A = [ATATAT T és

B
B,
B3

B— (37)

Meg lehet mutatni, hogy v; tulajdonsagaibol (ortogonalis
egységvektorok) kovetkezik, hogy B rangja 3. A linearisan
fiiggd sorokat tordlve nyerjiik az A vektort és a B matrixot.
AT 2-pr(’)bzival vizsgalando vektor pedig & = A + Bk,. Az
& vektor zérus voltat a (15) probaval analog modon, p = 3
paraméteres vizsgalattal igazoljuk vagy vetjiik el.

4.3. Példak

Egy vektor és a k, tenzor egy sajatiranyanak 6sszehasonlita-
sat a csapasirany €s a maximalis szuszceptibilitas (lineacio)
Osszevetésén mutatjuk be. Az N = 15 elemd minta Len-
gyelorszagbol, Chmiel helység melldl szarmazik. A minta

Present system

8. abra | A Chmiel (Lengyelorszag) helyiségnél vett mintacsoport. A
helyszinen mért csapasirany (310°-130°) jol egyezik az
anizotropiatenzor maximalis féiranyaval
Figure 8 | The specimens from Chimel, Poland. The strike (310°-130°)
of the locality fits well to lineation of the anistropy tensor

a 2. fejezet szerinti elemzéssel anizotrop (3C) osztaly
(8. dabra). A helyszini mérési adatok szerint a vetdsik
(220°/80°)-as, ebbdl a csapasirany (310°—130°)-nak adodik.
A csapasirany vektora nagyon jo egyezést mutat az eredd
C=0,95!

Ugyanezen minta esetén meriilt fel az a kérdés, hogy sta-
tisztikai alapon elkiilonitheté-e az els6 Ny = 5 mérés az
utols6 N, = 10 méréstdl, hiszen ezek ugyanazon mérési
hely mélyebb rétegeibdl szarmaznak. A 3. fejezet szerinti
eljaras szerint nem kiilonithet6 el két klaszter. Ennek elle-
nére vizsgaljuk meg a két részhalmaz eredd tenzorait!
A 4.1. alfejezet szerinti &sszehasonlitdas C = 0,39-et ered-
ményez, ami a két részhalmaz azonossagat mutatja. A sajat-
iranyok &sszehasonlitasa eltéré eredményre vezet: amig az
5 elemes részhalmaz pszeudo-sajatvektorai tartalmazzak a
10 elemes részhalmaz ered6 tenzoranak sajatvektorait, ad-
dig a forditott vizsgalatnal ez nem igazolhato. Mivel a
4.2. alfejezet vizsgalatainal v és ¢ szorasat nem vettiik fi-
gyelembe, a probak eltérd viselkedése nem meglepd. A két
részhalmaz 2. fejezet szerinti abrazolasa minden kétséget
eloszlat: amig az 5 elemes részhalmaz kevés és nagy szora-
st adata miatt forgasi anizotropiat mutat, addig a 10 elemes
részhalmaz anizotrop. Osszességében a statisztikai elemzés
alapjan nem lehet kijelenteni, hogy a két részhalmaz elkii-
6nitheté (ennek elsddleges oka az Otelemes részhalmaz
kicsiny elemszama).

Befejezésként a 3. fejezetben bemutatott, orondpusztai
mérést elemezziikk (6. és 7. dbra). A klaszterek szama
¢ = 3. Az i-edik klaszter esetén megvizsgaljuk, hogy le-
het-e azonos a j-edik klaszterrel (i, j =1, 2, ..., c, i #j ).
Ehhez a (33) 6sszefiiggésekkel adott probat hajtjuk végre.
(Mivel mindegyik klaszter adatait normaljuk, a (23)
transzformacio alkalmazasara nincs is sziikség.) Minden
esetben a proba H; hipotézisét kell elfogadnunk, azaz
modszeriink valosziniisiti a harom klaszter 1étét, a mérési
eredmények kiilonvalasztasat eljarasunk alatamasztja.
A sajatvektorok 4.2. alfejezet szerinti vizsgalata ugyaner-
re az eredményre vezet, amit a 7. dbra jobb oldalan sze-
replé szetereogrammok vizualis Osszehasonlitasaval is
konnyi belatni.

5. Osszefoglalas

Cikkiinkben kozel izotrop, stohasztikus tenzorok sajatérté-
keinek és sajatvektorainak elemzésére szolgalo statisztikai
modszereket ismertettiink. Ramutattunk arra, hogy ameny-
nyiben a tenzor abrazolasara hasznalt matrix elemei valoszi-
nliségi valtozok, akkor a sajatiranyok elkiiloniilé halmazai-
nak szama ¢€s a sajatértékek multiplicitasa kozotti kolesonos
Osszefiiggés nem all fenn. Ez drasztikusan eltér a determi-
nisztikus tenzorok esetén megszokott képtdl. A sztochaszti-
kus tenzorokra bevezetett G osztalyozas igéretes alkalmaza-
si teriilete a harmadiddszaki iiledékeken mért magneses
szuszceptibilitasi mintak eddigieknél finomabb és részlete-
sebb elemzése.
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Appendix

A.1. 3x3 szimmetrikus tenzor kéteszeres
multiplicitasu sajatertékkel

Tekintsiink a forgasi anizotrop k tenzort, ennek kétszeres
multiplicitasu sajatértékét jeldlje A;p = Ay = A, (a hozza
tartozo sajatvektorok u; és u,), az egyszeres multiplicita-
su sajatérték legyen A3! Tegyiik fel, hogy k a (23) transz-
formaci6 eredményeként allt eld. ¢; = 1 és t, = A, helyet-
tesitéssel kapjuk:

k=k+2A,1. (38)

Ekkor a k tenzor sajatértékei: A, =4, = &, = 0 (kétszeres
multiplicitdst) és A3 = A3 — A5 # 0. A (8) definicio és a (23)
transzformacio tulajdonsagai alapjan teljesiil, hogy

ku; =Kku, =0, (39)

azaz a k tenzor sorvektorai az u; és u, vektorok altal kife-
szitett sikra merélegesek (ami egyben azt jelenti, hogy u;
skalarszorosai). Igy

ol

K (40)
1

k=|p
q

7o 5

ahol a k; vektor a tenzor els6 sora, p és g tetszdleges, nem
zérus valos szam. Azonban a feltevéseink nyoman k szim-
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metrikus, igy (40) alapjan elemeire a kdvetkezd Osszefiig-
géseknek kell fennallniuk:

. /A(An P/Agn 6//%11
k= |pkit  p*kii pgkis (41)
gkii  pgkii ¢k

ahol k;; a k tenzor bal fels6 eleme. Igy az eredeti forgasi
anizotrop k tenzor elemei kozott a teljesiilnie kell, hogy

kiw ki ki3
k= ki ko ko3
ki3 koz ka3 (42)
ki +hi2 Apfm q]%ll
=| pkn szllj-?»lz Paki
qkyy Pakii ¢*ki1 + M2

Ismeretlenjeink: &1, Ao, p és ¢. A K tenzor kyy, kyp, ki3
és ky3 elemei az ismeretlencket egyértelmiien meghataroz-
28k (p = ko3 /k13, 9 = ks ko, k1) = kio/p €8 Mo = kyy — kyp).
Ezek segitségével a kovetkezé nemlinearis osszefliggések
adodnak:

5 3\ k
k22:[72k11+>\412:k11+(£) k[]*ﬁkm, (43)
ki3 ka3
27 Koy \ 2 k2
ks =q ki +ho=kp+ (= | kn—-—kiz. (44)
k12 ka3
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