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A magnetotellurikus (MT) modszer esetében azt feltételezziik, hogy a foldben az ionoszférabdl érkezd elektromagneses
sikhullamok hatasara aramok indukalodnak és ezek hatasat érzékeljiik az elektromagneses térkomponensekben. Kis mély-
ségl kutatasoknal, amikor a magnetotellurikus mérések nagyobb frekvenciadkra vonatkozo részei hordozzék az informaciot,
ez a sikhullamu kozelités feltétleniil teljesiil. Nagyobb mélységek esetén az alacsony frekvenciakhoz tartozo adatok a meg-
hatarozoak, ezért ekkor a feltételezett forras kiterjedésének és tavolsaganak a hatasa esetleg mar nem elhanyagolhato. Itt
most két modellre végziink szamitasokat. Az elsé modellnél azt feltételezziik hogy az elektromagneses teret az ionoszféraban
egy végtelen vonalforras gerjeszti. A masodik esetben pedig a forras egy adott, a felszinnel parhuzamos sikbeli specialis
arameloszlas. Nyilvanvalo, hogy a valosagban a forrasok nem ilyen egyszerliek, de azok a kdvetkeztetések, amelyeket a
forras vizszintes és fliggdleges tavolsaganak a hatasara, illetve magassagara vonatkozolag levonunk, bonyolultabb esetek-
ben is hasonloan érvényesek lehetnek.

Pracser, E.: The effect of the spatial characteristics of the source on the
magnetotelluric data

At the magnetotelluric method an electromagnetic plane wave, arriving from the ionosphere, is supposed to induce electric
current in the Earth, and the effect of these currents are observed in the electromagnetic field components. At explorations
for small depths, when the information is contained in the higher frequency domain of the magnetotelluric measurement,
this plane wave assumption is certainly valid. In the case of greater depths, data belonging to lower frequencies are signifi-
cant, so the effect of the extent and distance of the supposed source can not be negligible. In this paper calculations will be
performed for two types of models. At the first model a line current in the ionosphere is assumed to stimulate the electro-
magnetic field. In the second case the source is a special current distribution in a plane, parallel to the surface. It is clear, that
in reality the sources are not so simple, but the drawn conclusions, regarding the effect of the horizontal and vertical distance
of the source, may be valid for more complicated cases.
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1. Bevezetés kb. haromszorosa. Berdichevsky és Zhdanov (1984) azt

allitja, hogy ez a feltétel az esetek tilnyomo részében telje-

A magnetotellurikus mérések elsé alkalmazasai idején az
volt az altalanos vélekedés, hogy a modszer csak sikhullam
esetén ad pontos eredményt azaz feltételezték, hogy a szon-
dazas kornyezetében a gerjeszto elektromagneses tér x és y
iranyban csak kis mértékben valtozik. A mért elektromag-
neses értékekbdl a Tyihonov—Cagniard-impedancia, illetve
az abbol szamitott latszolagos fajlagos ellenallas és fazis
alkalmazasaval kovetkeztettek a fold rétegeinek a fajlagos
ellenallasara. Késobb Dmitriev és Berdichevsky (1979) iga-
zolta, hogy a Tyihonov—Cagniard-impedancia akkor is al-
kalmazhato, ha a magneses térer0sség vizszintes iranyban a
mérés kornyezetében nem elhanyagolhaté mértékben, de
linearisan valtozik. Hangsulyoztdk, hogy a magneses tér
valtozasa nagyobb mértékii is lehet, a 1ényeg a linearitason
van. A kdrnyezet mérete a kutatdsi mélység nagysaganak

stil, kivéve azt az esetet, amikor az elektromagneses térnek
lokalis maximuma van (sarkvidék). Feltételezhetd, hogy a
gerjesztd elektromagneses tér 300-500 km tavolsagban li-
nearisan valtozik, ezért a Tyihonov—Cagniard-képlet 100—
150 km mélységig alkalmazhato. Ez az allitas is indokolja
hogy foglalkozzunk a vonalforras esetével, és attdl nagyobb
tavolsagra vizsgaljuk az elektromagneses térkomponensek-
bol szamitott impedanciat. Ez a vizsgalat esetiinkben az
elektromagneses teret meghatarozo képletek és a modell-
szamitasok elemzésére vonatkozik. Most kétféle forrasra
elemezziik a Tyihonov—Cagniard-impedancia alkalmazha-
tosagat. Végtelen vonalforrasra és egy sikban eloszlo, x ten-
gely iranyt aramok altal keltett elektromagneses térre, ahol
az egyes aram elemek fazisa az y tengely mentén perio-
dikusan (szinuszosan) valtozik. Ilyen sikbeli aramok altal
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keltett elektromagneses tér alapjan szamithato MT impe-
dancia tulajdonsagait elemzi Price (1962) €s Price nyoman
Adam (1966). A sikhullami gerjesztésen alapuld magneto-
tellurikus mérési adatoknak a forras hatésa altal okozott tor-
zitasat korabban az impedancia korrekciojaval probaltak
kiegyenliteni. A korrigalt impedancia alapjan szamitott 1at-
szo6lagos fajlagos ellenallas- és fazisgorbéket elemezték és
hasonlitottak 6ssze a tipikus modellekre elézetesen kiszami-
tott és kozolt gorbeseregekkel. Ebben a cikkben egy masik
megoldas figyelembe vételét javasoljuk. Abban az esetben
amikor a forras torzitd hatasat egy ismeretlen mennyiség
okozza, akkor azt az inverzi6 soran egy ugyanolyan isme-
retlen paraméternek tekintjiik, mint a rétegparamétereket, és
azzal szamitjuk az eléremodellezést. Az inverzids algorit-
mus pedig erre a mennyiségre is ad egy becslést.

A pontforrasra és a vonalforrasra érvényes elektromag-
neses szamitasok rétegezett féltérre szamtalan cikkben és
szakkonyvben szerepelnek. Ugyanez mondhato el a sikhul-
lamu esetre, azaz a magnetotellurikus szamitasokra is. Az is
elfogadott tény, hogy ha a forrastdl tavolodunk, akkor az
elektromagneses tér kozelit a sikhullami esetre érvényes-
hez. Ennek az allitdsnak a matematikai levezetése viszont
nem magatol értetddd. Ezért ebben a cikkben a rétegezett
féltér esetére megmutatjuk a kapcsolatot a mar ismert vo-
nalforrasra vonatkozo és a sikhulldmu esetre érvényes kép-
letek kozott. A vonalforrasra vonatkozo képlet levezetésé-
nek 6 1épéseit is kozoljiik, az egyes 1épések részletes indok-
lasatol eltekintiink, hiszen ez a hivatkozott szakirodalomban
szerepel.

2. A végtelen kiterjedésti vonalforras
elektromagneses tere

A véges és végtelen vonalforras elektromagneses terét a
szakirodalomban a leggyakrabban az elektromos dipol teré-
nek integralasaval szamitjak. A végtelen vonalforras esetén
ennél egyszeriibb mddon is eljuthatunk az elektromagneses
tér meghatarozasahoz, ha a Maxwell-egyenleteket kozvetle-
niil erre a forrasra irjuk fel. Mivel ez a fajta megoldas a geo-
fizikai szakirodalomban nem tal gyakori, a Maxwell-egyen-
letek frekvenciatartomanybeli valtozatabol kiindulva leve-
zetjliik az MT impedancia képletét:

rotH=0 E +iwecE +s, )]

rotE =—iwuH. 2)

Az s forrasvektornak csak x iranyd komponense van, a
z tengely lefelé iranyul:

sx=10(y)o(z—h),

I a vezetben folyo aram erdssége, o jeloli a Dirac-o fiigg-
vényt, @ a korfrekvencia, 4 a magneses permeabilitas, ¢ a
dielektromos allando, o a kozeg vezetdképessége, # < 0 a
forras magassaga. Az elektromagneses teret az elektromos
vektorpotencial alapjan szamoljuk. A vektorpotencialnak
esetiinkben csak az x irany komponense kiilonbozik 0-tol.

Az elektromos dipdlnal a vektorpotencialnak z irany( kom-
ponense is van (Scriba, 1974), de szimmetriaokok miatt ez
most kiesik. A vektorpotencial igy

A

A= 0
0

alaku. Ismert, hogy az elektromos vektorpotencialbdl ho-
gyan szamithatok az elektromos és magneses térerdsség-
vektorok (Kaufmann, Keller 1985). Vegyiik figyelembe,
hogy az 4, nem fligg x-t6l, ezért div A = 0. Emiatt a végtelen
vonalforras esetén az elektromagneses tér vektorpotencial-
bol valo szamitasa leegyszeriisodik,

E=—iwuA, (3a)

H =rotA. (3b)

A Helmbholtz-egyenlet levezetése is ismert, de mivel vég-
telen vonalforrasra ez egyszer(ibb az altalanos esetnél, ko-
z0ljiik levezetésének 1ényeges 1épéseit. Az (1) egyenletbe
helyettesitsiik be E és H (3) képletekkel meghatarozott érté-
két! Ekkor az A vektorpotencialra kapunk egy differencial-
egyenletet:

rotrot A =—iowu(o+iwe)A+s.

Ujra figyelembe véve, hogy div A = 0, megkapjuk az A-t
meghataroz6 Helmbholtz-differencialegyenletet, amely tar-
talmazza a forrast is. Az ¢ dielektromos allandot a tovab-
biakban 0-nak vessziik, mivel a vizsgalataink elsésorban
kis frekvenciak esetére vonatkoznak, amikor ez az elhanya-
golas megtehetd.

AA—y°A=—s,

ahol y =./iwuo a hullamszam. A vektorpotencial x kom-
ponensére vonatkozo Helmholtz-egyenlet tehat
& A & A 4
AW AW AL
=-15(y)o(z—h).

Vegyiik a (4) egyenlet y valtozo szerinti Fourier-transz-
formaltjat! A.(y, z) Fourier-transzformaltjat jeloljik f(z, v)-
vel! A transzformalt differencialegyenletben az y szerinti
kétszeres derivalds egy —v> szerinti szorzatként jelenik
meg, a Dirac-d(y) fliggvény Fourier-transzformaltja az azo-
nosan 1 fiiggvény, ezért

L@ +77) —%f(z,v) _Ise-m. )

Ennek az egyenletnek a megoldasai homogén kdzegben a

z valtozé pozitiv és negativ kitevdjii exponencialis fliggvé-
nyeinek az 6sszegei. Az altalanos alak

Sz, v) = crexp(—nz) + c2exp (w2), (6)

ahol vi = v + . A megoldasnak ki kell elégitenie azt a
feltételt, hogy

lim /(zv)=0,
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tovabba z = h-nal a z szerinti derivaltjanak ugrasszeriien
meg kell valtoznia az (5) egyenlet jobb oldalan fellépd
Dirac-d miatt. A feltételeknek megfeleld fliggvény homogén
kozegben tehat

1
f(zv) ” exp(—v, |z—h).

Vakuumban, amely egy specialis homogén kézeg, o = 0
miatt v = iwuo = 0, ezért ekkor v, = v. Az f(z,v) fliggvény
homogén kozegbeli képletét és az altalanos megoldast (6)
figyelembe véve az f(z,v) fliggvény kiszamithato rétege-
zett féltér esetére. Ez szamos, a témakdrrel foglakozo mun-
kaban megtalalhatdo (Keller, Frischknecht 1966, Scriba
1974, Kaufmann, Keller 1983, Kaufmann, Keller 1985,
Weaver 1994). A megoldasok azon alapulnak, hogy az f
fliggvény megoldasa minden rétegben altalanosan a (6) kép-
lettel adhaté meg. Tovabba figyelembe kell venni, hogy az f
fliggvény ¢és annak a z szerinti derivaltja a réteghatarokon
folytonos. Rétegezett modellre az f fiiggvény rekurzioval
szamithat6, ennek tobbféle valtozata 1étezik. Most levezetés
nélkiil csak egyet mutatunk be, amely az R;(v) reflexios

egyiitthaton alapul.
V/ - V/‘+1
vb N vb + R].H(v)exp(—ZdejH)
_ itV
R;(v)= V=V (D
ey R, (v)exp(-2v,.d )
i TV
RII ( V) = O b

ahol n a rétegek szama, d; a j-edik réteg vastagsaga, o;
a j-edik réteg vezetdképessége, v/ =V’ + imus; = Vv + y;. Az
f(z,v) fuggvény értéke a felszin és a forras kozott Ry(v)
figgvényében

fEv) = %ﬂ”(exp(— vh)+ Ry (V)exp(vh)),
1%
h<z<0.

A.(y, z)-t az f(z, v) inverz Fourier-transzformaltjaval sza-
mitjuk. Vegyiik figyelembe, hogy f(z, v) v-nek paros fiigg-
vénye, ezért A.(y, z) egy koszinusz-transzformalttal is sza-
mithato. A vektorpotencial x iranyu komponense rétegezett
kozegben

4@@=éﬂ§%@4wmwn+ ®©

+Ro(v)exp(vz))cos(vy) dv.

A (8) képletben az integraljelen beliil azt a fliggvényt,
amellyel a koszinusz fliggvény meg van szorozva, mag-
fiiggvénynek (f(z,v)) is hivjuk. Az impedancia szamita-
sahoz sziikséges elektromagneses térkomponenseket a vek-
torpotencialbdl a (3) képletekkel szamitjuk. Az elektromos
térerdsség x irany( komponensét A.(y, z)-nek —iwu-vel
valo szorzasaval kapjuk:

E(@,y.2)=— ia),ulj exp(vh) (

exp(—vz)+
. P p(-vz)

0

+R, (v)exp(vz)) cos(vy)dv.

A magneses térerésség y iranyi komponense

H(@.5.2) == 4,(3,2) = [ exp(vh) (-exp(-v2)
+ Ro(v)exp(vz))cos(vy) dv.

Ezek a képletek szerepelnek Pirjola és Boteler (2001)
cikkében is. Az E((w, y, z)-t és a H(w, y, z)-t meghatarozo
képletek levezethetOk az x iranyu elektromos dipolra vo-
natkozé képletek integralasaval is. Figyelembe véve, hogy
az elektromos dipdl elektromagneses térkomponenseit meg-
hatarozo képletek a magfiiggvény és a Jo(vr) vagy a Ji(vr),
(r=[x*+]"?) Bessel-fiiggvény szorzatanak integraljaként
allnak eld, ehhez a

2c0s(v(y =) _
Y=Y 9)

= TJO (v\/(x -x,) +(y=y,) )dx0

integralt kell alkalmazni. A (9) képlet Watson (1966) 13.47
(5) képletének egy specialis esete. Osszességében ez egy
bonyolultabb eljaras lenne, mivel az elektromos dipdl ese-
tén a vektorpotencialnak z iranyu komponense is van. A
vektorpotencial z komponenséhez tartozo tagok az x szerin-
ti integralas soran kiesnek. Az impedancia értéke a felszinen
(z=0), végtelen vonalforras hatasa esetén

E(o) _

Z (o) = 2

(10)

_[: exp(vh) [l —-R, (v)] cos(vy)dv .

Az impedanciabdl a magnetotellurikaban jol ismert kép-
letekkel latszolagos fajlagosellenallas- és fazisértékek sza-
mithatok,

[P0 o e
|4

=i,

Z 2
(2@
ou

, #(w) = atan {MJ
RZ, (o)

A (10) képletben a v a nevezdben is szerepel, ami a ké-
s6bbiekben kényelmetlen lehet, mivel sziikség lesz a mag-
fliggvény v = 0-nal felvett értékére. Ezért ezt a nevezdben
levoé v-t érdemes kikiiszobolni egy atalakitassal, amely a
(7) rekurzios képleten alapul. A két fiiggvény, amelyeknek a
koszinusz-transzformaltja a (10) képletben szerepel, az ex-
ponencialis tényezok nélkiil

1(1+R0(v))= 2(1+R1(v)exp(—2v,d]))’ a1
v v, (1 —R(v)exp(-2vd, ))
(= R,(v)) = 2(1 - Rl(v)exp(—Zvldl )) (12)
(I—Rl(v)exp(—Zvldl))

alakban is irhat6. Magfiiggvényként a (11), (12) képletek
jobb oldalat akkor érdemes alkalmazni, ha sziikség van a
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v — 0 hataratmenetre, egyébként a bal oldali, tomorebb alak
a célszerlibb. Elemezziik most az impedancia (10) képletét,
hogyan alakul az értéke nagy magassagokra (%), vagy nagy
tavolsagokra (y). Tekintsiik el6szor a nagy magassag esetét!
Ha figyelembe vessziik a Dirac-d egy lehetséges eldallitasat
mint v fliggvényét,

Sw)= hlir?w@exp(Mh),

akkor a (10) képlet 1ényegesen leegyszertisodik, ha a szam-
1alot és a nevezot is megszorozzuk i abszolut értékével, és
azutan tartunk |A| értékével a végtelenbe. A Dirac-d egy fon-
tos tulajdonsaga, hogy egy folytonos, integralhat6 f fiigg-
vényre "
[80:) £()dv =1 £(0).
0

Ezt felhasznalva meghatarozhato (10) szamlaldja és ne-
vezdje. A v =0 behelyettesités a (11) és (12) képletek alkal-

mazasaval végezhetd el. fgy megkapjuk a vonalforrasra ér-
vényes impedancia képletét a 1 — —oo hataratmenet esetére:

(1 + R (0)exp(—27,d, ))
7 (1 _Rl(O)eXp(_271d1 )) .

Homogén féltér esetén R(0) = 0 teljesiil. Ekkor az MT
impedancia homogén féltérre jol ismert képletét kapjuk, v =

hlirgc Z (o,h) =1iou (13)

AW =0, +v,)+ 0, =V R, (Vexp(-2v,.d,, )

j+l

+((vj —v,)+,+ ij)RjH(v)exp(—Zv d

JH i+

0, azaz v; =y, esetén. A (7) rekurzids képlet alkalmazasa
akkor célszer(i, ha az egyes térkomponenseket kiilon-kiilon
is ki kivanjuk szamitani. Ez, amint megmutattuk, a magne-
totellurikus impedancia szamitasara is alkalmas, de erre a
feladatra a szakirodalomban egy masik rekurzids képlet ter-
jedt el. Vezessiik le ezt a fajta rekurzios képletet (7) felhasz-
nalasaval! A levezetést tetszdleges v értékre végezzik el,
mivel a késObbiekben erre a térfrekvencia-tartomanybeli (v)
impedanciara is sziikségiink lesz. A (13) képlet alapjan ve-
zessiink be egy 1) fiiggvényt!

_ 1+ R (v)exp(-2v,d))
1-R(v)exp(-2v,d,)

T,0)

Hatarozzuk meg a Tj(v)-re is a rétegek sorszama szerinti
rekurzios képletet! Azért, hogy a levezetés soran elkertiljiik
a bonyolult emeletes tortek hasznalatat, jeloljiik 4,(v)-vel a
Ty(v) tort szamlalojat és By(v)-vel a nevezdjét,

I+ R (v)exp(-2vd,)) A(v)
C1-R()exp(-2v,d,) Bv)

T,0) (14)

(14)-ben eldszor Ri(v) helyébe irjuk be a (7) rekurzios kép-
letet, majd a tortet bovitjiik (7) nevezdjével, majd (v; + vj+1)-
gyel. Kiilon szamitjuk (14) szamlalojat és nevezdjét. Kezd-
jik a szamlaloval:

eso(-21,,)

=V (1 +R, (V)eXp(_ZV/+1dj+1 )) TV (1 -R, (V)eXp(_2Vj+1d/+1 ))

+v, exp(—2v/.d/. )(1 +R,, (v)exp(—21//.+]an+I )) —v»Hlexp(—Zv/d/ )(1 -R,, (v)exp(—Zy/.HdM ))

= V.i (1 + eXp(—Zde/- ))(1 + Rj+1 (V)eXp(—2V d

JHIT j+1

(14) nevezdje:

B,(v)=(v, +v,.)+ (v, =V, DR, (")exp(-2v,,d,,, )
B ((Vf Vi)V VR, (V)exp (—ZV d

JHIT 1

)) Vi (1 - exp(_zvjd_/ )) (1 R, (v)exp(—2v_/.+1dj+, )),

))exp(—Zvjdj)

=V (1 + Rj+1(V)eXp(_2Vj+ldj+l )) TV (1 —R;, (v)exp {_2Vj+1dj+1 })

—V,exp (—2vjdj ) (1 +R,,,(V)exp (—21/j.+1a?j+1 )) +V,,,exXp (—2vjdj ) (1 —R,, (v)exp (—21/].+lalj+1 ))

=v, (1-exp(-2v,d, ))(1+ R, 0)exp(-2v,.,.d

JH1IT L

Képezziik 4/(v) és B(v) hanyadosat!

_ A4;,(v) Y coth(v,d )T,,(v)+v,,
B,(v) v, T, (v)+v,,coth(v.d))
_ coth(v.d)) (v, /v, )T ,(v)+1
(v, V) T (v) +coth(v d )

7,)
(15)

)) V., (1 + exp(—Zvjdj ))(1 -R,, (v)exp(—Zvjﬂa’j+1 ))

Ennek a rekurzidos formulanak létezik egy tomorebb

alakja:
v,
T,(v)=coth [vjdj +arcoth {V—’ T., (v)] J
g+ (16)

T.v)=1.
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Meg kell azonban jegyezni, hogy szamitastechnikai
szempontbol elényosebb a (15) képlet. Ha v — 0, akkor
megkapjuk a magnetotellurikara szokasos rekurziot:

Y
T/.=coth[7/jdj+arcoth . TMJ’ T =1

Jj+l
Az impedancia a felszinen a
Z] = 160/,[ T]/yl

képlettel szamithatd. A szakirodalom leggyakrabban ezt a
képletet hasznalja (Berdichevsky, Zhdanov 1994). Ha a cél
csak az MT esetre vonatkozo impedancia képletének a re-
kurzids levezetése, ez Iényegesen egyszeriibb annal a mod-
szernél, mint amelyet mi kdvettiink (13).

Térjiink most at arra az esetre, amikor a mérési pont y
koordinataja tart a végtelenbe, azaz szamitsuk ki a (10) kép-
let hatarértékét,

limZ (@,y)

[y~

©, 2(1Re)e™)
.[e v, (1 —R(v)e " ) cos(vy)dv  (17)

= lim icu~
e e (1= R(v)e )
}[e —(I—Rl(v)e’zv‘d‘) cos(vy)dv

Ennél a hatarérték-szamitasnal, azért kell gondosan eljar-
ni, mivel mind a szamlalo, mind a nevezd a Riemann—
Lebesgue-lemma miatt 0-hoz tart (Davies, 1983), hanyado-
suk ezért értelmezhetetlen. Ez a 0-hoz tartds fizikailag is
természetes, hiszen a forrastdl eltavolodva az elektromag-
neses komponensek 0-hoz tartanak. Az ilyen tort tipust ha-
tarértékek szamitdsara a matematikaban a L’Hospital-
szabaly terjedt el, amely roviden azt jelenti, hogy bizonyos
feltételek teljesiilése esetén a hatarérték ugy is szamithato,
hogy a szamlaldt és a nevezot derivaljuk, és akkor mar nem
0/0 tipusu hatarértéket kapunk. Mi most ennek a szabalynak
a forditott valtozatat alkalmazzuk, azaz a szamlalo és neve-
70 derivaltja helyett annak primitiv fliggvényét vessziik. Ezt
ritkan alkalmazzak, mivel a derivalas altalaban egyszertisiti
a fuggvényeket, példaul csokkenti a hatvanykifejezések
fokszamat, a primitiv fliggvény viszont gyakran bonyolul-
tabb. A (17) képlet a cos(vy) fiiggvény y szerinti primitiv
fiiggvényét véve igy alakul

limZ (@)
R

2 2(1+R1(v)e’zv‘“") sin(vy)
.([e h Vl(l—Rl(V){ledl) > dv (18)
w wevh 2(1—R1(v)efzv'd') sin(vy) dv '

b (1mRme ) v

A szamlalora és a nevezore is alkalmazzuk a Dirichlet-
integral-tulajdonsagot, amely egy integralhat6 f(v) fligg-
vényre a " .
lim | o) SO 4, _ T £
yony 1% 2

hatarérték teljesiilését jelenti. A (18) képletben a szamlalo és
a nevez0 az |y| — oo hataratmenet esetén, a Dirichlet-
integralok tulajdonsaga miatt (Davies 1983), megegyezik
magfiiggvény v = 0 helyen felvett értékével. Az egyszeriisi-
tések utan ujra megkapjuk a (13) képletet, ugyaniagy, mint
amikor a vonalforras nagy magassagara (h — —o0) szamol-
tuk az impedancia hatarértékeét.

2.1. Numerikus vizsgalatok

Az 1. dbran egy, az 1. tabldzat szerinti modellen 100 km
magassagban levé vonalforras esetére vizsgaljuk a latszo-
lagos fajlagos ellenallas és fazis valtozasat az oldaliranyt
tavolsag fiiggvényében. Az impedancia szamitasa a (10)
képleten alapul. Lathatd, hogy a legtavolabbi vonalforrasra
vonatkozo szamolt adatok kdzelitik meg a legjobban a sik-
hullamt (MT) esetet. A Fourier-, illetve a koszinusz-transz-
formalt szamitasara gyakran alkalmazzak a gyors Fourier-
transzformaciot (FFT). Ez a geofizikai szamitasoknal ke-
vésbé célszerll, mivel itt altalaban logaritmikus lépéskozzel
mérnek és szamolnak. A (10)-ben szerepld integralok sza-
mitasara elterjedt egy szlir6elméleten alapuld algoritmus,
a szamitasainkat ezzel a modszerrel végeztiik. A kiszami-
tand6 integralban integrandusként egy viszonylag lassan
valtoz6 fliggvénynek egy oszcillalo fiiggvénnyel valo szor-
zata szerepel. Ez az alapja a szlir6elméleten alapuld integ-
ralasnak (Anderson 1979). A hivatkozott cikkben Bessel-
fiiggvényekre kidolgozott eljaras szerepel, de hasonlo szi-
réses integralas 1étezik a koszinusz €s szinusz fliggvényeket
tartalmaz6 integralok szamitasara, mivel a 1ényeg a fliggvé-
nyek oszcillalo tulajdonsagan van. A koszinusz és szinusz
fliggvények egyébként specialis, '2-edrendli Bessel-fligg-
vényekkel is kifejezhetdek.

Az 1. tablazat rétegparamétereivel — vonalforrast feltéte-
lezve — szintetikus adatokat szamitottunk y = 70 km-es oldal-
tavolsagra ¢s inverzioval MT gorbéket illesztettiink hozza. A
szintetikus adatokhoz Gauss-eloszlasu zajt adtunk ugy, hogy
arelativ hiba nagy valosziniiséggel ne haladja meg az 5%-ot.

1. tablazat | Modellparaméterek a forrashatas tanulmanyozasahoz, p egy
adott réteg fajlagos ellenallasa, d a vastagsaga

Réteg p [m] d [m]
1. 20,0 25000,0
2. 300,0 100000,0
3. 5,0 ce)

2. tablazat | Szintetikus adatok (1. tablazat) inverzidjaval kapott modell-

paraméterek
Réteg p [m] d [m]
1. 20,0 23482,8
2. 169,4 90154,6
3. 2,6 00
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Latszolagos fajlagos ellenallas
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1. 4bra | Vonalforrasra szamitott latszolagos fajlagosellenallas- és fazisértékek kiilonboz6 forras—vevd tavol-

sagokra, 4 =—100 km, modellparaméterek az /. tablazatban

Figure 1

Apparent resistivity and phase values calculated for line source at dierent source-receiver separations,

h =-100 km, the layer parameters are in Table I

A gorbék illeszkedése a 2. abran lathatd. Az inverzids algo-
ritmussal kapott modellparaméterek a 2. tablazatban latha-
tok. Az eltérés mértéke az 1. tablazat paramétereihez képest
— szintetikus adatokrol 1évén sz6 — nem elhanyagolhato.

2.2. Sikbeli arameloszlds hatasanak a szamitdsa
vonalforrasok dsszegzésével

Most megmutatjuk, hogy a vonalforras képletébdl hogyan
szamithatjuk egy adott vizszintes sikban eloszlé aramok
elektromagneses terét, illetve az impedanciat. Tekintsiink a
sikban x iranyu végtelen vonalforrasokat ugy, hogy a fazi-
suk az y koordinatanak a periodikus fiiggvénye! Eddig a
vonalforras y koordinataja 0 volt, most azt feltételezziik,
hogy a vonalforrasnak az y koordinataja y,. Ekkor az egy
vonalforrashoz tartozé vektorpotencialt meghataroz6 Helm-
holtz-egyenlet:

2 2

0 0
yAx(y,Z) 7402 ~k*A4,(y.2)

=—158(y - y,)exp(iv,y, )5z —h).
A megoldas ezzel a forrassal ugyantigy elvégezhetd, csak

az eredményiil kapott térkomponenseket meg kell szorozni
exp (v, yo)-lal, valamint y helyébe y — y, irando. A teljes sik-

(19)

beli arameloszlas hatasahoz ezeknek a vonalforrasoknak a
hatasat kell integralni a forras y, koordinataja szerint. A v,-t
kétféleképpen is lehet értelmezni. Egyrészt a v, v, az y, koor-
dinataju vonalforras a faziskiilonbségét adja az y = 0 koordi-
nataju vonalforrashoz képest, masrészt megadja a sikbeli
arameloszlas y koordinata szerinti periodicitasat. Az elektro-
mos térerdsség x komponensének a képlete a felszinen:

i )
v

E(w,y,z)= o

0

X j cos(v(y — yo))exp(ivpyo)dyodv.

A H/(w, y, z) komponensre vonatkozd képletet kiilon mar
nem is irjuk fel, hanem E,(w)-val egyiitt kdzvetleniil az im-
pedanciat meghatarozo képletbe helyettesitjiik be. A végte-
len sikban eloszld aramforras esetére érvénye impedanciat
meghatarozo képlet:

Z,(0)=E (0)/H (o) =

0

vh © .
[+ R0 [ eosviy =y e dy,dv
=iou- %
[e"(1=R,() [ cosv(y - y,))e" " dy,dv

0

. (20)
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MT latszdlagos fajlagos ellenallas
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2. abra

Inverzioval kapott MT gorbék (2. tdabldazat) illeszkedése az 1. tdbldazat paraméterei alapjan szamolt

szintetikus adatokhoz (vonalforras, 4 =—-100 km, y = 70 km)

Figure 2 | The fit of MT inversion curves (7able 2) to the synthetic data, calculated from the parameters of Tuble I

A képlet szamlalojaban és nevezdjében is a belsd integral
egy yo = —) helyettesitéssel a cos (v(y + y)) fiiggvény Fou-
rier-transzformaltjava alakithat6, amely ismert:

RO (v —v,) + (v +v,)] exp(iv,y).

Ha ezt beirjuk a (20) képletbe, akkor felhasznalva a
Dirac-d tulajdonsagat, a v szerinti integralasra sincs sziik-
ség, hiszen a magfiiggvénynek csak a v = v, helyen felvett
értéke marad. Azt is érdemes figyelembe venni, hogy a mé-
rési hely y koordinataja, amely az egyes komponensek ese-
tében exp(iv,y) alakban még része volt a képleteknek, az
impedancia képletébdl egyszeriisitéssel kiesik. Ugyanigy a
tort egyszersitésével esik ki a képletbdl a forras 7 magassa-
ga is. Az impedancia végiil

_E() _
= m =

1+ Ry (v,)
v,(1-Ry(v,))
A kovetkezd részben ennek a képletnek adjuk meg egy

tomorebb levezetését, és elemezziik a v, térfrekvencia torzi-
to hatasat az impedanciara.

Z,, (o)
(e2y)
=iou

3. Az impedancia szamitasa arra az esetre, ha
az indukalo tér fazisa az y szerint periodikusan
valtozik

Ellentétben a vonalforrasra vonatkozo szamitassal, most a
forras helyének a koordinatai nem szerepelnek a kiindulasi
képletekben. Az el6zé rész levezetése a sikban eloszld
aramforrasokra vonatkozolag — amelyet most egy tomorebb
levezetéssel helyettesitiink — mar bizonyitotta, hogy az im-
pedanciara kapott képlet fiiggetlen a forras magassagatol.
Most csupan azt tételezziik fel, hogy az indukalé magneses
térnek csak y iranyt komponense van, és az x koordinata
iranyaban a tér valtozatlan. Képlettel kifejezve az indukald
magneses tér a felszinen
Hy(yoty, @) = H(yo, @)exp(iv,y). (22)
A forrasra vonatkozo egyéb feltételezésre nincs sziikség,
hiszen az elektromagneses térkomponensek szamitasa
most nem célunk, csak az impedanciat, azaz E. és H, ara-
nyat kivanjuk meghatarozni. Ezért H,(y,, @) értéke barmi
lehet. A térkomponensek mint a magneses vektorpotencial
fliggvényei:
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E=—-iwurotA, (23a)

H=—y’A + grad divA, (23b)

ahol o a kérfrekvencia, y* = i wuo a hullimszam, y a mag-
neses permeabilitas, o a kozeg vezetOképessége. u értéke
szamitasaink soran megegyezik annak vakuumbeli értéké-
vel. Az A vektorpotencialnak esetiinkben csak fliggdleges
komponense van. Az elektromagneses térkomponensek ér-
tékei mint a vektorpotencial fiiggvényei a Maxwell-egyen-
letekbdl vezethetdk le, szamos publikacio foglalkozik ezzel
a modszerrel (Kaufmann, Keller 1985, Weaver 1994), en-
nek a lépéseit ezért most nem részletezziik. Csak azt je-
gyezziik meg, hogy most a magneses vektorpotencialt alkal-
mazzuk, ellentétben a vonalforras esetével, amikor az elekt-
romos vektorpotencial alapjan szamoltunk. Az hogy a két-
féle vektorpotencial koziil melyiket valasztjuk, altalaban a
forras jellegétol fiigg, de jelen esetben a gerjesztd tér egy-
szer( leirhatosaga miatt barmelyik vektorpotencialt alkal-
mazhatjuk. Lényegében Price (1962) is az itt bemutatott
modszerrel szamitja az elektromagneses térkomponenseket,
valamint az impedanciat, csak nem mondja ki, hogy az alta-
la hasznalt Z(z) P(x, y, v,) fliggvény egy magneses vektor-
potencialnak a fiigg6leges iranyu komponense, és a vizszin-
tes irany komponensek 0-val egyenldk.

Az impedancia szamitasahoz sziikséges elektromagneses
térkomponensek (23) alapjan

.0
E(y.2)= —lwﬂaAz(y,Z), 24

2

0
H,(y.2) —%Az(y,zl

A vektorpotencial z iranyt komponense a Helmholtz-
egyenlet megoldasaval szamithato

(25)

o’ o’
JAZ(%Z,VP) +¥Az(y,z,v,,)
=7 A(y.zv,).

Alkalmazzuk a valtozok szétvalasztasanak modszerét, és
vegyiik figyelembe a H,(y, z) y szerinti periodikus tulajdon-
sagat! Ugyanez a tulajdonsag érvényes A.(y, z, v,)-re is,
amelyet ezért kereshetiink az

ALy, z,v)) =f(z, ) Cexp(iv,y)

alakban, ahol C az elektromagneses tér erdsségét meghata-
roz6 allandd, az impedancia szamitasakor kiesik. A.(y, z,
v,)-nek ezt az alakjat beirva a Helmholtz-egyenletbe, majd
egyszerisitve f(z, v,)-re kapunk egy differencialegyenletet:

S =GP ) [,
4

Ez a fliggvény rétegezett féltér esetére ugyantigy hataroz-
haté meg rekurzidval, mint a pont- és a vonalforras képleté-
nek a magfliggvénye. Ellentétben a pont- és a vonalforra-
sokkal, nincs sziikség az 4.(y, z, v,) fliggvény v, szerinti in-
tegralasara, mivel most csak egyetlen v, értékhez tartozo
Ay, z, v,) figgvény adja a Helmholtz-egyenlet megoldasat.
Ez annak a kdvetkezménye, hogy most az elektromagneses

tér y szerinti valtozasat eleve rogzitettik (exp(iv,y)). A
Z(w, v,) impedancia szamitasa a (24) és (25) képletek alap-
jan konnyen elvégezhetd akar mint f(z, v,), akar mint Ry(v,)
fliggvénye,

, _iouf(Ov,) iou(l+R(v,))
o 9 g0y WURO)
Oz T

Ugyanazt a képletet kaptuk, mint az el6z6 részben sze-
repl6 (21), csak Iényegesen egyszeriibben, nem volt sziikség
kétszeres integralasra, majd annak leegyszeriisitésére. Egy-
uttal azt is megallapithatjuk, hogy a Maxwell-egyenletek
kétféle kiindulasbol valé megolddsa ugyanazt az impedan-
ciat adja eredményiil. Az el6z6 részben egy vizszintes sik-
ban levd arameloszlasra szamoltunk, és az egyenletek fel-
irasakor a Dirac-d-kkal figyelembe vettiik a forras pontos
leirasat, most viszont csak abboél a feltételezésbdl indultunk
ki, hogy a felszinen a gerjeszt6 magneses térnek periodikus
tulajdonsaga van (22).

Az el6z0 rész levezetésének abban az esetben lehet 1ét-
jogosultsaga, ha az a sik, amelyben az arameloszlast felté-
telezziik, y iranyban véges. Ekkor a (20) képletben a belsd
integralokat a végtelen hatarok helyett véges hatarokkal kell
szamitani. Nyilvanvalo, hogy a végtelen sikban levé aram-
eloszlasnal mint forrasnal is igaz az, hogy v, — 0 esetén
megkapjuk az MT impedanciat. Hasonlo feltételekkel sza-
molva Price (1962) is egy, a (21)-gyel ekvivalens képletet
vezet le, de nem az altalanos n réteges modellre, hanem csak
egy specialis kétréteges esetre. Az akkori idokben még nem
volt meg a szamitastechnikai feltétele annak, hogy bonyolul-
tabb algoritmusokkal szamoljanak és alkalmazzak a mar ak-
kor is ismert altalanos n réteges esetre vonatkozé megoldast.
Adam (1970) mar az altaldnos, n réteges esetre érvényes
(16) képlettel végzett szamitasokat elemzi Srivastava (1965)
alapjan, figyelembe véve a v, térfrekvencia valtozasanak a
hatasat az MT latszolagos fajlagos ellenallasra és fazisra.

3.1. A v, hatasa a ldtszolagos fajlagos ellendlldsra és
a fazisra

A 3. abran megfigyelhetd, hogy a v, térfrekvencia valtozasa
milyen valtozasokat okoz a (21) képlettel szamolt latszo-
lagos fajlagosellenallas- és fazisértékekben az eredeti mag-
netotellurikus (v, = 0) értékekhez képest. A modellpara-
métereket az [. tablazat tartalmazza. Az elektromagneses
tér nagyobb frekvenciaira valamennyi gérbe a magneto-
tellurikus gorbével esik egybe, a legnagyobb a kiilonbség a
kis frekvencidk és a nagy v, térfrekvenciak esetén. Az MT
gorbék grafikus megjelenitésébdl az latszik, hogy nagy tér-
frekvencidk esetén a sikban eloszlo aramok elektromagne-
ses terének a sikhullamtél vald eltérése nagyobb torzitast
okoz, mint amilyent a vonalforras térbeli jellemzbinek a ha-
tasa a forras kozelében (1. dbra). Nem elégedhetiink meg
azonban csupan azzal, hogy megallapitjuk, hogy a v, tér-
frekvencia milyen mddon torzitja a magnetotellurikus gor-
béket, hanem meg kell vizsgalni azt is, hogy milyen réteg-
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3.4bra | Latszolagos fajlagosellenallas- és fazisgorbék kiilonb6zo v, értékekkel, az 1. tablazat modelljére
Figure 3 Apparent resistivity and phase curves with different v, values, for the model in 7able |

paramétereket kapunk a gorbékbdl. Az MT mérés célja
ugyanis a foldben levo rétegek fajlagos ellenallasanak és a
vastagsaganak a meghatarozasa. Els6 kisérletként elvégez-
tink egy inverziot az /. tdblazat paramétereivel szamitott
szintetikus adatokon, v, = 10°-nel. Az adatokhoz Gauss-
eloszlasu zajt adtunk gy, hogy a relativ hiba nagy valdszi-
nliséggel ne haladja meg az 5%-ot. Ennél az els6 kisérletnél
a szintetikus adatokhoz magnetotellurikus goérbét probal-
tunk illeszteni.

Az illeszkedés eredménye a 4. abran lathaté (,,1. inv.
gorbe). A kapott modellparaméterek a 3. tablazatban szere-
pelnek. Az elsé réteg paramétereit, amint az elvarhato volt,
elfogadhat6 pontossaggal kaptuk meg, a masodik réteg pa-
raméterei viszont nagymértékben eltérnek a szintetikus ada-
tok szamitasdhoz hasznalt modelltél. A 4. abra ,,1. inv.” fa-
zisgorbéje kis frekvenciak esetén nem illeszkedik tokélete-
sen a szimulalt mérési adatokhoz. Ez arra enged kovetkez-

i}

3. tablazat | MT gorbeillesztés eredménye az /. tabldzat alapjan szamolt
szintetikus adatokhoz

Réteg p [m] d [m]
I. 19,9 24250,5
2. 106,7 63926,8
3. 0,1 o0

tetni, hogy nem is létezik megfeleld MT (v, = 0) gorbe, azaz
a v, = 10-nel szamitott gérbéhez csak egy masik, v, # 0-val
szamitott gorbe illeszkedhet.

3.2. A v,-t ismeretlenként kezeld inverzio

Egy olyan inverzios algoritmus adna vissza az elvart mo-
dellparamétercket, amely az eléremodellezés soran figye-
lemben venné a v, értékét. v, értéke azonban ismeretlen,
ezért egy olyan inverzids algoritmussal érdemes kisérle-
tezni, amelyik a v,-t is ismeretlennek tekinti, azaz a j6 illesz-
kedés érdekében a modellparaméterek mellett a v, értékét is
folyamatosan valtoztatja.

Az alkalmazott inverzi6 a linearizalt inverzid, ennek az
alapjaival most nem foglalkozunk, mivel az egy évtizedek
ota rutinszeriien alkalmazott eljaras a geofizikdban. Csupan
az inverzionak a Jacobi-matrix szingularis értékek szerinti
felbontasan (SVD) alapulo alapképletét irjuk fel (Jackson
1972), mivel ennek a sajatértékei alapjan mindsitjikk a most
végzett inverziokat. Az adatok és a paraméterek megvalto-
zésa kozotti osszefliggést a

Ap=VA"' U Am

képlet adja meg, ahol p a modellparaméterek, m az adatok
vektora, az U/ és V matrixok az SVD adat-, illetve paramé-
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4. abra | Inverzioval kapott MT gorbék (3., 4. tablazat) illeszkedése a szintetikus adatokhoz (1. tabldzat)
Figure 4 The fit of MT inversion curves (Tables 3, 4) to the synthetic data (Tuble 1)

ter-térbeli sajatvektorait tartalmazza, A a sajatértékeket tar-
talmazo atlés matrix. Ennek a tipust inverzionak egy kissé
részletesebb kifejtése egy mas jellegli geofizikai inverzids
feladat kapcsan szerepel a szerzd egy korabbi munkéjaban
(Pracser 2010). A 4. dbra ,,1. inv.”-vel jelolt inverzidjahoz
tartozo sajatértékek csokkend sorrendbe rendezve,

J=535225, J.=4,40277, J=1,63771,
Ja=0,13763, Js=0,09209.

Az inverzid mindségét jol jellemzi a legnagyobb és a leg-
kisebb sajatértékek ardnya. Egy adott sajatérték Gsszefiig-
gésbe hozhato bizonyos modellparaméterekkel. Esetiinkben
a viszonylag kicsi A4 és 45 értékek azt jelzik, hogy a model-
liink esetén a masodik és a harmadik rétegek fajlagos ellen-
allasai csak bizonytalanul hatdrozhatok meg. Példaul, ha a
masodik réteg fajlagos ellenallasat ndveljiik, akkor a harma-
dik réteg fajlagos ellenallasanak csokkentésével elérhetd,
hogy az MT gorbék alig valtozzanak.

4. tablazat | MT gorbeillesztés eredménye az /. tdbldzat alapjan szamolt
szintetikus adatokhoz, ismeretlennek tekintett v,-vel

Réteg p [m] d [m]
1. 20,0 25064,8
2. 289,3 96088,4
3. 5,75 o0

A 4. tablazat tartalmazza annak az inverzionak az ered-
ménymodelljét, amely a v, térfrekvenciat ismeretlennek te-
kintette. Ez azt jelenti, hogy a v, térfrekvencia és a réteg-
paraméterek egyiittesen mint komponensek adjak a p para-
métervektort. A gorbék illeszkedése szintén a 4. abran (,,2.
inv.”) lathato6. Tekintettel arra, hogy zajjal terhelt szintetikus
adatokrodl van sz6, a kapott modellparaméterek és a szinteti-
kus adatok szamitasara alkalmazott modellparaméterek el-
térése elfogadhatd. Az inverzidhoz tartozo 6 sajatérték:

J=553154, J1,=4,97432, J3=2,00083,
J4=0,63929, 15=0,07669, 1= 0,04094.

A legkisebb sajatértékek ennél az inverzional is a 2. és 3.
rétegek ellenallasaival vannak kapcsolatban. Ez egytttal azt
is jelenti, hogy a v, térfrekvencia a nagyobb abszolut értéki
sajatértékekkel hozhato Osszefiiggésbe, ezért j0l meghata-
rozhatd. Az abran lathato MT gorbéket eredményiil add in-
verzi6 futtatasakor is tapasztalhaté volt, hogy az algoritmus
nagy biztonsaggal hatarozza meg a v, térfrekvenciat (v, =
1,005 -107). A relativ hiba a pontos értékhez képest keve-
sebb, mint fél szazalék. Még abban az esetben is, amikor a
v, kezdeti becslése durvan eltért az elvarttol, az inverzids
algoritmus mar az elsé néhany iteracidé utan pontosan adta
vissza a helyes értéket, mikozben a 2. és a 3. réteg ellenalla-
sa lényegesen lassabban tartott a helyes értékhez. Ezért ak-
kor sem kockaztatunk sokat, ha valodi MT mérésekre alkal-
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A forras térbeli jellemzbinek a hatasa a magnetotellurikus adatokra

mazzuk ezt az eljarast, mivel akkor a v,-re egy 0-hoz kozeli
(v, = 6,4-10°°) értéket kapunk, és a modellparaméterekre is
megkapjuk az elvart értékeket, azaz a modositott inverzio
specialis esetként tartalmazza a sikhullamil esetre végzett
mérések inverzidjat.

4. Osszefoglalas

Matematikailag levezettiikk, hogy a végtelen vonalforras
esetére érvényes impedancia a forrastdl tavolodva hatarér-
tékben a sikhullamt MT impedancidhoz tart. Kétféle forras-
tipusra megmutattuk, hogy azok paraméterei hogyan torzit-
hatjak az MT latszolagos fajlagos ellendllast és a fazist.
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