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Régebben a kozegek magneses permeabilitasanak a vakuumétol esetlegesen eltérd értékét nem vették figyelembe a model-
lezések soran. Most kisérletet tesziink a rétegparamétereknek — beleértve a magneses permeabilitast is — egydimenzios
modell inverzidjaval torténd meghatarozasara. Megmutatjuk, hogy sikhullamu gerjesztés esetén az egy rétegre jellemzd
harom paraméter (fajlagos ellenallas, vastagsag és magneses permeabilitas) koziil nem hatarozhatéo meg valamennyi. Meg-
allapitasainkat az eléremodellezést meghatarozo képletekre és a linearizalt inverzid mindségét jellemzd felbontoképesség
matrixara alapozzuk. Ezzel ellentétben a nem sikhullamu gerjesztés soran lehetdség van egy réteg mindharom paraméteré-
nek a szamitasara.

Pracser, E.: Determination of magnetic permeability by inversion

In the past the value of the magnetic permeability of mediums, differing from the vacuum was not considered during the
modeling. In this paper the determination of all layer parameters, including also the magnetic permeability is attempted by
the inversion of a one dimensional model. It is shown that in case of plane wave excitation all of the three parameters (re-
sistivity, thickness and magnetic permeability) characterizing a layer cannot be determined. Our statements are based on the
forward modeling formulas and on the resolution matrix, qualifying the linearized inversion. Contrary to the plain-wave

case, the determination of all the three parameters of a layer for the non-plane wave excitation is possible.

Beérkezett: 2011. januar 11.; elfogadva: 2011. februar 22.

Bevezetés

Korabban az elektromagneses modszerek matematikai mo-
dellezésekor a kozegek magneses permeabilitdsdnak esetle-
ges valtozasat nem vették figyelembe. Azzal a feltételezés-
sel szamoltak, hogy az megegyezik a vakuuméval. Annak
ellenére, hogy a gyakorlatban ez tobbnyire elegendének bi-
zonyult, az utébbi idében felmeriilt annak az igénye, hogy a
szamitasok vegyék figyelembe az anyag magneses per-
meabilitasat is, amely eltérhet a vakuumétol. Bizonyos ko-
zetek relativ magneses permeabilitdsa 1 és 20 kozott valtoz-
hat (Zhang, Oldenburg 1997). A magneses permeabilitds
valtozasat okozhatja tovabba a nagyobb mélységekben a
hémérséklet megndvekedése is. A Curie-homérsékletnél az
anyagok elvesztik permanens magnesezettségiiket, és ennek
a hémérsékletnek a kozelében a Hopkinson-hatds az anya-
gok magneses permeabilitdsanak a megnovekedését okozza
(Kiss et al. 2005, Addam 2008). A méagneses permeabilitas
inverzioval torténd meghatarozasaval Zhang ¢és Oldenburg
foglalkozott (1997) eldszdr arra az esetre, amikor az egydi-
menzi6és modellben ismert a vezetéképesség eloszlasa. Az
inverziot légi elektromagneses mérésekre alkalmaztak.
Zhang és Oldenburg egy kovetkez6 munkédja a vezetdképes-
ség és a magneses permeabilitas egy 1épésben torténd meg-
hatarozhatdsagat elemezte (1999). A félteret felbontottak

rogzitett vastagsagu rétegek sorozatdra, és a rétegek vezeto-
képességét és magneses permeabilitasat hataroztak meg in-
verzioval. Ebben a cikkben az egydimenziés modellben
vizsgaljuk a magneses permeabilitas hatasat az eléremodel-
lezésre és a hagyomanyos (linearizalt), azaz nem az Occam-
inverziora. Kisérletet tesziink a magneses permeabilitas in-
verzidval torténd kiszamitasara. Megmutatjuk, hogy sikhul-
lam0 gerjesztés esetén a harom rétegparaméter (vezeto-
képesség, vastagsag ¢s magneses permeabilitds) nem ha-
tarozhaté meg egyértelmtien. Ez az allitds matematikailag
igazolhat6 az eléremodellezd képletekkel, és ez dsszhang-
ban van a linearizalt inverzid felbontoképesség-matrixaval.
A nem sikhullamu gerjesztés esetén viszont elméletileg le-
hetéség van az egydimenzios modell valamennyi rétegpara-
méterének a meghatarozasara. Ezt magneses dipol gerjesz-
tésti mérésekre mutatjuk meg, de a levont kovetkeztetések
vonatkoznak mas mesterséges gerjesztésii frekvenciaszon-
dazasra és a tranziens elektromagneses mérésekre is.

A linearizalt inverzio

A bemutatasra kertild inverzios példak szamitasait iteracios
elven miikodo linearizalt inverzioval végeztiik, amely a Ja-
cobi-matrix szingularis értékek szerinti felbontasan alapul.
A J Jacobi-matrix a mérési adatok modellparaméterek sze-
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rinti parcialis derivaltjait tartalmazza. A szingularis értékek
szerinti felbontast matematikai szempontbdl Jackson (1972)
elemzi kimeritden, a geofizikai inverziok elméletét Tarantola
(1987) targyalja atfogdan. A Jacobi-matrix a kovetkezokép-
pen bonthato fel:

T=UAVT, @)

ahol /1 a sajatértékeket tartalmazd atlos matrix, az U és
V matrixok az adat- és a paramétertérbeli sajatvektorokat
tartalmazzak. A T fels6 index a matrix transzponaltjat jeloli.
A sajatvektorok ortogonalitdsa miatt az {/ és )/ matrixokra
teljesiilnek az

Uu=1 Vv=1

egyenlOségek, ahol az Z az egységmatrix, amelynek a di-
menzidja megegyezik a nem 0 sajatértékek szamaval. Ahany
A; sajatérték kiilonbozik 0-tol, annyi fliggetlen modellpara-
méter hatarozhatd meg. Az iteracids 1épés stabilitasat a leg-
nagyobb (Am.) €s a legkisebb (Amin) sajatértékek hanyadosa
hatarozza meg. Az a kedvezd, ha ez az arany a lehet6 legki-
sebb. A 7 matrix m x n méretli, m a mérési adatok, n a mo-
dellparaméterck szama. A Jacobi-matrix szingularis értékek
szerinti felbontasabol képezheté az altalanositott, azaz a
Lanczos-inverz, amely meghatarozza a modellparaméterek
(p) megvaltozasa és a mérési adatok (m) megvaltozasa ko-
z6tti kapcsolatot. Roviden tekintsiik at a Lanczos-inverz le-
vezetését! Az (1) képlet alapjan az eléremodellezés linea-
rizalt valtozata

ésa

Am=UAV Ap.

Szorozzuk meg ezt az egyenletet elészor U -vel, majd A '
gyel

AUAM = V' Ap.

V-vel valo szorzas utan

VA UTAm = V'V Ap.

Ha feltételezziik, hogy a V'V’ matrix az egységmatrix
(Jackson 1972), akkor megkapjuk a linearizalt inverzio
Lanczos-inverzen alapuld képletét:

Ap= VAU Am. )

A Ap megadja, hogy az éppen aktualis modellparamétereket
(p) milyen mértékben kell modositani annak érdekében,
hogy az ahhoz tartozé eldremodellezési adatok (m) koze-
lebb legyenek a mérési adatokhoz, azaz a két vektor kiilonb-
ségének az L, normaja csokkenjen. A Am a mérési adatvek-
tor és a p paramétervektorhoz tartozé elméleti adatvektor
kiilonbsége. A (2) képletben a /A" 4tlos matrix j-edik eleme
1/A;. Ha A; kicsi, akkor a reciprokanak a nagy értéke kedve-
z6tleniil hat az inverzio stabilitasara. A gyakorlatban ezért
1/A; helyett ennek egy @ csillapito tényezOvel modositott
valtozatat érdemes alkalmazni,

A;

Eta ®

A bemutatott inverzids tesztek soran viszonylag nagy a ér-
tékeket alkalmaztunk, mivel a {6 cél nem az inverzidé gyor-
sasaga volt, hanem annak az elemzése, hogy mely rétegpa-
raméterek hatarozhatok meg. Ehhez pedig fontos volt az
inverzio stabilitasa, amelyet a viszonylag nagy « érték biz-
tositott. Az eléremodellezés egydimenzids esetben olyan
gyors, hogy az inverzios kisérletek soran néhany szaz itera-
ci6 elvégzése is csak masodperceket vett igénybe.

Az inverzio altal szolgaltatott modellparaméterek meg-
bizhatosagat altalaban a korrelacidos matrixszal jellemzik.
Ez megadja ugyan, hogy két kiilonboz6 modellparaméter
kozott milyen szoros az dsszefiiggés, de az mar nem deriil ki
beldle, hogy a paraméterek (esetleg ketténél tobb) kozott
milyen fliggvénnyel kifejezhetd kapcsolat van. Ezért most a
korrelacios matrix helyett a felbontoképességi matrixot fog-
juk vizsgalni. A felbontoképességi matrix a Jacobi-matrix
szingularis értékek szerinti felbontasaban (1) szereplé V
matrixbol képezhetd

R=VV' 4)

Ez a matrix megadja, hogy a paraméterek mely linearis
kombinacioi hatarozhatok meg, azaz (2) helyett valdjaban
az

RAp= VA U'Am (5)

képlet érvényes, amint az a (2) képlet levezetésébdl kiolvas-
hat6. Abban a kedvez6 esetben, ha R az egységmatrix, ak-
kor az azt jelenti, hogy a p paramétervektor valamennyi
eleme meghatarozhato. Ha az inverzios algoritmus mar kon-
vergalt egy olyan modellhez, amelyhez kellden kicsi illesz-
kedési hiba tartozik, akkor a tovabbi iteracios lépések alkal-
maval R Ap = 0-nak kell teljesiilnie. Ha a felbontoképes-
ségi matrix az egységmatrix, akkor ez azt jelenti, hogy a
modellparaméterek mar alig valtoznak. Viszont, ha eltér az
egységmatrixtol, akkor a gyakorlati szamitasok soran el6-
fordulhat a modellparaméterek valtozasa ugy, hogy a modo-
sitott paraméterekkel szamitott modellezési adatok is jol il-
leszkednek a mérési adatokhoz. Ebben az esetben a szinteti-
kus adatokkal végzett kisérleteknél az is megtdrténhet, hogy
az iteraciok sorozatat a pontos modellparaméterekkel indit-
juk, és az iteraciok soran kapott modellparaméterek egyre
tavolabb keriilnek a helyes paraméterértékektol.

Magnetotellurikus mérések inverzidja a
magneses permeabilitas figyelembe vételével

Els6 1épésként elemezzik az egydimenzios direkt feladat
megoldasara szolgalo rekurzids képletet arra az esetre, ami-
kor a rétegek magneses permeabilitasa is valtozhat. A
magnetotellurikaban a mérések feldolgozasanak az els6 1é-
pése az impedancia frekvenciankénti meghatarozasa

() = E(@)/H(®) .

Az impedanciabol, amely egydimenzidos esetben egy
komplex szam, latszdlagos fajlagos ellenallas és fazis sza-
mithato, tobbnyire ezek képezik az inverzids algoritmusok
bemenetét
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1. tablazat | Modellparaméterek magnetotellurikus inverzidhoz, a) szintetikus adatok szamitasahoz, b) inverzié
eredménye helyes paraméterekbél kiindulva
a) b)
g o[Qm]  d[m] e réteg  p[Qm]  d[m] e
L. 100 1000 1 L. 90,98 909,82 1,01
2. 20 500 100 2. 30,10 752,84 66,04
100 1 3. 100,01 1,00

| Z(w)] _ ImZ (w)
0.(w) = “om O(w) = arctan(iReZl ) )

Az 1-es index itt azt jelenti, hogy a képletek az elsd réteg
felszinén érvényesek. w jeloli a korfrekvenciat, £ a magne-
ses permeabilitast. A sikhullamu gerjesztésnél feltételezziik,
hogy az (x, y, z) koordinata-rendszerben az elektromos tér x,
amagneses térerdsség y tengely iranyu. Az impedanciat egy,
a rétegekre vonatkozoé rekurzios képlettel lehet kiszdmitani
az n-edik réteg impedancidjabol kiindulva, ahol » a rétegek
szama

Z{(@) = il 7,

ahol y; = Viwu;o,, 0; a j-edik réteg vezetoképessége, /; a
j-edik réteg magneses permeabilitasa,

Z =iwujX(7//i§o/1j)Z,+1(w)coth(ndj)+1’ 6
(@) Vi (7iliwp;)) Z; (w) + coth(y,d)) ©

ahol d; a j-edik réteg vastagsaga. A (6) rekurzios képletet
elészor Wait (1953) vezette le. Ennek most egy masik, to-
morebb valtozatat elemezziik. Megemlitjiilk ugyanakkor,
hogy szamitastechnikai szempontbol a rekurzios képletek-
nek az a valtozata kezelhetd jobban, amelyiknél hiperbo-
likus fliggvények helyett exponencialis fiiggvények szere-
pelnek

_ oy, ) i _
Z @) = 124 coth(r,d, + coth (Wj )z (co)). 7)
A (7) képlet alapjan megallapithatjuk, hogy ha egy adott

rétegben a harom rétegparaméter (o0, d;, ;) tigy valtozik,
hogy a 7;d; és a 7;/1; mennyiségek nem valtoznak, akkor a
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1. dbra Magnetotellurikus gorbék az ekvivalenciavizsgalathoz
Figure 1 | Magnetotelluric curves to the investigation of equivalence
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rekurzid megfeleld iteracios 1épése sem valtozik. Azok a
modellek tehat, amelyekben egy adott j-edik rétegre 7;d; és
7,/1; megegyeznek, ekvivalensek, ezért az inverziotol sem
varhatjuk el, hogy egyértelmiien és egyenként hatarozza meg
a 0;, d; és 1, rétegparamétereket. Olyan szintetikus adatokkal
vizsgaljuk az inverzid tulajdonsagait, hogy az inverziot jel-
lemz6 tulajdonsagok, az ekvivalencia a lehetd legjobban fel-
ismerhetdk legyenek. Az /. tablazat a) modellparamétereivel
végzett szamitas eredményei az /. abran lathatok.

A tablazatban /¢, a relativ magneses permeabilitasra utal.
A magneses permeabilitas ilyen mértékii megndvekedése a
Curie-homérséklet kdzelében képzelhetd el, pl. magnetit
esetében. Ennek a természetben eléforduld mértéke a szak-
irodalomban vitatott (Adam 2008), bar elméletileg végtelen
nagy is lehet. Ebben a cikkben a magneses permeabilitas
meghatarozhatoésagat matematikai szempontbol vizsgaljuk,
igy a szazszoros megndvekedés kivalasztasanak a tesztmo-
delleknél nincs kiilonosebb jelentdsége. Annak ellenére,
hogy a masodik réteg fajlagos ellenallasa 6tode az elso és a
harmadik réteg fajlagos ellenallasanak, a réteg relativ mag-
neses permeabilitdsanak a szazszoros megndvekedése azt
eredményezi, hogy a latszélagos fajlagos ellenallas gorbé-
jén egy olyan hatas jelentkezik, mintha a masodik rétegnek
nagyobb lenne a fajlagos ellenalldsa. Az inverzio jellemzo-
it az ezekkel a modellparaméterekkel szamitott magneto-

0,67 0,00 0,00 —0,33
0,00 0,67 0,00 0,00
0,00 0,00 0,50 0,00
R -0,33 0,00 0,00 0,67
0,00 —0,33 0,00 0,00
0,33 0,00 0,00 0,33
0,00 0,33 0,00 0,00
0,00 0,00 0,50 0,00

A (8) matrixbol lathato, hogy az ugyanahhoz a réteghez
tartoz6 modellparaméterek vannak szoros kapcsolatban. Ve-
gylik figyelembe, hogy az inverzids algoritmus a modellpa-
raméterek logaritmusaval szamol. Feltételezve, hogy az ite-
racios 1épést egy jo illeszkedést biztositd modellen végez-
zik, j < n-re a j-edik réteg esetén egy iteracios 1épés alkal-
maval a felbontoképesség matrix j-edik sora azt jelenti,
hogy a

2/3)Alogo,— (1/3)Alogd, + (1/3)Alog ;=0 (9)

egyenlGség érvényes. A (9) egyenlet jobb oldalan azért sze-
repel 0, mert az (5) képletben Am-et 0-nak vehetjiik a fel-
tételezett jo illeszkedés miatt. o; itt a fajlagos ellenallast, a
o0, reciprokat jelenti. A (j + n)-edik sor pedig a

—(1/3)Alog o, + (2/3) Alogd, + (1/3) Alog ;= 0 (10)

egyenlOség teljestilését jelenti. Az ‘R matrix (j + 2n — 1)-
edik sora a j-edik sor és a (j + n)-edik sor 0sszege, azaz a
felbontoképességi matrix egy rétegre vonatkozd harom sora
kozil csak kettd fliggetlen. Most megmutatjuk, hogy a (9)
¢és a (10) képletek ekvivalensek azzal, hogy a direkt felada-

tellurikus latszolagos fajlagosellenallas- és fazisértékek fel-
hasznalasaval elemezziik. Ennél a példanal nem az volt a f6
cél, amely az inverziok vizsgalatanal szokasos, hogy az in-
verzid miként adja vissza a helyes modellparamétereket,
hanem csak az, hogy az I. tablazatban szerepl6 a) értékek-
kel meghatarozott modellnek matematikai szempontb6l mi-
lyen tulajdonsagai vannak. Ezért egyetlen iteracios 1épést
szamitottunk a helyes modellparaméterekbdl kiindulva an-
nak érdekében, hogy megkapjuk a Jacobi-matrixot. A Ja-
cobi-matrix szingularis értékek szerinti felbontasahoz tarto-
76 sajatértékek, amelyek alapjan a modell legfontosabb jel-
lemzdire kovetkeztethetiink:

A1=5,80279, A,=4,83254, 1;=3,30359, As=1,54804,
As=10,54088, As=0,00136, A;=0,00108, As=0,00001.

Lathato, hogy valdjaban 5 A; sajatérték kiilonbozik 0-t6l.
A tovabbi harom sajatértéknél nyilvanvaléan a szamitas-
technikai pontatlansag miatt jelenik meg egy elhanyagolha-
toan kis érték. A Jacobi-matrix szingularis értékek szerinti
felbontasabol szamithatdo a felbontoképességi matrix (4).
Abban az esetben, ha az inverziéval nem hatarozhaté meg
kiilon-kiilon valamennyi rétegparaméter, akkor ez a matrix
megadja, hogy a rétegparamétercknek mely linearis kombi-
nacioi hatarozhatok meg

0,00 0,33 0,00 0,00) o
0,33 0,00 0,33 0,00 02
0,00 0,00 0,00 0,50 o5

0.00 0.33 0,00 0,00 | d,
0.67 0,00 0.33 0,00 | & ®)
0.00 0.67 0,00 0,00 s
0.33 0,00 0,67 0,00 | -

0,00 0,00 0,00 0,50/ 1

tot meghatarozd rekurziés képletben y;d; és 7;/u; azonos-
saga esetén ugyanazt a modellezési eredményt kapjuk. Az
inverzi6 k-adik iteracios 1épése soran érvényesek a

040 = p¥exp{Alogoy, D
d¥" = dPexp{Alogd"}, (12)
ﬂ(j/ﬁ-l) — Iu(j")exp{AlOg/l(jk)} (13)

képletek. A Alogo?’, a Alogd? ésa Alog/ mennyisége-

ket a (2) képlet hatarozza meg mint a Ap vektor komponen-

seit. A k fels6 index az iteracio sorszamat jelenti. Vizsgaljuk
(k)

meg, hogy a Alogp)’, a Alogd!" és a Alogu értékekre
milyen feltétel adodik, ha elvarjuk a

(k) gk __ (k+1) g(k+1)
vidy = yd,

egyenldség teljestilését! y-nek oi-vel felirt alakjat felhasz-
nalva és v iw -val egyszerisitve a

®exp{Alogu’ ®
\/ g&) ezg i A loiz{k)} dPexp{Alogd’} = /%d}“ (14)
J J J
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2. tabldzat | Modellparaméterek a magnetotellurikus adatok inverzi6jahoz, a) szintetikus adatok generaldsahoz,
b) a hagyoményos MT inverzi6 eredménye, c) kezdeti modell a -t is figyelembe vevé inverzichoz,
d) a p-t is figyelembe vevé inverzié eredménye
a) b)
réteg o [Qm] d [m] vl réteg o [Qm] d [m] Hrel
1. 100 9000 1 1. 100,0 9000,1
2. 100 500 100 2. 10000,9 50000,1
100 1 3. 100,0
c) d)
réteg o [Qm] d [m] Hral réteg o [Qm] d [m] Ul
200 6000 1 1. 46,84 4215,72 2,1348
2. 200 1000 1 2. 739,43 3704,13 13,4989
200 1 3. 141,46 0,7069

egyenloséget kapjuk. Ebbol adodik, hogy teljesiilnie kell a
—(1/2)Alogp; + Alogd, + (1/2) Alogu; =0 (15)

egyenloségnek, ahol mar elhagytuk az iteracid sorszamat
jelolo k-t. Ha ezt megszorozzuk (2/3)-dal, akkor éppen a fel-
bontoképességi matrix (j + n)-edik sorat kapjuk. Tekintsiik
most a rekurzios eléremodellezd képlet egy masik fontos
mennyiségét, a 7;/.4 hanyadost! (11), (12) és (13) alkalma-
zasaval hasonloan a y;d; mennyiséghez levezethetd, hogy
(k) (k+1)

7 — Vi
k) (k+1)

M) M)

akkor teljesiil, ha

Alogpo;+Alogu;=0. (16)

Ha (16) (1/2)-€bdl kivonjuk (15) (1/3)-at, akkor megkapjuk
a felbontoképességi matrix j-edik sorat (9). Az n-edik réteg
esetében, ahol a rétegvastagsag mar nem jatszik szerepet, a

(k) (k+1)
Vi Vi

= (k+1)

u

feltételbol kozvetlentiil kovetkezik a felbontoképességi mat-
rix n-edik és (3n — 1)-edik sora

(1/2) Alog o, + (1/2) Alog sz, = 0.

Ezzel a példaval megmutattuk, hogy a rekurzios eléremo-
dellezé képlet elemzése az ekvivalencia szempontjabol
ugyanazt az informaciot adja, mint a linearizalt inverzio fel-
bontoképességi matrixa. Az eddig tett megallapitasok alap-
jén az sem zarhato ki, hogy ha az inverziot a helyes rétegpa-
raméterekkel inditjuk, az iteracids 1épések soran az egyes
rétegparaméterek valtoznak, a helyes modellparaméterektdl
egyre tavolabb keriilnek ugy, hogy a 7;d; és a 7,/1; mennyi-
ségek valtozatlanok maradnak. A mérési adatok és a modell-
hez tartozé szamitott adatok eltérése viszont a szamitastech-
nikai hibahataron beliil marad. Erre lathatunk egy példat az
1. tablazat b) modellparamétereivel. Ezeket a rétegparamé-
tereket a helyes modellbdl kiindulva kaptuk 200 iteracios
1épés utan. A modellparaméterek lassu eltavolodasanak va-

l6sziniileg az is az oka, hogy az inverzidban kis értékekkel
ugyan, de azok a sajatértékek is szerepet kapnak, amelyek-
nek elméletileg 0-nak kellene lenniiik. A paramétereknek ez
a tipusu megvaltozasa Osszhangban van a paraméterekre
vonatkozo, a felbontoképességi matrix altal meghatarozott
Osszefliggésekkel is.

A kovetkezdekben elemezendé modell esetében elsdsor-
ban a magneses permeabilitas nagyobb mélységben eléfor-
dulé megvaltozasaval foglalkozunk. A modell harom réte-
gének megegyezik a vezetoképessége. A szintetikus adatok
szamitasahoz alkalmazott modellparamétereket a 2. tabla-
zat a) adatai tartalmazzak.

Elészor ahagyomanyos, azaz a magneses permeabilitassal
nem szamolo inverziot alkalmazzuk, azaz az inverzid soran
azt feltételezziik, hogy mindegyik réteg magneses per-
meabilitdsa a vakuuméval egyezik meg annak ellenére,
hogy a szintetikus adatok szamitasahoz hasznalt modell ese-
tében a masodik réteg magneses permeabilitasa a vakuumé-
nak 100-szorosa. Az inverzi6 a 2. tabldzat b) rétegparamé-
tereit adja eredményiil. Az illeszkedés ebben az esetben to-
kéletes (2. abra), pedig a masodik réteg fajlagos ellenallasa
100-szorosara novekedett, tehat a magneses permeabilitas
hatasanak a figyelmen kiviil hagyasa, amint az varhato is
volt, teljesen eltorzitotta a modellt. A kdvetkez6 kisérlet a
magneses permeabilitast is figyelembe vevd inverzio. Te-
kintettel arra, hogy ez az inverzidé nagymértékben fiigg a
kezdeti modelltél, megadjuk annak a paramétereit is (2. tdb-
lazat, c) paraméterek). Az inverzié eredményét a 2. tablazat
d) paraméterei tartalmazzak.

Osszhangban azzal a (7) képlet elemzésekor tett meg-
allapitasunkkal, hogy a sikhullamu gerjesztés esetén nem
hatarozhat6é meg a rétegezett modell valamennyi paramé-
tere, a kapott modell meglehetdsen tavol van a szintetikus
adatok generalasara szolgalé modelltdl. A szintetikus mé-
rési adatok és az inverzidés modellhez tartozé szamitott
adatok illeszkedése viszont itt is tokéletes, megfelel a
2. abranak. A 2. tablazat d) modelljéhez tartozo sajatér-
téekek:
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2.4bra | A 2. tdabldzat b) és d) paramétereivel szamitott MT inverzios gorbék illeszkedése
Figure 2 | The fit of MT inversion curves calculated with the b) and d) parameters of Table 2

A1=6,33228, A, =4,41243, A3=3,57432, A4=2,35852,
As=0,01114, As=0,00289, A;=0,00001, As=0,00001.

Ezeknél a sajatértékeknél a legfeltlinébb a As sajatérték
viszonylag kis értéke. Mivel az el6z6ekben azt allitottuk,
hogy haromréteges modell esetén 5 sajatérték kiilonbozhet
0-tdl, a As kis értéke magyarazatra szorul. A kapott modell
els6 rétegének fajlagos ellenallasa Iényegesen kisebb, mint
a masodik rétegé, igy egy arnyékolo hatas érvényesiil. Ezért
a magnetotellurikus adatok a viszonylag rosszul vezeté ma-
sodik réteg fajlagos ellenallasanak a megvaltozasara csak
kis mértékben lesznek érzékenyek, ennek megfeleléen a
megbizhatéan meghatarozhatd rétegparaméterck szama
4-re csokkent.

Abban az esetben, amikor az inverziot az elvart rétegpa-
raméterekkel inditjuk, a rétegparaméterck fokozatosan, de

egyre tavolabb keriilnek a helyes rétegparaméterektol. A
modellparamétereket a 3. fablazat a) adatai tartalmazzak
200 iteracio utan. Ezeket a rétegparamétereket érdemes 0sz-
szevetni az /. tablazat b) rétegparamétereivel. A Iényegesen
vastagabb elsd réteg azt eredményezte, hogy az ekvi-
valenciafeltételek teljesiilése mellett l1ényegében csak az
els6 réteg paraméterei valtoztak, mig az /. tabldazat b) ese-
tében a masodik réteg paraméterei is valtoztak. Tételezziik
fel most, hogy a réteghatarokra vonatkozolag vannak el6ze-
tes informacidink, és végezziik el az inverziot ugy, hogy a
rétegvastagsagokat megadjuk, és nem engedjiik meg, hogy
az inverzios algoritmus valtoztassa azokat! Az igy kapott
inverzids paramétereket a 3. tabldzat b) adatai adjak. Az
elsé és a masodik réteg fajlagos ellenallasat és magneses
permeabilitasat helyesen megkaptuk, a harmadik réteghez
tartozo ys/us érték megegyezik a szintetikus adatok szami-

3. tabldzat | Inverzios eredmények a 2. tdbldzat a) modellparamétereivel szamolt szintetikus adatokkal, a) a helyes
rétegparaméterekbdl kiindulva, b) a rétegvastagsgok rdgzitésével
a) b)
réteg o [Qm] d [m] el réteg o [Qm] d [m] Hrel
L. 87,37 7593,18 1,1853 1. 100,01 9000,00 0,9999
2. 100,05 499,96 100,0080 2. 99,74 500,00 100,0040
100,01 1,0000 3. 141,44 0,7070
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tasdhoz hasznalt modellhez tartoz6 y;/u;-mal, azaz, dssz-
hangban az elézéekben tett megallapitasunkkal, az inverzio
ezt a mennyiséget csak kismértékben valtoztatta.

Egydimenzios inverzié nem sikhullamu
gerjesztésnél

Az egyszerliség kedvéért foglalkozzunk a magneses dipol
gerjesztésti mérésekkel! A mért mennyiséget meghatarozo
képletek ugyanis ebben az esetben allnak a legkozelebb a
magnetotellurikus esethez. A fliggbleges magneses dipdl
fligg6leges magneses terét meghatarozo képlet egy Hankel-
transzformaci6 tipusu integral

H.(w) = i—fT / o AR A e I + Ry(D1dA,  (17)

ahol J, az els6faju, nulladrend(i Bessel-fliggvény, IS a mag-
neses dip6l momentuma, r az adé—vevo tavolsag, & és z az
ado, illetve a vev6 magassaga. Az integral jobb konvergen-
cidgjanak az érdekében egy kis & vagy z érték megadasa még
a felszinen levé mérési rendszer esetén is célszerli. A réteg-
paraméterektdl fliggd Ro(A) magfiiggvény rekurzidval hata-
rozhaté meg. A rekurzionak tobbféle, ekvivalens valtozata
1étezik, most egy olyat valasztunk, amelyik a legjobban ha-
sonlit a magnetotellurikus esetre (7):

14+ R(A) =244+

(18)

Al/lo ]71
Si(A)

A rekurziot az Sy(A) fiiggvényre irjuk fel:

S() = coth</1,d, + CMh"(ﬁ’L’LlSM(A))). (19)
J+ 1)

Ez a rekurzié formailag hasonlit a magnetotellurikus (7)
képletre. A (19) képlet ugyanolyan, mint amilyet Kaufman
(1994) konyvében kozol, azzal az eltéréssel, hogy ott a ¢
magneses permeabilitas mindegyik rétegben ugyanaz. A (7)
és (19) kozott a legfontosabb eltérés az, hogy (19)-ben 7,
helyett a A; = [A* + 77| érték szerepel. Mivel A értéke a

(0,00) intervallumban barmely értéket felvesz, nem végez-
heték el azok az egyszertsitések, amelyek a sikhullamu
esetben megtehetdk, ezért nem lehet egyszerli ekvivalen-
ciakifejezéseket megadni a rétegparaméterekre (o0, d;, 1))
vonatkozolag. Ezért remény van arra, hogy az egydimen-
zi6s inverzidval valamennyi rétegparaméter meghatarozha-
td. A szintetikus adatok generalasadhoz tételezziik fel, hogy
az ad6 egy fiiggdleges magneses dipol, és attol » tavolsagra
mérjiik a magneses térerdsség fliggdleges komponensének a
képzetes részét, Im(H.(w))-t kiillonb6zo frekvenciaju ger-
jesztésekkel. A modellparaméterek ugyanazok, mint az elsé
magnetotellurikus példanal (4. tabldazat, a) paraméterek).

El6szor egy szintetikus adatokon végzett olyan inverziot
tekintsiink, ahol csak egyetlen » = 2500 m ad6—vevd tavol-
sdggal végeztiink frekvenciaszondazast. Az inverzid kezdeti
modelljét a 4. tabldzat b) adatai tartalmazzak. Az inverzid
eredményeként kapott ¢c) modellparamétereket a 4. tablazat
tartalmazza 200 iteracié utan. A tablazat alapjan megallapit-
hatd, hogy az inverzi6 lassan ugyan, de a megfelelé modell-
paraméterekhez konvergal. Ez 1ényeges kiilonbség a sikhul-
lamu esethez képest, mivel ott a helyes rétegparaméterekkel
inditva az inverziot a paraméterek lassan tavolodnak a he-
lyes értékektdl. Az Im(H.(w)) illeszkedése a 3. dbran latha-
t6. Az abraval kapcsolatban azt kell megjegyezni, hogy az
adatok a vakuumbeli értékre normalva vannak, és a fiiggo-
leges tengely nem logaritmikus, mivel az dbrazolt mennyi-
ségek 0-hoz kozeli értékeket is felvehetnek. Az egy r érték-
kel végzett méréseken alapuld inverzid is megmutatja, hogy
a nem sikhulldmu gerjesztés a nyolc rétegparaméter megha-
tarozhatésaganak szempontjabol lényegesen kedvezobb,
mint a magnetotellurikus modszer.

Az 5. tablazat 2. oszlopa tartalmazza az r = 2500 m ér-
tékkel végzett mérések inverzidjahoz tartozd sajatértékeket.
A sajatértékek itt is csokkennek, de az a fajta ugrasszert
csokkenés, amely a magnetotellurikus esetet jellemezte az
5. sajatérték utan itt nem jelentkezik.

A kovetkezd kisérlet a két adé—vevd tavolsaggal (r =
2500 m és r = 4000 m) mért szintetikus adatokon elvégzett
inverzio. A szintetikus adatok generalasara szolgalé modell

4. tablazat | Modellparaméterek magneses dip6l gerjesztésii mérések inverzidjahoz, a) generalé modell, b) kezdeti
modell, ¢) az inverzi6 eredménye r = 2500 m-rel végzett méréseknél

a) b)
réteg o [Qm] d [m] Lrel réteg o [Qm] d [m] Hrel
1. 100 1000 1 1. 120,0 1500,0 1,0
2. 20 500 100 2. 40,0 400,0 50,0
100 1 120,0 1,0
réteg 0 [Qm] d [m] Hrel
101,58 1005,21 1,024
2. 27,59 678,05 73,342
109,59 1,071
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3. abra

A mért és szamitott értékek (ImH.(w)) illeszkedése magneses dipol gerjesztésli mérésre egy ado—vevo tavolsaggal

Figure 3 | The fit of the calculated and measured values (ImH.(w)) for measurement with magnetic dipole excitation with one
transmitter—receiver separation

5. tablazat | Az inverzié sajatértékei magnesesdipol-gerjesztés esetén
az add vevo tavolsagok szamanak fiiggvényében
Index  1dbrérték 2 db r érték 7 db r érték
1 412,75113 415,04578 415,25110
2 1,47099 10,21085 25,81511
3 1,52276 4,90454 12,59127
4 0,54295 2,51982 10,72603
5 0,36770 0,99047 3,06328
6 0,12302 0,64518 2,18058
7 0,03319 0,11472 0,61311
8 0,01101 0,02529 0,10704

harmadik oszlopaban szerepelnek. A javulas az egy r tavol-
saggal végzett méréssel szemben nyilvanvalo, a legkisebb
sajatértékek nagyobb értéket vettek fel.

Végiil szintetikus adatokkal arra az inverzidra is mu-
tatunk példat, amikor 7 db kiilénb6z6 ado—vevd tavol-
saggal mériink (» = 2500 m, 3000 m, 3500 m, 4000 m,
4500 m, 5000 m, 5500 m). Az inverzi6 eredményeként
kapott modell paramétereit a 6. tablazat b) adatai tartal-
mazzak. Az iteraciok szama most is 200 volt, de meg
kell jegyezni, hogy szemben a két el6z6 példaval a ré-
tegparaméterek mar a 100-adik iteracio utan elérték a
tablazatban szereplé értékeket, és ezutan Iényegében
nem valtoztak. Az inverzid sajatértékei az 5. tabldzat 4.
oszlopaban lathatok. Latszik, hogy a sajatértékek nagy-
saga a 7 kiilonboz6 ado—vevo tavolsaggal végzett méré-
sek esetén, amint az varhaté is volt, itt a legkedvez6bb.

¢és az inverzid kezdeti modellje ugyanaz, mint az el6z6 pél-
danal (4. tabldzat, a) és b) paraméterek). A 200 iteracios 1é-
pés utan kapott inverziés modellparamétereket a 6. tabldzat
a) adatai mutatjak. Ezek egyértelmiien kdzelebb vannak az
eredeti paraméterekhez, mint a 4. tabldzat c) paraméterei. A
mérési és a modellhez tartozo szamitott adatok a 4. dbran
lathatok. A modellhez tartozo sajatértékek az 5. tablazat

A magneses dipdl gerjesztésii mérések inverzidjahoz tar-
tozd sajatértékek esetében egy masik fontos eltérés a
sikhullamu esethez képest az, hogy az elsé sajatérték 1¢-
nyegesen nagyobb, mint a tobbi. Ennek nyilvanvaldan
az az oka, hogy az add kdzvetleniil a felszinen van, ezért
az elsé réteg mérési adatokra gyakorolt hatasa 1ényege-
sen feliillmulja a tobbi réteg hatasat.

6. tablazat | Inverzios eredmények, a) 2 ado—vevo tavolsaggal, b) 7 ado—vevo tavolsaggal

a) b)
réteg o [Qm] d [m] el réteg o [Qm] d [m] Hrel
1. 100,041 1000,144 1,0006 1. 100,021 1000,112 1,0003
2. 20,270 506,521 98,7344 2. 20,089 502,010 99,5849
100,125 1,0012 3. 100,082 1,0007

182

Magyar Geofizika 51/4



A magneses permeabilitas meghatarozasa inverzioval

szamitott
0.5 mért, r=2500m ]
szamitott
mért, r=4000m .
_g—a—uF '='-l "
[1 ) I S S - \\ ]
L] N
i 5
IN \l\ Y
lE—' \ i
0.5 \
L]
\
)
A\ b
g
1t W /
\h . f
0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10 100
frekvencia [Hz]
4. abra Magneses dip6l gerjesztésii mérések inverzids gorbéinek az illeszkedése 2 ado—vevo tavolsaggal
Figure 4 | The fit of inversion curves of measurements by magnetic dipole excitation with 2 transmitter-receiver separations

A sajatértékek és az inverzios modellparaméterek értékei
a magnesesdipol-gerjesztésnél egyértelmiien kedvezdbbek,
mint a sikhullamu gerjesztésnél. A magnetotellurikus eset-
hez képest az 5. és a 6. sajatérték aranya a magnesesdip6l-
gerjesztés mellett Iényegesen jobb. A magnetotellurika ese-
tén As/As = 397,7, amely két nagysagrenddel nagyobb, mint
a magnesesdipol-gerjesztéshez tartozd As/As = 1,405. Az
eddigi példak alapjan megallapitottuk, hogy magnesdipdl-
gerjesztéssel a haromréteges modellnek mind a nyolc ré-

1,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,66 —0,01 0,00
0,00 0,00 1,00 0,00
R = 0,00 0,01 0,00 1,00
0,00 -0,34 0,00 0,01
0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,33 0,00 —0,01
0,00 0,00 0,00 0,00

Ebbol a matrixbol a masodik réteg paramétereire (02, da,
/t>) ugyanolyan ekvivalenciatulajdonsagok 4llapithatok
meg, mint a sikhullamu esetben. Ismét kihangstlyozzuk a
kiilonbséget, azaz itt a nyolcadik sajatérték kicsi ugyan, de
0-tol egyértelmiien kiilonbozik. Ha ezt a legkisebb sajat-
értéket is figyelembe vessziik a sajatérték szamitasakor,
akkor az egységmatrixot kapjuk, ami azt jelenti, hogy va-
lamennyi rétegparaméter meghatarozhat6. A megallapita-
saink szintetikus, zajmentes adatokra vonatkoznak, zajjal
terhelt adatok esetében mar elképzelhetd, hogy nem oldha-
to fel a modelleknek ez a tipusu ekvivalencidja. A (20)
matrixszal jellemzett ekvivalencia gyakran eléfordul frek-
venciaszondazasoknal és tranziens elektromagneses méré-
seknél, amikor egy viszonylag vékony, de a kornyezetéhez

tegparamétere meghatarozhato, és a legkisebb sajatértékek
a sikhullamu gerjesztéstdl eltérden nem csak szamitastech-
nikai pontatlansagként jelennek meg. Ennek ellenére a kis
értéki sajatértékeknek is van informaciotartalmuk. Hagy-
juk el példaul a legkisebb, nyolcadik sajatértéket, és sza-
mitsuk ki a felbontoképesség matrixot 7 sajatérték felhasz-
nalasaval, amibdl megallapithatd, hogy az inverzi6 altal
meghatarozott paraméterekre milyen bizonytalansag jel-
lemzd

0,00 0,00 0,00 0,00) o
-0,34 0,00 0,33 0,00 |0,
0,00 0,00 0,00 0,00 ] o5
0,01 0,00 —0,01 0,00 dl. (20)
0,66 0,00 0,33 0,00 | d
0,00 1,00 0,00 0,00 |
0,33 0,00 0,69 0,00 |
0,00 0,00 0,00 1,00)

képest jol vezetd rétegrdl van szo. Szintetikus adatokon
végzett inverzioval megmutathatd, hogy azokra a méré-
sekre is jellemzd, hogy a jol vezetd, vékony rétegek para-
méterei (0;, d;) csak rendkiviil lassti konvergenciaval ha-
tarozhatok meg.

Osszefoglalas

Szintetikus adatokkal megmutattuk, hogy sikhullamu ger-
jesztés esetén a felbontoképességi matrix megadja, hogy
mely rétegparaméterek kozott van linedris kapcsolat. Ez az
informacio teljesen ekvivalens az eléremodellezd képlet re-
kurziés formuldjabol adodo osszefliggésekkel. Mas szdval,
ha az egydimenzios modell esetében a magneses permea-
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bilitas hatasaval is szamolunk, a magnetotellurikus inverzid
nem oldhat6 meg egyértelmiien. A nem sikhullamu gerjesz-
tés esetére a képletek alapjan nem lehet a sikhullamu ger-
jesztéshez hasonloan bizonyitani az ekvivalenciat. Ezért itt
az inverzios algoritmus Jacobi-matrixanak a szingularis ér-
tékek szerinti felbontasabdl adddo sajatértékei és a felbon-
toképességi matrix tulajdonsagai alapjan vonjuk le azt a
kovetkeztetést, hogy elméletileg lehetséges mindegyik ré-
tegparaméter meghatarozasa. Fontos kiilonbség tovabba a
kétféle gerjesztés kozott, hogy sikhullami gerjesztésnél az
inverzid a helyes rétegparaméterekkel inditva sem bizonyult
stabilnak, mig a magnesesdipdl-gerjesztés esetén az inver-
zi6 a helyes értékekhez kozeli rétegparaméterekkel inditva
a helyeshez egyre kodzelebbi értékeket adott, bar a konver-
gencia meglehetdsen lassu volt.

Koszonetnyilvanitas

A cikkben ismertetett inverzios vizsgalatok az OTKA 68475
projekt keretében késziiltek.
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