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A jelen dolgozat egy cikksorozat része, amelyben a Miskolci Egyetem Geofi zikai Tanszékén kifejlesztett sorfejtéses inver-
ziós módszeren alapuló adatfeldolgozási/értelmezési eljárásokat mutatjuk be. Az első dolgozatban a Fourier-transzformáci-
ót újszerű megközelítésben inverz feladatként tárgyaltuk úgy, hogy a frekvenciaspektrumot sorfejtéssel közelítettük, inver-
ziós változónak a sorfejtési együtthatókat tekintve. A második dolgozatban a sorfejtéses inverzió módszerét a mélyfúrási 
geofi zikai adatok feldolgozására alkalmaztuk úgy, hogy a petrofi zikai paramétereket – mint a mélység függvényeit – sorfej-
téssel közelítettük, a sorfejtési együtthatókat az inverziós eljárás keretében állítottuk elő. A harmadik dolgozatban a sorfej-
téses inverzió módszerével a gerjesztettpotenciál- (GP-)adatok feldolgozására mutattunk be új módszert. Folytatva az alkal-
mazási lehetőségeket, ebben a dolgozatban a ME Geofi zikai Tanszék és a BME Általános és Felsőgeodézia Tanszék 
együttműködése keretében korábban kidolgozott 2D eljárás továbbfejlesztésével bemutatjuk a nehézségi erőtér 3 dimenziós 
potenciálfüggvényének inverziós előállítását Eötvös-ingával mért adatok, nehézségi gyorsulás mérésének, függővonal-el-
hajlás értékeinek és digitális terepmodell adatainak együttes felhasználásával. A módszerrel nem csupán az Eötvös-inga 
mérési pontjaiban, hanem ezek környezetében (a mérési terület bármely pontjában) is meghatározható a teljes Eötvös-
tenzor, és így megkaphatjuk az Eötvös-ingával közvetlenül nem mérhető vertikális gradiensértékeket is. Ezzel egyszerű le-
hetőség adódik az Eötvös-inga-mérések átszámítására különböző magasságokra, és megoldható a nehézségi erőtér potenci-
ál-szintfelületeinek analitikus meghatározása.

Dobróka, M., Völgyesi, L.: Series expansion based inversion IV. 
Inversion reconstruction of the gravity potential
The present study is part of a series of articles in which data processing/interpretation methods are presented which are based 
on series expansion inverse technique developed by the Department of Geophysics, University of Miskolc. In the fi rst paper 
the Fourier transform was discussed in a new approach as an inverse problem so that the frequency spectrum was approxi-
mated by series expansion and the inversion variables were regarded as series expansion coeffi cients. In the second article 
the series expansion inverse method was applied for borehole geophysical data processing so that the petrophysical param-
eters – such as functions of depth – were approximated by series expansion, the series expansion coeffi cients were produced 
within the confi nes of the inversion method. A new method which processes induced potential (IP) data by series expansion 
inversion method was presented in the third paper. Now as a continuation we developed the former 2D solution which was 
elaborated by cooperation between the Department of Geophysics, MU and the Department of Geodesy and Surveying, 
BUTE, and an inversion reconstruction of 3D gravity potential is presented in this paper which is based not only on the tor-
sion balance and gravity measurements, but also on the defl ections of the vertical and digital terrain model data. Applying 
this method the elements of the full Eötvös tensor including the vertical gradients which are not directly measurable by 
torsion balance can be determined not only in the torsion balance stations, but anywhere in the surroundings of these points. 
This gives a simple possibility to transform the torsion balance measurements to different heights and the analytical deter-
mination of the equipotential surfaces of the gravity fi eld.

Beérkezett: 2010. november 11.; elfogadva: 2010. november 15.

Bevezetés

Magyarországon a múlt században közel 60000 mérést 
végeztek Eötvös-ingával elsősorban ásványi nyersanya-
gok kutatása céljából. Napjainkban erre a célra már lénye-
gesen hatékonyabb kutatási módszereket alkalmaznak, 
ezért az Eötvös-ingával végzett mérések geofi zikai hasz-
nosítása helyett a geodéziai hasznosítás került előtérbe. 

A geofi zikai alkalmazások céljára korában csak a Wzx és a 
Wzy horizontális gradienseket dolgozták fel, a W és Wxy 
görbületi adatok eddig feldolgozatlanok maradtak. A geo-
déziában viszont éppen a görbületi gradiensek alapján 
számíthatók függővonal-elhajlások, amelyeknek többek 
között a geoid fi nomszerkezetének meghatározása szem-
pontjából van nagy jelentősége (Völgyesi 1993, 1995, 
2001, 2005).
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Az Eötvös-ingával végzett mérések geodéziai célú fel-
használási lehetőségei a legutóbbi időkben tovább bővültek 
(Völgyesi et al. 2005). A Wzx és a Wzy horizontális gradiensek 
felhasználásával a nehézségi erőtér, illetve a gravitációs 
anomáliák határozhatók meg interpolációval (Völgyesi et 
al. 2004, 2007), a Wzx és a Wzy horizontális gradiensek és a 
W  és Wxy görbületi adatok együttes felhasználásával pedig 
a vertikális gradiensek állíthatók elő az Eötvös-ingával vég-
zett mérési pontokban (Haalck 1950, Tóth et al. 2004, 2005, 
Tóth 2007).

Valamennyi probléma megoldása szempontjából nagy je-
lentősége van a potenciálfüggvény előállításának. Ameny-
nyiben meg tudjuk határozni a nehézségi erőtér potenciál-
függvényét, ebből megfelelő irányú első deriváltakkal elő 
tudjuk állítani az erőtér vektorának összetevőit, a második 
deriváltak pedig az Eötvös-tenzor elemeit adják. Az általunk 
korábban kidolgozott 2D eljárással megoldottuk a W és a 
Wxy Eötvös-inga-mérések alapján a nehézségi erőtér poten-
ciálfüggvényének és a potenciálfüggvény valamennyi fon-
tos deriváltjának inverziós előállítását (Dobróka, Völgyesi 
2005, 2008). Az alábbiakban a 2D eljárás továbbfejlesztésé-
vel a nehézségi erőtér 3D potenciálfüggvényének inverziós 
rekonstrukciójára adunk megoldást. A 3D inverziós algorit-
mus ellenőrzésére a Szabadszállás–Kiskőrös környéki, kö-
zel 750 km2 kiterjedésű területen végeztük kísérleti számítá-
sokat. A javasolt módszerrel lehetőség nyílik az eddig alkal-
mazott interpolációs módszerek pontosságát felülmúló szá-
mítások elvégzésére és a korábban alkalmazott eljárások 
során felmerülő bizonyos problémák áthidalására. Ezzel 
kapcsolatos kutatásainkban több részletkérdés még tisztá-
zásra szorul, azonban a módszer bizonyítottan jól működik.

Az inverziós algoritmus

Írjuk fel a nehézségi erőtér potenciálfüggvényét valamely  
bázisfüggvényrendszer szerinti sorfejtés alakjában!
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ahol l = i + ( j – 1)Ny + (k – 1)Nx Ny.
Bázisfüggvényekként pl. hatványfüggvényeket alkalmaz-

hatunk. Az 1 index a konstans tagot jelöli, és mivel a poten-
ciál konstans erejéig egyértelmű, ezért az i = j = k = 1 eset 
kizárható.

Az (1) potenciál második deriváltjaiként egyszerűen elő-
állíthatjuk az Eötvös-ingával mérhető görbületi adatok (W, 
Wxy), illetve a horizontális gradiensek (Wzx, Wzy) elméleti ér-
tékeit:
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ahol a W´(x), ill. W´́ (x) típusú mennyiségekben a vessző a 
zárójelben levő koordináta szerinti első, ill. második deri-
váltat jelenti. Vezessük be a q-ik (xq, yq, zq) mérési pontban 
az alábbi jelöléseket!
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amelyekkel a (2) Eötvös-ingával kapott adatok a q-ik pont-
ban:
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ahol M = Nx  Ny  Nz – 1 a sorfejtési együtthatók száma, Sql, Qql, 
Dql, Fql pedig ismertek.

Az inverziós eljáráshoz szükséges első deriváltak így ír-
hatók:
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második deriváltra is. Alkalmazzuk a q-ik (xq, yq, zq) mérési 
pontban az alábbi jelöléseket!
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Ezek szintén kiszámítható és mátrixba foglalható elemek, 
amelyekkel a számított első derivált adatok a q-ik pontban:
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ahol M = Nx  Ny  Nz – 1 a sorfejtési együtthatók száma, Aql, Cql, 
Hql, Rql pedig ismertek.

A mért és a számított értékekből alkotott eltérésvektorok 
elemei a második deriváltra vonatkozó adatokra:
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az első derivált adatokra pedig:
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ahol W ( )
z
q mért  a nehézségi gyorsulás graviméterrel mérhető 

értéke és W ( )
x
q mért  és W ( )

y
q mért  pedig csillagászati függővonal-

elhajlásokból számítható értékek. (Az első deriváltak a füg-
gővonal-elhajlásból: Wx = –gp + Ux és Wy = –gh + Uy , ahol  
U az ellipszoidi normáltér ismert potenciálfüggvénye, g az 
átlagos nehézségi gyorsulás, p és h pedig a függővonal- 
elhajlási összetevők.)

A minimalizálandó függvény legyen az eltérésvektor L2 
normája!
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jelölést! Az Sql, Qql, Dql, Fql, valamint az Aql, Cql, Hql, Rql 
 értékeket egyetlen (az ún. Jakobi-együttható-mátrixba) fog-
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A mért és a számított értékek eltérése:
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Az így defi niált inverz feladat megoldását a
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feltételrendszer alapján felállított
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Az inverz probléma lineáris, megoldásával a sorfejtési 
együtthatók B vektora meghatározható. A B vektor elemei-
nek ismeretében a teljes Eötvös-tenzor (beleértve az Eöt-
vös-ingával közvetlenül nem mérhető vertikális gradiens 
értékeket is), ezenkívül pedig a függővonal-elhajlás számí-
tásához szükséges Wx, Wy mennyiségek, továbbá a nehéz-
ségi gyorsulás értékek is egzaktul számíthatók nemcsak a 
mérési pontokban, hanem a teljes mérési területen.

Kísérleti számítások

A módszer alkalmazhatóságának vizsgálatára az 1. ábrán 
látható Szabadszállás–Kiskőrös környéki területen végez-
tünk kísérleti számításokat, ahol 248 Eötvös-ingával végzett 
és 1197 graviméteres mérés eredményei álltak rendelke-
zésre.

A tesztterületen három asztrogeodéziai és további tíz 
asztrogravimetriai pont is található, ahol ismertek a GRS80 
rendszerre vonatkozó p, h függővonalelhajlás-értékek. Az 
ábrán a pontok a graviméteres mérések, a körök az ingamé-
rések helyszínét, a fekete négyzetek az asztrogeodéziai, a 
háromszögek pedig az asztrogravimetriai pontokat jelölik. 
A kereten az EOV koordináták láthatók méterben. A terüle-
ten mind a topográfi ai viszonyok, mind a Eötvös-ingával 
végzett mérések sűrűsége, valamint az asztrogeodéziai állo-
mások átlagos magyarországi állapotot tükröznek.

A 2. és 3. ábrán a W, a 4. és 5. ábrán a Wxy görbületi 
gradiensek, a 6. és 7. ábrán a Wzx, a 8. és 9. ábrán pedig a 
Wzy  horizontális gradiensek izovonalas térképe látható. A 2., 
4., 6. és 8. ábrán a 248 Eötvös-ingával végzett mérés alap-
ján megszerkesztett kép, a 3., 5., 7. és 9. ábrán pedig az 
 inverziós eljárással előállított kép látható. Az ábrákon az 
izovonalak lépésköze 5 E. (1 E = 1 Eötvös-egység = 10–9 s–2). 
Az ábrákat úgy csoportosítottuk, hogy az Eötvös-ingával 
mért eredeti és az ellenőrzés céljából inverziós rekonstruk-
cióval előállított képek egymás mellett közvetlenül össze-
hasonlíthatók legyenek.

A W, Wxy, Wzx és a Wzy gradiensek 2., 4., 6. és 8. ábrán 
látható meglehetősen változatos képe azt vetítette előre, 
hogy esetünkben a potenciáltér sorfejtéses leírása csak vi-
szonylag magas fokszámú polinomokkal válik lehetővé.

Az inverziós feladat megoldása során meghatároztuk 
mindazon sorfejtési együtthatókat, amelyek segítségével a 
teljes tesztterületre előállítható mind a nehézségi erőtér po-
tenciálfüggvénye, mind a potenciálfüggvény valamennyi 
első és második deriváltja. Összehasonlítva például a 2. és 
3., illetve a 4. és 5. ábrá kon az Eötvös-ingával mért, vala-
mint az együttes inverzióval előállított W és Wxy görbületi 
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gradiensek képét, az egyezés igen jónak mondható, de 
ugyanez a jó egyezés tapasztalható a Wzx és a Wzy hori -
zontális gradiensek esetében is a 6. és 7., illetve a 8. és 
9. áb rákon.

Tapasztalataink szerint a számításainkban alkalmazott 
Legendre-polinomok fokszámának meghatározásakor kö-
rültekintően kell eljárnunk, mert a fokszám növelésével 
kezdetben lassan, majd egyre gyorsabban csökken a meg-

91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114

873

874 875 876

877

878

879

880

882

887
888

906

984

985

986987

988

989

990

992

993

995996997

998

999

1000

1001

100210031007

1009

1010

1011

1012

1013

1014

1015

1016

1017

1018

10191022

1023 1025

1026

102710281029

1030

1042 1043

1044

1045

1046

1047

10481049

1050

10511052

10531054

1055

1059

1060

1061

1062

1063

1064

1065

1066

1067

10681069

1070

1071

1072

1073

10741075

1076

1077

1078

1079

1080

1081

1083

1084

1086

1087

1088

1092 1093 1094

10951096 1101 1102

11031104

1105

1106 1108

1109

1110 1111

1112

1113
1114 1115

11161117

1118

11191120

1121 1122

1123 1124

1125

1126

11271128
1129 1132 1136

1137

1138

113911401141

1142 1143

1144

1145
1146

1147

11481149

1150

1151

11521153

1154
1155

1156

1157

1158

1159

1160

1161

1162

1163

1164

1165

1166 1167 1168

1169 1170 1171

1172

1173
1174

1175

1176

1177

11781179

11801181

1182

1184

11851186 1187 11881189

1191

1192

1193 1194

11951196

11971199

1200

1201
1202

1203

120412051206

1207 1208

12091210

1211 1212

12131214

1215

1216

1217

1221 1229

12361237

12381239

12401241

1246

1247

1250

1251

1252 1253

1254

1255

1256

1257

1258

1259 1262

1263 1264

26322634
2635

263626372638

2639
1_EBDL

2_IZSK

3_KISK

991

1008

1024

1082

1107

1135

1183

1190

1198

1245

645000 650000 655000 660000 665000 670000 675000

145000

150000

155000

160000

165000

 

1. ábra Graviméteres és Eötvös-inga-mérési helyek, valamint az asztrogeodéziai és az asztrogravimetriai pontok a teszt terület topográfi ai térképén. 
A kereten az EOV koordináták, jobb oldalon a magasságok láthatók méterben

Figure 1 Locations of the gravity and torsion balance stations, besides the astrogeodetic and astrogravimetric points on the topographic map of the test 
area. Coordinates are in meters in the Hungarian Unifi ed National Projections (EOV) system
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2. ábra Eötvös-ingával mért W területi eloszlása

Figure 2 Isoline map of W measured by torsion balance
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3. ábra Az inverzióval előállított W területi eloszlása

Figure 3 Isoline map of W from joint inversion
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4. ábra Eötvös-ingával mért Wxy területi eloszlása

Figure 4 Isoline map of Wxy measured by torsion balance
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5. ábra Az inverzióval előállított Wxy területi eloszlása

Figure 5 Isoline map of Wxy from joint inversion
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6. ábra Eötvös-ingával mért Wzx területi eloszlása

Figure 6 Isoline map of Wzx measured by torsion balance
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7. ábra Az inverzióval előállított Wzx területi eloszlása

Figure 7 Isoline map of Wzx from joint inversion
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8. ábra Eötvös-ingával mért Wzy területi eloszlása

Figure 8 Isoline map of Wzy measured by torsion balance
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9. ábra Az inverzióval előállított Wzy területi eloszlása

Figure 9 Isoline map of Wzy from joint inversion



Dobróka M., Völgyesi L.

148 Magyar Geofi zika 51/3

oldandó normálegyenletek együtthatómátrixának kondicio-
náltsága, a fokszám csökkentésével viszont romlik a felbon-
tóképesség. Vizsgálataink szerint a P = 18–24 közötti érték 
általában jó kompromisszumnak látszik a felbontóképesség 
és a normálegyenletek kondicionáltsága vonatkozásában  
számításaink során a P = 19 fokszámig terjedő Legendre-
polinomokat alkalmaztuk.

A sorfejtési együtthatók ismeretében lehetőség van a 
 nehézségi erőtér potenciálfüggvényének, valamint a poten-
ciálfüggvény első deriváltjainak meghatározására is. A 
10. ábrán egy additív állandó erejéig együttes inverzióval 
meghatározott potenciálmező látható. Az ábrán az izo-
vonalak lépésköze 0,1 m2/s2.

A 11., 12., 13. és 14. ábrák a potenciáltér első deriváltjai-
nak izovonalas térképeit mutatják be. Az izovonalas lépés-
köz 0,5 mGal (1 mGal = 10–5 ms–2). A potenciáltér izovonalas 
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10. ábra Az együttes inverzióval előállított potenciáltér (az izovonalak 
lépésköze 0,1 m2/s2) és a függővonal-elhajlások vektorábrája

Figure 10 Computed potential fi eld W from the joint inversion (isoline 
interval is 0.1 m2/s2) and the vector fi eld of the defl ections 

of the vertical
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11. ábra Graviméterrel mért g (Wz) területi eloszlása

Figure 11 Gravity g (Wz) measured by gravimeters
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12. ábra Az inverzióval előállított g (Wz) területi eloszlása

Figure 12 Isoline map of gravity Wz from joint inversion
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13. ábra Az inverzióval előállított Wx területi eloszlása

Figure 13 Computed Wx from the joint inversion
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14. ábra Az inverzióval előállított Wy területi eloszlása

Figure 14 Computed Wy from the joint inversion
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térképe, mely a 10. ábrán látható, 1197 gravitációs mérésen 
alapszik. A geodézia számára igen fontos függővonal-elhaj-
lások számításához a Wx és Wy mennyiségek ismerete szük-
séges, ugyanis a p és az h értékek a

p = Wx / g

és az

h = Wy / g

összefüggések alapján számíthatók. Ezeknek a Wx és Wy 
első deriváltaknak a területi eloszlását láthatjuk a 13. és 
14. ábrán.

Mindemellett a 10. ábrán egyúttal a függővonal-elhajlá-
sok vektorait is bemutatjuk az együttes inverziós megoldá-
sából, ahol a vektorok hosszát a i = [p2 + h2]1/2 összefüggés 
alapján számítottuk.

Végül, amint jeleztük, az inverziós eljárással lehetőség 
nyílik az Eötvös-ingával közvetlenül nem mérhető Wzz ver-
tikális gradiensek meghatározására is. A tesztterületünkre 
vonatkozó vertikális gradiensek területi eloszlása a 15. áb-
rán látható. Az így meghatározott vertikális gradiensek el-
lenőrzésére eddig nem volt lehetőségünk, ebből a célból 
néhány ellenőrző pontban vertikális gradiens méréseket ter-
vezünk.

Összefoglalás

Az általunk korábban kidolgozott 2D eljárás továbbfejlesz-
tésével megoldottuk a nehézségi erőtér 3 dimenziós poten-
ciálfüggvényének inverziós előállítását. A bemutatott mód-
szer a potenciálfüggvény nagyszámú Eötvös-inga- és gra-
viméteres mérés, valamint digitális terepmodelladatok és 
 néhány függővonalelhajlás-adat együttes inverziójának fel-
használásával történő meghatározására nyújt lehetőséget. 
Az így rekonstruált potenciálfüggvényből számos gyakor-

lati fontosságú mennyiséget (pl. vertikális gradienseket, 
függővonal-elhajlásokat) származtathatunk le a vizsgálati 
terület bármely pontjában. Az eljárás előnye, hogy mindezt 
egy jelentősen túlhatározott inverz probléma megoldásával 
tehetjük.
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15. ábra Az inverzióval előállított Wzz vertikális gradiensek

Figure 15 Computed vertical gradients Wzz from the joint inversion


