Sorfejtéses inverzio — Fourier-transzformdcio
mint inverz feladatl
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Az idétartomanyban mért jelek frekvenciatartomanybeli feldolgozasanak alapjat a Fourier-transzformacio képe-
zi. Ennek szamitogépen megvalosithato specialis esete, a diszkrét Fourier-transzformacio (DFT) széles korben alkal-
mazott eljards, am az eredményeinek felhasznalasakor figyelembe kell venni, hogy a mérési zajokra nagyon érzéke-
nyen reagal. A Fourier-transzformaciot inverzios feladatkent értelmezve, a zajokkal szemben rezisztens viselkedést
biztosito modszert dolgoztunk ki. Az eljaras alapja a komplex spektrum sorfejtéses diszkretizacidja, amelynek egyiitt-
hatoit tulhatarozott inverz feladat keretében hatarozzuk meg. Bemutatjuk az Hermite fiiggvényrendszerrel diszkreti-
zalt frekvenciaspektrum meghatdarozasara szolgalo inverz Fourier-transzformadcio két algoritmusat. A legkisebb
négyzetek elve szerinti Fourier-transzformacio (LSQ-FT) Gauss-eloszlast kévetd zaj jelenlétekor, az iterativ ujrasu-
Iyozas elve szerinti Fourier-transzformacio (IRLS-FT) pedig kiugro hibaértékek fellepésekor mutat figyelemre mélto
zajesokkentd hatdst, amit az altalunk elvégzett vizsgalatok eredményei szemléltetnek.

P. VASS, M. DOBROKA: Series expansion based inversion — Fourier transform as an inverse problem

Fourier transform plays a determining role in geophysical data processing. In computer applications the discrete
Fourier transform (DFT) is extensively used. The Fourier transform itself is very sensitive for the noise contaminating
the measurement data. Interpreting the Fourier transform as an inverse problem, we have worked out a method pro-
viding high resistance to noises. The model in the inverse problem is the frequency spectrum approximated by finite
series expansion. The expansion coefficients play the role of the unknown parameters to be determined in the frame-
work of an overdetermined inversion problem. We introduce two variants of the inverse Fourier transform determin-
ing the frequency spectrum discretized by the Hermite system of functions. In case of Gaussian noise the least square
Fourier transform (LSQ-FT), and for the appearance of outliers the iteratively reweighted least squares Fourier
transform (IRLS-FT) produce significant noise reduction effect which is represented by the results of the examina-

tions performed by us.

Bevezetés

A geofizikai mérési adatokban foglalt informacio kiolva-
sasa rendszerint hosszi muveletsor végén valik lehetévé. E
folyamatban az adatfeldolgozas jelenti a kezdetet, amely-
nek eszkoztaraban kiemelten fontos szerepet jatszik a Fou-
rier-transzformacid. Idében (vagy térben) valtozo jelensé-
gek vizsgalatara a mtszaki és természettudomanyok tertle-
tén igen hasznos eszkoznek bizonyult a Fourier-analizis,
melynek segitségével az idétartomanyban mért jel frekven-
ciatartomanybeli (spektralis) jellemzése végezhets. A
spektrum eloallitdsa egzakt matematikai formuldkon, ill.
azok bazisan kulonbozé feladatokra kidolgozott algoritmu-
sokon alapul, igy széles korben alkalmazott eszkoz a diszk-
rét id6sorok Fourier-analizisében a diszkrét Fourier-transz-
formacio (DFT), ill. annak szamitogépi kornyezetre specia-
lizalt valtozata, az FFT.

A mérési adatok mindig zajjal terheltek, igy a feldolgo-
zas, 11l. értelmezés modszereit abbodl a szempontbol is vizs-
galnunk kell, milyen mértékben zajérzékenyek. A Fourier-
transzformacié linearis leképezés, diszkrét variansaiban
(DFT, FFT) pedig a spektrumot inhomogén linearis algebrai
egyenletrendszer megoldasaként allithatjuk eld. Erthetd te-

1 Beérkezett: 2010. februar 9., elfogadva: 2010. februar 15.

2 Miskolci Egyetem, Geofizikai Tanszék, 3515 Miskole, Egyetem-
varos; E-mail: gfvassp@uni-miskolc.hu

3 MTA-ME Miiszaki Foldtudomanyi Kutatocsoport, Miskolci
Egyetem, 3515 Miskole, Egyetemvaros

hat, hogy az id6tartomanyban jelentkezd zajt a linearis transz-
formacioval leképezzik a frekvenciatartomanyba, emiatt a
Fourier-transzformacio zajérzékeny eljaras.

A folytonos Fourier-transzformacio

A Fourier-transzformacio a jel regisztralasanak tartoma-
nyat (pl. id6tartomanyt) €s a jel vizsgalatanak tartomanyat
(frekvenciatartomanyt) kapcsolja 6ssze az

o
X(f)= / x(t)-e /2T gy )
—00

Osszefiiggés alapjan, melyben az x(¢) a jel idéfiggvényét, az
X(f) pedig annak frekvenciaspektrumat jeloli. A Fourier-
transzforméacio bazisfuggvénye a K(£.1) = ¢ /2" komplex
fuggvény, ¢€s ennek megfelelden a frekvenciaspektrum is al-
talaban komplex értékti fuggvényként all eld. A bazisfugg-
vény reciproka adja meg az inverz transzformacid bazis-
fuggvényrendszerét, melynek segitségével felirhaté a fordi-
tott iranyu (frekvenciatartomanybol idétartoményba torténd
atalakitast biztosito inverz) Fourier-transzformacio (IFT):

x(:)zfoo X(f)-e/> g, 2

—00
Az elméletileg felirhato idéfuggvények nem mindegyiké-
nek létezik a Fourier-transzformaltja. A Fourier-transzfor-
malt 1étezésére vonatkozoan a Dirichlet-féle feltételek érvé-
nyesek [HUTTE 1993]. Ezek a feltételek nem jelentenek erds
korlatozast a gyakorlat szempontjabol, mivel a determinisz-
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tikus jelek id6tartomanybeli viselkedése a legtobb esetben
leirhato, ill. jol kozelithetd olyan fuggvényekkel, amelyek
négyzetesen integralhatok a valos szamok értelmezési tarto-
manyan. Ennek a jelentésége abban mutatkozik meg, hogy a
négyzetesen integralhato idéfuggvényekkel megadhato (vé-
ges energiaju) jelek esetében a Fourier-transzformalt létezik.

A diszkrét Fourier-transzformacio

A digitalis méréstechnika és a szamitogépes adatfeldol-
gozas fejlodésének mar a korai szakaszaban megmutatko-
zott az igény egy olyan modszer kifejlesztésére, melynek se-
gitségével a folytonos Fourier-transzformacid lehetéségei
véges hosszlisagu diszkrét adatrendszerekre is kiterjeszt-
heték. A diszkrét Fourier-transzformacio (DFT) a folytonos
Fourier-transzformaciobol levezethetd, annak szamitogépes
adatfeldolgozasra alkalmazhato specidlis esete [ORAN
BriGHAM E. 1974]. A DFT mtuvelete, a folytonos x(¢) 1d6-
fuggvény origéra szimmetrikus 27 hosszisagu intervallu-
man At idékozzel vett, N darab x(kAf) fuggvényértékbdl
képzett, véges hosszusagu diszkrét id6fuggvénybdl kiindul-
va allitja eld az ugyancsak diszkrét X(nAf) frekvencia-
spektrumot az alabbi osszeftiggés alapjan:

LN/2) - |
X(nA =At§ kAt)-e /N, Af=——.
(nAf) x(kAt)-e f NA7
k=|—N/2]

A bemutatott formula dimenzidhelyes, és arra az esetre
vonatkozik, amikor a mintavételi értékek a mintavételi 1d6-
kozok kozepére vonatkoznak. Az alul megtort zarojelpar,
L I, az egészrészképzés miveletét jelzi. A diszkrét frek-
venciaspektrum-értékeket azonositd, n egész értékil valtozo
a k-hoz hasonloan, ugyancsak a [[-N/2], | N/2|] zart in-
tervallumban vehet fel értéket.

A DFT altal eléallitott frekvenciaspektrumok jol kozelitik
az elméletileg elvarhato frekvenciaspektrumot, ha a vizsgalt
jel hibaktol mentes, valamint a mintavételi 1d6kozt €s a re-
gisztralasi idGtartamot megfelelden megvalasztjuk. Erre mu-
tatunk példat a kovetkez6 abrakon. Az 1. dbrdn egy zajmen-
tes oszcillalo jelcsomag idStartomanybeli képe lathato, a
2. abra pedig ennek a jelnek a matematikai formaban ismert
frekvenciaspektrumat mutatja be. A 3. dbrdn jelenik meg
a hibamentes jel DFT-vel szamitott frekvenciaspektruma.

A DFT-vel szamitott és a pontos frekvenciaspektrum kozott
vizualisan észlelhetetlen az eltérés (az egyes mintavételi ér-
tékek kozotti eltérések nagysagrendje 1077).

Annak szemléltetésére, hogy az id6tartoméanyban megje-
lené zajokra azonban milyen érzékenyen reagal a DFT, az
el6z6leg bemutatott jelet modositottuk tgy, hogy o =1 szo-
rasu Gauss-eloszlast koveto zaj z1 értéksorat adtuk hozza. A
zajjal terhelt jelet a 4. abra mutatja. Ennek DFT-vel szdmi-
tott frekvenciaspektruma a 5. dbran lathatd, melyen megfi-
gyelhetok ugyan a hibamentes jelnél tapasztalt csticsok, am
a zaj hatasara jelentds torzulast tukroznek a képek.

A gyakorlat a Gauss-eloszlasnal rendszerint nehezebben
kezelhetd zajt tartalmazoé adatrendszereket produkal, ezért
az el6z06 adatrendszer véletlenszerlien kivalasztott 10%-4hoz
tovabbi extra zajt keverve (kiugré adatok) eldallitottuk a
6. abran lathato adatrendszert. Az 1. dbra hibamentes képé-
vel osszevetve, az adatrendszer erésen zajosnak tekinthetd.
Megdobbentd képet kapunk, ha az adatrendszer DFT-vel
szamitott spektrumat abrazoljuk. A 7. dbran megjelenitett
spektrumon a hibamentes esethez tartozo csucsokra €s elhe-
lyezkedéstkre vonatkozdan mar szinte semmilyen kovet-
keztetést nem vonhatunk le.

A bemutatott abrak egyértelmiien szemléltetik a DFT zaj-
érzékeny viselkedését. Ennek az elénytelen tulajdonsagnak
az ismeretében joggal mertl fel az igény egy rezisztensebb
(zajjal szemben kevésbe érzékeny) és robusztusabb (a zaj el-
oszlasatol kevésbé fuggd) tulajdonsagokkal biro frekven-
ciaspektrum-szamitasi modszer kifejlesztésére. A geofizikai
inverzidelmélet kész eszkozrendszert kinal a mérési hibak-
kal terhelt adatrendszerekben foglalt informacio kiolvasasa-
ra. Ebb6l a ténybdl kiindulva alakithatjuk ki a frekvencia-
spektrum inverzids modszerekkel torténd meghatarozasanak
1j koncepcidjat, melynek lényegét a Fourier-transzformacio
inverz feladatmegoldasra torténd visszavezetése képezi.

A Fourier-transzformacio mint inverz feladat

A folytonos Fourier-transzformacioval az x(f) folytonos
jel X(f) spektrumat allitjuk el6. Gyakorlati feladatokban a
folytonos X ( /) fuggvényt diszkretizalnunk kell. Az inverz
feladatok megoldasa terén ennek igen hatékony eszkoze a
sorfejtés, ahol a fiiggvényt egy alkalmasan valasztott bazis-
fuggvényrendszer szerint fejtjuk ki:
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1. abra. A zajmentes jel id6tartomanybeli képe

Fig. 1. The time domain representation of the noise-free signal
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2. abra. A zajmentes jel analitikusan szamitott frekvenciaspektruma

Fig. 2. The two parts of the exact frequency spectrum of the noise-free signal
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3. abra. A zajmentes jel DFT-vel szamitott frekvenciaspektruma
Fig. 3. The two parts of the DFT-computed frequency spectrum of the noise-free signal
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4. abra. Gauss-eloszlasu zajjal terhelt jel id6tartomanybeli képe
Fig 4. The time domain representation of the signal distorted by Gaussian noise
megvalasztasa a probléma természetéhez igazodva rendsze-
M 3 rint adodik. Mivel a ®,( /) bazisfuggvényrendszer elemei
X(f)= Z ci®i(f), Q) ismertek, a ¢; sorfejtési egyttthatok ismeretében a spektrum
=1 eldallithato.
ahol ®,(f) az i-edik bazisfiggvényt, ¢; az i-edik sorfejtési Ha a Fourier-transzformaciot inverz feladatnak tekintjuk,

egyltthatot jeloli, amely komplex és frekvenciafuggetlen, M a sorfejtési egytitthatokat az inverzio ismeretlenjeiként —
pedig a sorfejtésben figyelembe vett tagok szamat jelenti.  vagy az inverzid terminologidjat hasznalva modellparaméte-
Ennek véges értéeke egyben a kozelités véges pontossagat is  rekként — kell kezelniink. Az inverz feladat elméletében ki-
jelenti, miiszaki feladatok megolddsa esetén azonban M induld pont az un. direkt feladat, amely egy elméleti 6ssze-
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5. abra. A Gauss-closzlast zajjal terhelt jel DFT-vel eléallitott frekvenciaspektruma
Fig. 5. The two parts of the DFT-computed frequency spectrum of the signal distorted by Gaussian noise
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6. abra. Kiugro hibaval terhelt adatrendszer idétartomanybeli képe
Fig. 6. The time domain representation of the signal distorted by outliers
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7. abra. Kiugro hibaval terhelt adatrendszer DFT-vel szamitott frekvenciatartomanybeli képe

Fig. 7. The two parts of the DFT-computed frequency spectrum of the signal distorted by outliers

fuggést jelent a modell paraméterei (modelltér elemei, ese-
tinkben sorfejtési egyiitthatok) és a (szamitott vagy elméle-
ti) adatok (az adattér elemei) kozott. A Fourier-transzforma-
ci6 esetében a direkt feladat megoldasat jelenté formula,
amely az elméleti adatok eldallitasara szolgal, nyilvanvaldan
az inverz folytonos Fourier-transzformacio (2) kifejezése —
a diszkretizacid modszeréul valasztott (3) formulat felhasz-
nalva — az

o M
w0 = [ Y i)
==l

- )

M
= Zci/ ®;(f) e/ df
i=1

alakban irhat¢ fel. Ha az x(¢) fuggvényt a ¢, 1d6pontban kér-
dezziik, akkor

M 00
n=rw =Y a [ e O
i=1 Y7

Bevezetve a

Gri = / - @;(f) -/ af ©)

—00
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jelolést, az (5) egyenlet a mérés k-adik idépontjara vonatko-
zoan szamitott (elméleti) jelre az
m M
W™ =x () = ) ¢, Gy @)
i=1
linearis kifejezést adja, vagy matrix—vektor irasmodban:

X(elm) — gc. (8)

Lathato a (6) egyenlet alapjan, hogy a § matrix (a geofizikai
iverzidban szokasos elnevezéssel Jacobi-matrix) elemetl
komplex szamok.

Ezen a ponton a Fourier-transzformacid egyszertien beil-
leszthetd az inverz feladat problémakorébe. A modellpara-
méterek szama M, a jel diszkrét id6pontban mért mintainak
szama N. Ha jol valasztjuk meg a bazisfuggvényeket, elér-
hetjik, hogy az adataink szamatol akar joval kisebb szamu
sorfejtési tag (ugyanennyi egyutthatd) elegendd pontossag-
gal kozelitse a spektrumot. Ebben az esetben N > M, azaz a
problémat tulhatarozott inverz feladatként fogalmazhatjuk
meg, ami megnyitja eléttiunk a geofizikai inverzio zajelnyo-
masra kidolgozott eszkoztarat.

A szamitott adatokhoz hasonloan a k-adik mért adatot
x,(;né”)-ként jelolve vezessuk be a mért adatok vektorat:
x(Mert) - A mért és szdmitott adatok

e= X(méﬁ) _ X(elm)

eltérésvektoranak normaja fontos szerepet jatszik az inver-
zioban. Ha az Un. L,-normat valasztjuk, akkor az

N N
Er= Y ep =3 (xme0 — (eim)2
k=1 k=1
v, o ) ©)
= Z(xl(cmert) — ZC,’ le’)
k=1 i=1

sorfejtési egyutthatoktol figgd skalarhoz jutunk, amelynek
minimumaval definialjuk a talhatarozott inverz feladat meg-
oldasat. A minimum feltétele a

0E, _

0, [=1,...
acy (

b M)
egyenletrendszer teljestlése. Mint ismeretes, ekkor a Gauss-
féle legkisebb négyzetek (LSQ) modszerének

Q,TQ,C — gTX(méﬁ) (10)

normalegyenlet-rendszeréhez jutunk, amelynek megoldasa-
val

¢ =(§g) g xmem an

a sorfejtési egytutthatok rendszere eldallithato, és a spektrum
a (3) kifejezéssel (az ismert bazisfiiggvényeket felhasznalva)
tetszéleges frekvencidn szamithato (itt a —1 kitevé matrix-
inverziot jelol). A Fourier-transzformalt ezen, legkisebb
négyzetek elvét alkalmazo valtozatat nevezzuk legkisebb
négyzetek elve szerinti Fourier-transzformacionak, és jelolje
ezt az eljarast az LSQ-FT rovidités.

A (10) egyenletrendszer megoldasakor elvégzendd kriti-
kus mfivelet az egyenletrendszer §7G matrixanak numerikus
modszerekkel torténé invertaldsa. A matrix invertalasanak
végrehajtasa kozben keletkez6 numerikus hiba erésen befo-

lyasolja az egyenletrendszer megoldasaval kapott eredmény
megbizhatosagat. A kulonbozé modon képzett kondicidosza-
mokkal lehet jellemezni azt a kockazatot, amelyet az adott
matrix numerikus invertalasa jelent az egyenletrendszer meg-
oldasanak megbizhatosaga szempontjabol. Az egyik leggyak-
rabban alkalmazott kondicidoszam, amely a matrix legna-
gyobb és legkisebb sajatértékének az aranydval azonos
[GALANTAIA ., JENEI A. 2008], a kovetkezOképpen irhato fel:

Amax

K =

Amin (12)

Minél nagyobb a kondicidszam értéke, annal rosszabbul
kondicionalt a probléma, ami azt jelzi, hogy mar a bemenet
kismértékli megvaltozasa is érzékenyen érinti a probléma
egyenletrendszerének megoldasat. Természetesen ez anagy-
sag relativ modon értelmezendd, és kornyezetfiiggd (azaz,
alapvetden a szamitogep aritmetikajatol és a kozelités meg-
kovetelt pontossagatol fiigg) [GALANTAI A., JENEI A. 1988].
A nagysagrendileg 1-hez kozeli értékek azonban nagyon jo
kondicionaltsagra utalnak minden esetben.

Ha az adatsort terhel6 véletlen zaj eloszlasa jelentdsen el-
tér a Gauss-eloszlasutol, vagy a tobbféle forrasbol szarmazo
eltérd eloszlasu zajok hatasa egyuttesen érvényesiil, akkor a
legkisebb négyzetek elve nem ad optimalis becslést. Ilyen-
kor a hibaeloszlasok szélesebb tartomanyan is j6 eredmé-
nyeket szolgaltatd, un. robusztus inverzios eszkozok alkal-
mazasara van szukség. A kiugré adatokat tartalmazo adat-
rendszerek inverziojara a (9)-ben bemutatott norma helyett
alkalmasabbnak mutatkozik az in. L;-norma:

N
k=1

Az ennek minimalizalasaval kidolgozott eljaras a legkisebb
abszolut érték modszer (angol roviditéssel LAD). Az eljarast
az iterativ Ujrastlyozas modszerével az igen egyszerten al-
goritmizalhato, sulyozott legkisebb négyzetek modszerére
vezették vissza SCALES ¢s szerzdtarsai (/teratively Reweigh-
ted Least Squares Method, roviditve IRLS) [SCALES J. A. et
al. 1988]. A mddszer nevét onnan kapta, hogy a megoldast
iterativ uton allitja eld, ¢és az egyes iteracios lépésekben az
el6z6 1épés eredménye alapjan szamitott eltérésvektor ele-
meinek felhasznalasaval szamit sulyokat, melyeket az adott
iteracioban (az ismeretlenektdl fuggetlen) konstansoknak te-
kinthetink. Ezaltal az IRLS moédszer alkalmazhaté olyan
esetekben is, amikor a minimalizalando fuggvény az inver-
710s valtozoktol figgd sulyokat tartalmaz.

Az adattérben szamitott stilyokat alkalmazo eljarasok ko-
zul kiugré adatok kezelésére vonatkozo hatékonysagaval ti-
nik ki a Cauchy-féle stlyozas, melynek alakja a kovetkezo-
képpen irhato fel

N

Ey= )]

k=1

M

(mért)
X} - Z ¢ Gpi
i=1

€k

&2
Wy = ——s.
e2+e}

(13)

A formuldban szereplé € a Cauchy-eloszlas skalaparaméte-
re, az e eltérésvektor k-adik eleme. Mivel e;, az inverzios
valtozokat is tartalmazza, a wy, sulyokkal definidlt norma

N
— 2
Ec= 2 wiep
k=1

(14
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nem kvadratikus, igy minimalizdldsa nemlinedris egyenlet-
rendszerre vezet, amely az IRLS modszerrel oldhaté meg.
Ennek tipikus, j-edik iteracios lépésében a sulyokat az el6z6
(j =1)-edik 1épés eredményei alapjan szamitjuk. Ezaltal a
W sulymatrix (az adott iteracioban) ismert konstansnak te-
kinthetd, igy az iteracionként megoldandd normalegyenlet a
sulyozott legkisebb négyzetek egyenletrendszere:

gT W(j—l)gcj — 9T W(j—l)x(mért).

Az igy definialt Cauchy-inverzio a geofizikai inverzidban
gyakran alkalmazott — a kiugré hibakat is tartalmazé meérési
adatrendszer inverziojara kivaloan alkalmas — modszerként
ismert. Az algoritmushoz természetesen megfeleld leallasi
kritériumot kell megfogalmazni. Az inverz Fourier-transz-
formacionak a fentiek szerint kialakitott robusztus modsze-
rét iterativ ujrasulyozas elve szerinti Fourier-transzformaci-
onak nevezzik, és az angol elnevezés (teratively Reweigh-
ted Least Squares) kezddbetiii alapjan az IRLS-FT rovidités-
sel jeloljuk.

A spektrum diszkretizalasa Hermite fiiggvény-
rendszerrel

A sorfejtéses geofizikai inverzidban az ismeretlen para-
méterek szamanak csokkentése és az inverzios feladat nu-
merikus stabilitdsanak javitasa érdekében leginkabb az or-
togonalis fuggvényrendszereket alkalmazzuk a folytonos
fuggvényekkel leirhatdo mennyiségek diszkretizalasa soran. A
{®;;i=1,2, ...} ortogonalis fiiggvényrendszer tagjai négyze-
tesen integralhatok az () értelmezési tartomanyukon, €s teljesi-
tik az alabbi két feltételt [KORN G. A., KORN T. M. 1961]:

[ @ (1) Du(t)dt =0, m #n,
Q

15
[ @u(t) ®@p(t)dt 0, m=n. (>
Q

A teljes ortogonalis rendszerek olyan fiiggvénysorozatot
alkotnak, amelyek mar nem bévithetok tovabbi, az ortogo-
nalitas (15) feltételeit kielégité fuggvénnyel. Ha a frekven-
ciaspektrumot valamely teljes ortogonalis fiiggvényrendszer
felhasznalasaval kivanjuk kozeliteni, akkor figyelembe kell
venniink a kozelitendé fuggvény értelmezési tartomanyat.
Az (1) és (2) formula szerint a frekvenciaspektrum altalanos
esetben a valds szamok (—oo, o0) intervalluman értelmezett.
Ennek megfelelden olyan fiiggvényrendszert kell véalasztani,
amely ugyanezen a tartomanyon képez teljes ortogonalis
rendszert. Az Hermite fiiggvényrendszer eleget tesz ennek a
kovetelménynek, ezért a diszkretizalas (3)-ban altalanosan
jelolt bazisfuggvényrendszerét e szerint valasztottuk. A
fuggvényrendszer i-edik tagja a kovetkezd alakban adhato
meg [GROBNER W., HOFREITER N. 1958]:

e 2" PH (f:a) ,
Hi(f;a)= ‘ . i=12,..., (16
VQa)i=Di —)\/n]a

ahol P, az (i — 1)-ed foku Hermite-polinom, p2( fia) =
exp{—(1/2)a f2} pedig az ortogonalitast biztosito sulyfigg-
vény. Az a > 0 valds szam (a tovabbiakban skalazo tényezo)
fontos szerepet kap a vizsgalt folyamat frekvenciaspektru-
manak kozelitésére leginkabb alkalmas spektralis modell ki-

alakitasaban. A (16) formula nevezdjében szereplo kifejezés
a polinom fokszamatol és a skalazo tényez6tol egyarant fug-
g6 normalo tényezd, amely biztositja, hogy a fuggvényrend-
szer barmely tagjanak normadja egységnyi legyen:

[[C HAfa)df =1, i=1.2,...,

azaz a bazisfuggvényrendszer nemesak ortogonalis, de orto-
normalt is. Az Hermite fuggvényrendszer felhasznalasaval a
frekvenciaspektrum sorfejtéses diszkretizalasa (3) szerint az

)

M
X(f)y= D, Hi.
=1
a Jacobi-matrix elemei pedig a (6) formula alapjan a

2, e 29 P (f3a) eIk af
Va)i=D(i — Dl /a

alakban irhatok. A (18) osszefuiggésben szerepld integral
eléallithatd a polinom tagjaibol képzett integralok osszege-
ként. Mivel az Hermite-polinomokban a valtozo f9 alakban
szerepel, a tovabbiakban elegend6 az alabbi forméban felir-
hat¢ integralok kiszamitasaval foglalkozni:

foo e—afzfqejﬁfdf — foo e’o‘fzfq cosBf df

—00

Gii = , 48

19)
oo
+j/ e /" f4sinpfdf.
—00
melyben a g kitevé pozitiv egész és nulla, az @ pozitiv valos,
a B pedig tetszdleges valos értékeket vehet fel. A g kitevd
paros és paratlan értékll is lehet, aminek a trigonometrikus
fuggvényekkel felirt integralok értéke szempontjabdl van
jelentésége. A Jacobi-matrix elemeit az igy meghatarozott
integralok (ismert konstansokkal szamitott) linearis kombi-
nacioiként allithatjuk el6. Vezessiik be a

qg=2n+m, m:{(l)}

jelolést, amellyel a paros €s paratlan kitevéértékek egyértel-
mfiien azonosithatok. Ha m = 1, azaz a q kitevo értéke parat-
lan, akkor a paros ¢s paratlan fuggvények szimmetrikus in-
tervallumon vett integraljara vonatkozo szabalyok alkalma-
zasaval az integralkifejezés a kovetkezd alakra egyszer(i-
sodik:
o0
2 f e f2msing £ df. (20)
0

Az m =0 esetben g paros, ekkor hasonldan egyszert integral
all elé:

2 / Fear? M cos BF df. @1

0
A két integral analitikusan szamithato [CAMPBELL G. A,
FOSTER M. 1948] a kovetkezd 0sszefiiggés szerint:

/(‘) e—af»2f2n+m { zlonsffgff }df

— (_l)nﬁz—Zn—l—ina—(2n+l+m)/2

—B% 4a) pH B
x el-f a)P2n+m (ﬁ’l)'

(22)
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Az osszefuiggésben szerepld Pg,ﬂn az a = 1 skalazo ténye-
z0j4, (2n + m)-ed fokt Hermite-polinomot jeloli. Ennek
alapjan a § matrix komplex ¢értékli elemei kozvetlentl sza-
mithatok, amelyeknek birtokdban a szintén komplex sor-
fejtési egytutthatok (mint ismeretlen paraméterek) is eléallit-
haték a megfelelden valasztott inverzios eljards normal-
egyenlet-rendszerének megoldasaval.

Az Hermite fuggvényrendszer sulyfuggvényének értéke a
fuggetlen valtozo (f) abszolut értékének novekedésével a
nullahoz tart. Ennek kovetkeztében az Hermite fuggvény-
rendszer csak olyan jelek frekvenciaspektrumanak kozelité-
sére alkalmas, amelyek jo kozelitéssel savkorlatozottnak te-
kinthetdk az idétartomanybeli regisztralas felbontoképessé-
ge altal meghatarozott véges frekvenciatartomanyon belil.
A sulyfuggvény lecsengésének mértékét az a skalazo ténye-
76 értéke szabja meg, amelynek nagyon fontos szerepe van
a frekvenciaspektrum kozelitésének pontossaga terén. A kii-
lonboz6 jelenségekhez kapcsolodd frekvenciaspektrumok
ugyanis a skalazo tényezé kilonbozo értékei mellett kozelit-
hetdk legjobban, megegyezé szamu tagbol képzett fugg-
vénysorok felhasznalasaval.

A vizsgalatok soran felhasznalt jelek bemutatasa

A kidolgozott, 1j Fourier-transzformaciés modszerek al-
kalmazhatosaganak numerikus vizsgalata céljabol, a véges
energiaju ¢s jo kozelitéssel savkorlatozottnak tekinthetd je-
leknek egy olyan csoportjat valasztottuk, amelynek idétarto-
manybeli és frekvenciatartomanybeli megjelenési formait
leiré fuggvények analitikusan eléallithatok. A valasztott id6-
fuggvény altalanos alakja

A

x(f) = ke sin(wt + @), (23)

melyben n pozitiv egész szam vagy nulla, A pozitiv valos
szam, k és w valds szam, ¢ pedig a [0, /2] tartomanybeli
valos szam lehet.

Az x(f) idéfuggvény X(p) Laplace-transzformaltjat a
transzformacios tablazatok alapjan magasabb szintli mate-
matikai miiveletek végrehajtasa nélkil lehet képezni [ERDE-
LYI A. et al. 1954]. A Fourier- és a Laplace-transzformacio
kozotti kapesolatot megteremtd p = 2x f helyettesités alap-
jén ajelcsoport X ( f') frekvenciaspektruma is eléallithato. A
(23) formulaban szerepld gorog bettikkel jelolt paraméterek

értékeinek rogzitése mellett kétféle jelet valasztottunk az
Hermite fiuggvényrendszerrel diszkretizalt inverz Fourier-
transzformacios eljaras (H-IFT) vizsgalatara. A jelek idétar-
tomanybeli mintavételezése, Ar = 0,005 s, és a regisztralas
tartomadnya, |#| <1 s, mindkét esetben azonos volt. Az elsé
1) jel xq()-vel jelolt impulzus idéfuggvényének képe a
8. abran lathatd, és paramétereinek értékei sorrendben a
kovetkezék: A =40, k=1/%,n1=6, =0, ¢ =7/2. A «
paraméter értékének eldallitasahoz felhasznalt ¥ mennyi-
ség az 1d6fiiggvény burkologorbéjének a maximumat jeloli,
amely a kovetkez6 osszefuggés alapjan szamithato:

~ _ 4n _—at
X=1"°¢ |t:n/a.

A k paraméter ilyenforman torténd eléallitasaval az id6fugg-
vény értékkészlete a [—1, 1] intervallumra korlatozodik.

A 9. abra ajel frekvenciaspektrumanak valos €s képzetes
részeét mutatja be az | f| < 20 Hz tartomanyban. Az abran lat-
hato, hogy a jel j6 kozelitéssel savkorlatozott, mivel a 10 Hz-
nél (abszolut értékben) nagyobb frekvencidji osszetevoi mar
csak nagyon kis amplitudoval vannak jelen.

A masodik jelet (II.)aA=20,«=1/%1n=2, w=2x-20,
¢ = nr/4 paraméterekkel definialtuk. A « paraméter értékének
szamitasa az elsé jelhez hasonloan tortént. Az igy eldallo
zajmentes jelet az I. dbrdan, a Gauss-zajjal terhelt valtozatat
a 4. dbran mar bemutattuk a DFT zajérzékenységének szem-
1éltetését szolgald szakaszban. A I1. jel 2. dbrdn megjelend
frekvenciaspektruman lathato, hogy a jel kialakitasaban 1¢-
nyeges szerepet jatszo harmonikus ¢sszetevok frekvencia-
savja az [. jelhez képest (9. dbra) eltolodott a nagyobb érté-
kek felé. Emiatt a II. jel frekvenciaspektrumanak megjeleni-
tése, az el6z6 esettel megegyezd frekvenciatartomanybeli
felbontas mellett, kétszer olyan hosszu tartomanyban tortént
(/1 <40 Hz).

Az eredmények mindsitésére szolgalo mennyiségek

Mielé6tt az inverz Fourier-transzformacioval (I-FT) kapott
eredmények bemutatasara térnénk, vezesstink be olyan ska-
laris mennyiségeket, melyekkel az inverzié eredményének
josagat jellemezhetjitk. Mivel a fenti példakban az elméleti
spektrum analitikusan ismert, szamithatjuk az inverz Fou-
rier-transzformaciéval becsult spektrum ettél valo eltérés-
vektorat

-1 -0,5

I ' I '
0 0,5 1
t[s]

8. abra. Az 1. jel iddfiiggvénye

Fig. 8. The time domain representation of signal I
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9. abra. Az 1. jel frekvenciaspektruma
Fig. 9. The two parts of the frequency spectrum of signal I
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10. abra. Az I. jel Gauss-eloszlasu zajjal terhelve ah
Fig. 10. The time domain representation of signal I distorted by Gaussian noise ah
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11. dbra. Az 17 jel DFT-vel szamitott frekvenciaspektrumanak valos és képzetes 9sszetevdje

Fig 11. The two parts of the DFT-computed frequency spectrum of signal ek

e = Xszamitott — Xelméleti » (24)
ill. ennek norméjaként bevezetjik a modelltavolsagot
_ -1 \Vy ) |2
O AL A S

amely az egzakt, ill. a becstilt spektrum (modell) eltérését
egyetlen skalarban méri (Ny az Osszehasonlitasra kijelolt
frekvenciapontok szama).

A Fourier-transzformacio inverz feladatra torténé vissza-
vezetésével azonban nemcsak a frekvenciaspektrumnak egy
kozelitését (becslés) lehet eldallitani, hanem a sorfejtési
egylitthatokbol képzett ¢ vektort behelyettesitve a direkt fel-
adat (8) osszefuiggésébe szamitott idéfiiggveény is eldallitha-
to, amely a spektrum ismeretében végrehajtott inverz Fou-
rier-transzformacié eredményének tekintheté. Ennek segit-
ségével az idétartomanyban kétféle adattavolsagot definial-
hatunk. Egyrészt szamithatjuk a ,,mért” (zajjal terhelt szinte-
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12. dbra. Az 17 jel jel LSQ-FT modszerrel kapott frekvenciaspektruma

Fig. 12 The two parts of the LSQ-FT-computed frequency spectrum of signal ek

skalazé tényez6 (a)
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13. dbra. A frekvenciatartomanybeli eltérésjellemzé Dy értékének alakulasa az a és M paraméterek fiiggvényeben az

Fig 13. The dependence of the model distance Dy on the parameters a and M for signal

tikus) adatok és a spektrum ismeretében szamitott adatok
tavolsagat,

-1V ért becsiilt) \2
d, = \/N 1Zk:1 (xl({mer)_ x/({ ecsil )) ) (26)

amely az adatrendszert terheld zajt jellemzi. Ennél érdeke-
sebb az inverz Fourier-transzformacioval szamitott adat-
rendszer €s az elméleti formula alapjan szamitott (zajmen-
tes) adatrendszer kozotti tavolsag,

IOV k) (becsiilt))2
D :\/N 1Zk:1(xl({egza )—x,({ - )) > @D

mivel ez a skalar arra jellemzé, hogy az inverzioval el6alli-
tott spektrumon szamitott adatrendszer mennyiben ,,szaba-
dult meg” a zajtol, azaz az inverz Fourier-transzformacidval
milyen mértékli zajelnyomas valosithato meg.

Az LSQ-FT modszer vizsgalata Gauss-eloszlast
koveto zajjal terhelt jelek esetében

Mint azt az el6z6ekben mar bemutattuk, az LSQ-FT mod-
szer tulhatarozott, linearis inverz feladat megoldasara épul.
Az eljaras zajérzékenységének vizsgalatara zajjal terhelt

L7 jel esetében

Izl

adatrendszereket generaltunk o = 0,1 szérast Gauss-elosz-
last koveto z1 hiba értéksort hozzdadva a mar bemutatott két
jel id6tartomanybeli adatsorahoz. A 10. abran lathato az 1.
jel zajos valtozatanak 17h idétartomanybeli képe, melynek
a hibamentes adatrendszertél (I.) valo eltérését jellemzd
adattavolsag: 0,09405. Ennek a jelnek a DFT-vel szamitott
X 1(,(DZFS) frekvenciaspektrumat mutatja be a /1. dbra. Az
elméleti frekvenciaspektrumhoz viszonyitott eltérést jellem-
76 ériék (modelltavolsag): DYy = 0,00873. Mivel az
inverz DFT a bemen6 jelet egzaktul eldallitja, az adattérben
definidlt tavolsag Dy (-1 = 0,09405.

Az LSQ-FT modszer alkalmazasaval kapott eredményt a
12. abran mutatjuk be. Az elméleti spektrumot szemléltetd
9. abraval 6sszevetve vizualisan alig észlelhetd kilonbség.
A DFT altal ugyanezen adatrendszeren nyujtott eredmény-
hez képest jelentds javulas lathato, noha a frekvenciatér-
ben szamitott tavolsag csupan egy kettes faktorral javult:
DI =0.00398.

Az LSQ-FT spektrumot felhasznalva, a direkt feladat
megoldasaval idétartomanyba visszaszamitott adatsor elté-
rése 1s jelentdsen lecsokkent: DE,LIS,SI)F 1'=0,01781, amely a
DFT-hez képest mintegy 5-szor kisebb. Ezek az eredmények

tehat osszhangban vannak azzal az elvarassal, miszerint az

Magyar Geofizika 50. évf. 4. szam

149



skalazoé tényez6 (a)

30 40

14. dbra. Az LSQ-FT-vel kapott Dy modelltavolsag fiiggése az a ¢s az M paraméterektdl a I
Fig. 14. The dependence of the model distance Dy obtained by LSQ-FT on the parameters a and M for signal I
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15. dbra. A 117 adatrendszer LSQ-FT modszerrel kapott frekvenciaspektruma

Fig. 15. The two parts of the LSQ-FT-computed frequency spectrum of the dataset 2

LSQ-FT modszer — amely a Fourier-transzformaciét mint
tulhatarozott inverz feladatot kezeli — lehetéséget teremt a
zaj hatdsanak csokkentésére.

A 13. abran a frekvenciatartomanybeli eltérésjellemz6
(Dy) értekenek az a ¢és M paraméterektol valo fuggése tanul-
manyozhato. A térképen jol lathato, hogy a legkedvezébb
frekvenciaspektrum-kozelitést eredményezé fekete tarto-
many kiterjedése ugyan egészen kicsi, de a kozelités szem-
pontjabol szintén jonak mindstld sotétszurke terulet mar jo-
val nagyobb. Ennek elhelyezkedése ¢s alakja arra enged ko-
vetkeztetni, hogy egyrészt a skalazo tényezo viszonylag szé-
les tartomanyban képes jo eredményt biztositani, masrészt a
kevesebb Hermite fiiggvénytag hasznalata a spektralis mo-
dell kialakitasaban ismét elényosebbnek mutatkozik a hi-
bakkal terhelt adatrendszerek esetében.

A 1L jel z1 zajjal terhelt véltozatanal (I171) az idétarto-
manybeli eltérésjellemzd 0,1032 értéket vett fel. A DFT al-
kalmazasa az 5. abran mar bemutatott spektrumot eredmé-
nyezte D}I?ZIT(TZ)I) =0,01075 modelltavolsaggal. Az LSQ-FT
modszer alkalmazasaval kapott spektrum frekvenciatarto-
manybeli eltérés értéke (az elsé jelnél tapasztalthoz hason-
loan) nagyjabol fele akkora: DFSEIT = 0.005479 (a =
0,08, M = 43 paraméterek mellett). Az 1ddétartomanybeli

0,1

= 005
EE

8 i

8

i’; —-0,05 —

_011 | | | | | | |
—40 —20 0 20 40
f [He]

illeszkedés is jelentdsen javult: D;Lzsgf)F D =0,03468. A

frekvenciatartomanybeli eltérésjellemzének az a és M para-
méterektdl valo fuggését mutatja be a /4. dbra.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabol biztato, hogy
a D%ZS,%_II;T) < 0,0075 relacionak eleget tevd (kedvezd
eredményeket produkald) sotét teriilet viszonylag nagy. Az
elvégzett vizsgalatok eredményei egyértelmiien mutatjak,
hogy Gauss-eloszlasu zajjal terhelt adatok esetén az L.SQ-
FT modszer sokkal kevésbé zajérzékeny, mint a DFT elja-

ras.

Robusztus Fourier-transzformacio az iterativ
ujrasilyozas modszerével: IRLS-FT

A legkisebb négyzetek elve (LSQ) olyan inverz feladatok
esetében vezet optimalis megoldashoz, amelyeknél a feldol-
gozando jelet terheld zaj Gauss-eloszlast kovet. A gyakorla-
ti adatrendszerek igen sokszor ettdl eltérd, s6t olykor nem is
ismert eloszlasu zajjal terheltek. Ilyen esetekben az LSQ
modszer nem ad optimalis eredményt. Fontos szerepet kap-
nak a geofizikai inverzidban azok az eljarasok, amelyek erd-
sen zajos vagy Un. kiugro értékeket (outlier) tartalmaz6 adat-
sorok esetében is jo eredményt szolgaltatnak.
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16. dbra. A I1.7 adatrendszer IRLS-FT moédszerrel kapott frekvenciaspektruma

Fig. 16. The two parts of the IRLS-FT-computed frequency spectrum of the dataset 2
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17. dbra. A 1.7 adatrendszer IRLS-FT-spektruma alapjan szamitott id6fiiggvény

Fig. 17. The time function determined from the IRLS-FT-computed frequency spectrum of the dataset 2
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18. dbra. Az IRLS-FT esetén kapott Dy modelltavolsag fuggése az a és az M paraméterektl, a H.zzjel esetében

Fig. 18. The dependence of the model distance Dy obtained by IRLS-FT on the parameters a and M for signal I

Erésen zajos (nem Gauss-eloszlasu H.ZZ) adatrendszert
ugy allitottunk eld, hogy a 4. dbran bemutatott 117 adat-
rendszer véletlenszertien kivalasztott 10%-at tovabbi — az
el6z6hoz képest joval nagyobb (o = 2) szérast — Gauss-
eloszlasu zajjal terheltuk. Igy kaptuk a 6. dbrdn korabban

mér bemutatott 11.7? adatrendszert. Ennek rendkivil zajos —

fizikai hatasokat alig tikrozé — DFT-spektrumat a 7. dbran
mutattuk be. A zaj hatasara az elméleti jelhez képest megje-
lend eltérés jellemzdje 1d0tartomanyban Dy 2,22y = 0,63563,

frekven01atartomanyban pedig D®, r. 2 (22) = 0,062227. Ezek
az értékek az 117! adatrendszernél tapasztaltakhoz képest 1¢-
nyeges novekedést mutatnak.
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A legkisebb négyzetek elvét alkalmazo LSQ-FT modszer
ennél a jelnél D%ZS%—ZI;T) =0,026737 frekvenciatartomany -
beli eltérést produkalt (a = 0,05 és M = 18 eldzetesen be-
allitott paraméterek mellett). Ez a megoldas az idétarto-
manyba visszaszamitott adatsorra vonatkozoan Df)(IngE)FT)
=0,16894 adattavolsag-értéket eredményezett. A 15. dabran
bemutatott L SQ-FT-spektrum — bar a 7. abrahoz képest sok-
kal tisztabb — a 2. dbran lathatd elméleti spektrumot igen
durvan kozeliti. Ez nem meglepd, hiszen az L.SQ modszer
csupan Gauss-eloszlasu zajt hordozé adatrendszerek inver-
zi0janal ad jo (optimalis) eredményt.

A korabbiakban bevezetett Cauchy-sulyokkal definialt
(14) norma minimalizalasat IRLS modszerrel megvalositd
inverzios eljarast a Fourier-transzformalt inverzids eldallita-
sara is alkalmazhatjuk. Ez a modszer a 6. abran lathato adat-
rendszer IRLS-FT inverziojaval a 6. dbrdn bemutatott
spektrumot adja. Ez az eredmény a 7. dbra DFT-spektruma-
hoz képest rendkiviili javulast tikroz. A modelltavolsag
DIBESFD = 0,005984, amely a DFT-nél kapott ért¢knél
tobb mint 10-szer, az L.SQ-FT-hez viszonyitva pedig 4,5-
szor kisebb.

Az IRLS-FT modszer hatékonysagat bizonyitja az is,
hogy az IRLS-FT-spektrum felhasznalasaval kapott 1d6-
fuggvény tavolsaga az egzakt (zajmentes) jeltdl DSEL(ZSZ;FT)
= 0,03782. Ennek jelent6sége akkor nyilvanvalo, ha dssze-
hasonlitjuk az IRLS-FT alapjan kapott, a 17. dbrdn lathatd
jelet a zajmentes jellel (1. dbra) a kiugro zajjal terhelt (az
IRLS-FT bemend adatrendszereként hasznalt, a 6. dbran
bemutatott) jelet. Az abrak alapjan megallapithatjuk, hogy
az IRLS-FT algoritmus jelentds zajelnyomasi kapacitassal
rendelkezik.

A 18. dbra mutatja be az IRLS-FT moddszer alkalmazasa-
val kapott eredmények mindsitésére szolgalo frekvenciatar-
tomanybeli eltérésjellemzé (modelltavolsag) értékének val-
tozasat az a és M eldzetesen beallitanddé modellparaméterek
fuggvényében. A j6 inverzios eredményt kinalod paraméter-
tartomany — a D(}%L(EE)F T < 0,0075 relacioval megadhato
tertilet — ugyan lecsokkent a /4. abran lathatobhoz képest,
azonban még igy is viszonylag tag lehetdséget ad az elézete-
sen beallitandd modellparaméterek értékének kedvezd meg-
valasztasara.

Osszefoglalas

A Fourier-transzformacié (FT) nagyon hasznos problé-
mamegoldo eszkoznek mindsiil a jelfeldolgozas teriletén,
azonban nem lehet egzakt modon szamitogépi algoritmus
formajaba onteni. Az FT specialis esetének tekinthetd diszk-
rét Fourier-transzformacio (DFT) alkalmazasaval valik lehe-
tdvé a szamitogépen is végrehajthatd attérés az idétarto-
manybol frekvenciatartomanyba. A DFT nagyon jo eredmé-
nyeket ad kedvez6 jel/zaj-viszonnyal jellemezhetd esetek-
ben. Nagyon érz¢kenyen reagal ugyanakkor az adatokat ter-
held hibak megnévekedésére. A Fourier-transzformacio in-
verzios feladatra torténd visszavezetésével lehetové valik a

méréseket terheld zajok hatasanak csokkentése a frekven-
ciaspektrum szamitasakor. A megoldando inverz feladat ko-
zéppontjaban allo spektralis modell kialakitasa az Hermite
fuggvényrendszer szerinti sorfejtésen alapul, és a sorfejtési
egyltthatok jatsszak a diszkrét modellparaméterek szerepét.

A sorfejtésen alapuldo modell ismeretlen egyiitthatdinak
meghatarozasa tulhatarozott, linearis inverz feladat megol-
dasara vezethetd vissza. Kétféle inverzios feladatmegoldo
eszkoz alkalmazasaval az inverz Fourier-transzformdcio
(I-FT) két valtozatat mutattuk be. A legkisebb négyzetek elve
szerinti Fourier-transzformacio (LSQ-FT) véges energiaju,
determinisztikus, Gauss-eloszlast zajt hordozo jelek eseté-
ben bizonyult hatékonynak és a DFT-hez képest 1ényegesen
kevésbé zajérzékenynek. Erdsen zajos, kiugréd hibakkal ter-
helt adatrendszer esetén az LSQ-FT nem bizonyult kielégi-
tének, helyette a jelen dolgozatban bemutatott IRLS-FT
modszer ajanlhato, amely — amellett, hogy elegendéen pon-
tos spektrumot eredményez — jelentds zajelnyomo képesség-
gel is rendelkezik.

Osszességében elmondhatd, hogy megfeleléen felvett
spektralis modell és jol megvalasztott inverzios feladatmeg-
oldo eszkoz alkalmazasa esetén az inverz Fourier-transz-
formdcio nagyon elényos zajhatast csokkent6 tulajdonsagot
mutatott mind az 1d4-, mind a frekvenciatartomanyra vonat-
kozdan.
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