A polilogaritmus fiiggvények bevezetése a mérnoki
gyakorlatba’

ONODI TIBOR®

A cikk célja, hogy felhivja a figyelmet egy fiiggvénytipusra, amelyik nagyon jél haszndlhaté néhdny differencidl-
egyenlet analitikai megolddsdra. Egyik ilyen példa a homérsékleti sugdrzds adott spektrumtartomdnydnak, vala-
mint adott tartomdny fotondramdnak hatdrozott integrdlja, amelyik mérnoki szdmitdsokra ugyaniigy alkalmas,
mint egzakt fizikai szdmitdsra. Az utobbit az teszi lehetévé, hogy a numerikus integrdldsndl fellépd hibahalmozédds
itt elkeriilhetd.

A szélséértékek szdamitdsdra is tartalmaz a cikk néhdny példdt, ugyancsak a homérsékleti sugdrzds teriiletérol.

A fiiggelékben két rovid, BASIC nyelven irt program segiti az elinduldst.

T. Onobi: Adopting polylogarithmic functions for engineering practice

The purpose of this article is to draw attention to a special function type, which is very useful in the analytical
solution of some differential equations. One solution is applicable to calculate a discrete range of thermal
radiation spectrum and photon flow in engineering practice by analytic definite integral, as numeric drift —
caused by accumulation of minor failures using finite numerical integral formulae — can be avoided. The final

failure of calculation is determined by the precisity at the upper and lower limits only.
To demonstrate the use of this function to solve engineering problem, the calculation of limited spectral range

of heat radiation energy is discussed.

Methods to calculate extreme values of thermal radiation spectra are also analysed.
Moreover two short programs in appendix are attached in BASIC language. *

Bevezetés

A polilogaritmus fiiggvények érdekes médon még a ko-
molyabb matematikai kézikonyvek latokorébdl is kiesnek.
Sem oktatdssal, sem irodalommal, sem szoftverrel nincse-
nek igazdn aldtimasztva. Az interneten is csak angol, né-
met, francia (Jonquiere-fiiggvény) [3], [4] és egy kevés
olasz nyelvii forrdst lehet taldlni. Még a jelolése sem végle-
gesen kialakult, a PolyLog(n,x), Li(n,x), Li,(x) jelolésekkel
lehet taldlkozni. Ebben a cikkben az utolsé véltozat szere-
pel, a dontés alapja egyszerlien az irodalmi gyakorisdg.
Ahhoz képest, hogy ennyire ismeretlen fiiggvénytipus, sok
differencidlegyenlet megolddsara alkalmas, tobbek kozott
miiszaki szamitdsokban is.

A cikkben szerepld, Planck-eloszldssal kapcsolatos sza-
mitasokon kiviil példaképpen a Debye-torvény fizikai-
kémiai alkalmazésa emlithetd.

A hidny pétlasara nem okoz kiilonosebb nehézséget egy-
egy szubrutin megirdsa — 1. pl. a Mellékletek részben taldl-
haté BASIC programokat.

A polilogaritmus fiiggvények

A polilogaritmus fliggvény definicidja:

. = xk
Li,(x)=) = . (1)
k=1 k

A polilogaritmus fiiggvények néhany tulajdonséga:
dLi,(x) Li, (x)
dx X '

(2

' Beérkezett: 2007. szeptember 19-én
“~ onodi.tibor@upcmail.hu

J'E"—(ﬁdx=Li,,+,(x) , 3)
v X

-
Li_ (x)+Li, (~x) = % 4)

A (4) osszefiiggés alkalmazhat6 a konvergencia gyorsi-
tasara. A levezetés mellozésével:

Li,(-x*) Li,(—x*)

Li,(x)=-Li,(—x)-

2n—l (211—1)2
. &)
_Li,(=+®)  Li(—x*)
(2"-[ )3 ...... (2"-/ )/\

Miutén a fenti 6sszefiiggés tagjai alterndlé sorb6l allnak,
minden egyes tag hibdja kisebb, mint a legutolsé tag értéke.
Ezéltal az sszesitett sor hibdja is konnyen behatédrolhat6.

A lancszabalybdl kovetkezden:

dLi, () _ T (6)
dx
dLi, (x™) _ mLi,_ (x™) : 7
dx %
M =ctg(x)Li,_,(sin(x)) , (8)
dx
o A )
dx
ILi,,(e"')dszi,,H(e‘) : (10)
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(1)

J-Li,,(x”') 4y Lna ™)
X m

A polilogaritmusok sora az (1) egyenlet alapjan nulla és
negativ kitevdjli sorokra is értelmezheté. Megjegyzendod,
hogy nem egész szamok €és komplex szamok irdnyaba is
kiterjeszthetd, de ez nem a cikk targya.

A polilogaritmusok szokdsos elnevezése foleg a francia
irodalomban a Jonquiére-integral.

Az aldbbi fliiggvényt szoktdk még dilogaritmusnak, vagy
Spence-fiiggvénynek nevezni:

; In(1-x) = xk
I =— |—=dx=) —. 12
(0= [F—dx > (12)
Egyik ismert fliggvény:
Li;(x) =—In(1-x) . (13)

A 0 és kisebb kitevdjli polilogaritmusok raciondlis fiigg-
vényekkel is kifejezhetok:

Lio (x) =ﬁ , (14)
Li_l(x)=(l—7 : (15)
=X
x4+ x
U@ =s 5 - (16)
s
3 2
Liy(0) = % a7
= o
4 3 2
] xT+11lx” +11x° +x
g (18)
5 4 3 2
Li_5(x):x +26x +66x6+26x +x ’ (19)
(1-x)

6 5 4 3 2
Li_6(x)=x +57x” +302x +3702x +57x° +x . Qo)
(1-x)

. x” +120x° +1191x° + 2416x* +1191x°
Ll_7(x)= 3 +
(=) 21
120x2 + x - Gl
(1-x?®
: X% +247x7 +4293x° +15619x° +15619x*
Ll_x(.x)= 9 +
(1-x) 5
, 4293 +2472° 4 x :
(1-x)°
. x” +502x® +14608x” +88234x°
Li_g(x) = T +
(1-x) 5
" 156190x> +88234x* +14608x> +502x% + x

Ha n>2, akkor 1 is az értelmezési tartomany része. Ebben
az esetben a Riemann {(n) (zéta) fiiggvényhez jutunk:
Li, (1) =) (24)

a Dirichlet-éta pedig:
Li, (D) =¢m2"™" =D =n(n) . (25)

A polilogaritmus segitségével lehetséges az alabbi hata-
rozott integralok megolddsa, mivel

L &Y _
e*-1 1-e™*
& ., (26)
=e*+e P re ... te ”:Ze*‘:Lio(e_’)
k=1
1 e
-J' —_dx=Lij™), 27
e =1
- [ S =xLiye ™) +Lipe™) (28)
e —

2
—j e 1dx=x2 Lij(e ™) +2xLi,(e™) + 2Lis(e™) , (29)
e

.X3 3
-j dx=x’Lij(e ™)+
e*—1

(30)
+3x% Liy(e ™) +6xLis(e ™) +6Li (e ™)

A —J"‘
e*—1

alabbi haromszoggel (a Pascal-hdromszog mintdjdra):

dx tipusi integralok sora folytathaté az

1

1 1

1 2 2

1 3 6 6

1 4 12 24 24

1 5 20 60 120 120

1 6 30 120 360 720 720

1 74 42 210 840 2520 5040 5040
n! n! n! n n n
n (n-1) (n-2) 201 o

Az x’/(e'-1) alaki egyenlet szerepet kap a hdmérsékleti
sugdrzds résztartomanyainak a szamitdsanal, mivel a
Planck-féle eloszlds a frekvencia fiiggvényében erre az
alakra redukélhatd.

Az integrdciés konstans szamitdsira az a megoldas,
hogy x=0 helyen a masodik és harmadik tag értelemszeriien
0, az elsd tag viszont 0 - oo tipusd hatdrozatlansdg, ami
hatérérték-szamitas utin szintén 0-nak bizonyul. Az utolsé
tag viszont a polilogaritmus fliggvények alapjdn, ha x=0,
akkor e =1, és csak ez a tag kiilonbozik nullatdl.

n
Hasonl6képpen az J. f 1dx tipusd integralok is ki-
e'+

szamithaték, mivel
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—x
1 € =% =2 —3x__

= 1=l —ime e He e ¥ de™ =
T+
e +°°e 31
=Y (D™ =—Lig(-e™)
k=1
Az I f Idx tipust integralok 0 — oo tartoményra a
e —
kovetkezd értékeket adjak:
"
c"=j X dx=nlln+]) , 32)
e'—1
ahol a {(n) azonos a Riemann-zétdval, tehat n = 3 esetén
6n* =t
C =3l {#=—=—. 33
3 aC)) %0 _ 15 (33)

Ezek utdn bizonyitasképpen dlljon itt néhany példa,
hogy iires matematikai jaték mellett gyakorlati feladatokra
is alkalmas ez a fiiggvénytipus. Az alkalmazdshoz azonban
a homérsékleti sugdrzassal kapcsolatban néhdny alapfoga-
lom felidézése sziikséges annak a tisztazasthoz, hogy mit is
szamolunk.

A homérsékleti sugarzas tulajdonsagai

Eldszor a probléma ismertetése:

Minden test a feliileti homérséklet fiiggvényében elekt-
romdgneses sugdrzds formdjdban energidt sugdroz a kor-
nyezé térbe. Az elektromdgneses sugdrzds spektruma a
kozmikus sugdrzastol a hosszihulldmii rddichulldmokig
folytonosan értelmezhetd, ugrdsszerii vdltozds nincs a
szomszédos hulldmhossztartomdnyok kozt.

Az elektromdgneses sugarzas adott esetben nagyobb le-
het, mint a (34) és (35) egyenletekben adott, ez azonban
nem lehet termikus eredetti. Ilyen pl. a mesterséges radio-
sugarzds, a rontgensugarzds, a természetes gamma-
sugérzas, fénycsoé stb. Ezek egy részét tigy is nevezik, hogy
Lhideg fény”. Senkinek nem jut eszébe a TV egy tdbortliz
jeleneténél, hogy a képernyé eldtt szalonnat siisson. De ha
a fény gerjesztésének az oka hémérsékleti eredetii, mint pl.
a langfestés, akkor az emissziés sdvok energia-eloszldsa
sehol nem lépheti 4t a hoémérsékleti sugédrzas burkolégorbé-
jét.

»Tudomdnyos”, iskoldsoknak szdnt fogalomgytijte-
ményben: “Infrared radiation is also called <heat radia-
tion>". Itt jon a fogalomzavar. A homérsékleti sugdrzés egy
spektrumeloszlast jelent, és nem tartomanyt. Hémérsékleti
sugérzds példaul a napfény vagy az ivfény is. A lézer vi-
szont eleve nem kezelheté a homérsékleti sugdrzds része-
ként sem, még a szén-dioxid lézer sem, mivel a statisztikai
véletlen 6sszes feltétele hidnyzik. A szinkron hullamfront
és a szigortan egy sikba es¢ polarizdltsag ezt eleve kizdrja.
A legfontosabb pedig, hogy nincs sdvszélessége, tehdt az
energia-eloszldsndl a nulldval val6 osztds Osszes probléma-
ja és ellentmondasa fellép.

Homérsékleti sugarzds tehat a teljes spektrum-
tartomdnyban homérsékleti eredetii és elektromdgneses
sugarzas.

A fekete test homérsékleti sugarzdsdnak hullimhossz
szerinti energia-eloszlasat Max PLANCK adta meg az aldbbi

képlettel:

dEAT) _2mc’h 1

A} he
di 2 =

(34)

Ez a megszokott diagram a hullimhossz fiiggvényében,
képe az 1. dbrdn lathato.

—

=

e e e e S ———r =S
H6mérsletl sugarzas intenzitasa

1. dbra. A hdmérsékleti sugdrzas intenzitdsa
Fig. 1. Intensity of the thermal radiation

Ha csak a homérsékletet valtoztatjuk, a hémérsékletek
diagramvonalai soha nem metszik egymast. Egy magasabb
homérsékleti test minden hullamhosszon tobb energidt
bocsit ki.

A skéla barmilyen transzformdcidjanal tekintettel kell
lenni a lancszbdlyra. Ennek egyik kovetkezménye az is,
hogy mas skalat alkalmazva (frekvencia szerinti, logaritmi-
kus stb.) a maximumok is eltolodnak:

B _JE o
ou Odx du
A (34) Osszefiiggés ismert a rezgésszam fiiggvényében
is:

c c
v=—, dv=——dA1,
A 22
ezért
dEW,T) 2n 1
= . 35
dv cpt B e
ekl —1

A dimenzio nélkiili rezgésszam

A (35) egyenlet a gyakorlati hasznalathoz egyszertisithe-
t6 a dimenzi6 nélkiili frekvencia bevezetésével:

_hv _Nuhv
kT~ RT

(Kozbevetdleges megjegyzés: a hv szorzat az egyes fo-
tonok energidjat jelenti, az RT szorzat pedig érdekes kap-
csolatot jelent a gaztorvényekkel, és ez a kapcsolat a
hoékapacitds formdjdban létezik is. De ez most nem a cikk
targya.)

Felmeriilhet a kérdés, hogy mire j6 egy ilyen, elsé pilla-
natra bonyolultnak tiné fogalmat bevezetni. A vélasz pedig
az, hogy sokkal konnyebb vele a szdmolds, miutdn a
spektrdlis eloszlds tartomdnyait csak egyszer kell ki-

(36)

” dx=—}£—dv 3
kT
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szamolni, aztdn ez a régi fliggvénytablazatok mddjara, a
spektrumok hasonlésagat kihaszndlva, egyszerii transzfor-
méciéval konnyen kezelheté. De ahogy mostandban mar
senki nem haszndlja a négyjegytli logaritmustablat (a legol-

A pont tulajdonsaga

Property of point AT (pmK)
JE
— = max 2897,8
oA
B_E = max 5099.4
v
oE
= max 3663,9
dlnA
E(0-LA) =1% 14479
E(0-\) =25% 2897,5
E(0-)A) = 50% 4107,3
E(0-A) =75% 6148,1
E(0-A) =99% 22884,3
w OF _max 1777,0
oA 2 5265,2
« OE _ max 2658,7
v 2 12430,3
« oE max 2117,4
dlnA 2 7395,1
hv
AT| x=—=1 14387,686
=)
Fotonfluxus maximumai:
oD
—— =max 3663,9
oA
%—f = max 9028,3
oD
= max 5099.4
dinA

csébb szdmologépek is tartalmaznak ilyen fliggvényeket),
ugyanuigy az I. tdbldzat is csak a szemléltetés és gyakorlas
céljdra jo.

h —_— -
= (2 )
B &S
4965114 1,000000
2,821439 1,759781
3.926904 1,264384
9,937051 0.4996532
4,965526 0,999910
3,503019 1417372
2,340186 2,12166
0,628727 7,897039
8,096616 0,613224
2,732600 1,816965
5411549 0.917489
1,157469 4,289564
6,794968 0,730692
1945570 2,551970
1,000000 4,965038
3.926904 1264384 (=2 = max)
dinA
1593624 3,116116
2,821439 1,759781 (g—E =max )
14

1. tdbldzat. A h6sugarzis energia (E) és fotondram (N)) eloszldsénak jellegzetes pontjai. * — félértékek az adott skélédn, azaz az
ordindta a maximum fele

Table 1. Characteristic points of energy (E) and photon flow (N)) distribution of thermal radiation. * — half value of the given scale
i.e. ordinate is half of maximum

Ez a dimenzi6 nélkiili valtozé a késobbi szamitdsokban
nagyon hasznos lesz. A (35) egyenlet ezutdn a kdvetkezd-
képp alakul: :

dx . (37)

44 3
F= 21:/; z’ ) I X
c¢“h e’-1
A fenti integral teljes tartomdnyra szamitott integrélja
ismert, (33) egyenlet alapjan
%, 9 4
J- f dx=11t—5 :
o€ -1

A (37) és (38) egyenletekbol az dllandékra az aldbbi
osszevondst alkalmazva

(38)

_ 2okt
15¢%h
Ez az ismert Stefan-Boltzmann 4llandé, ami tehat nem
fliggetlen a tobbi kvantummechanikai alland6tél.
Ezek utdn az idedlis homérsékleti sugdrzds energia-
kibocsatdsa egységnyi feliileten a félgomb irdnydba (27
szteradidn szogtartomanyba):

E=o0T*. (40)

Tehat minden test az abszolit homérséklet negyedik
hatvdnyaval ardnyosan hosugarzast bocsat ki. A valdsagos
testek esetén figyelembe kell venni az emisszidképességet.
Egyszersmind az aldbbi (41) képlet az elsd, amelyikkel
gyakran lehet taldlkozni az energetikai szamitdsokban. Itt

(39)
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azonban meg kell dllni a levezetésben, mert ennek a hasz-
ndlata a gyakorlati szamitdsban inkorrekt. Ez ugyanis az
abszolit fekete test sugdrzdsa lenne. Ilyen pedig nincs.
Kiilon irodalma van, hogy hogyan lehet ezt megkozeliteni.

Az irodalmi hivatkozdsokban gyakran szereplé abszoliit
fekete test csupdn fizikai absztrakcio, azaz egy olyan elvont
fogalom, ami ha létezne, minden fényt elnyelne. Az abszo-
lit fekete testet arrdl lehet felismerni, hogy csak akkor
lathat6, ha a hdatteret kitakarja. A valdsdgban legjobban
hasonlit rd a barlang szdja. Példaképpen a Hold albeddja
7%, azaz a lathaté tartomédnyban az abszorpcids egyiitthat6-
ja a = 0,93, tehdt elég sotét, a Foldhoz képest koriilbeliil
egyotodnyi fényt ver vissza feliiletegységenként. Ehhez
képest elég fényesen latszik. Abszolit fekete testként csak
napfogyatkozaskor érzékelnénk, vagy a csillagtakardsok
révén. De még a teljes holdfogyatkozdskor is kap annyi
fényt a foldi légkor szort fényébol, hogy nagyon szépen
voroslik az égbolton.

A fekete test hosugdrzasa ugyanilyen absztrakcié. Mo-
dellként a kemenceszdj hosugdrzdsa szolgdl (nem azért,
mert kormos, hanem mert iireg hdmérsékleti sugdrzdsa). A
hdsugdrzast, illetve a sugdrzds elnyel6dését ehhez az esz-
ményi tulajdonsagi testhez viszonyitjuk. Ugy is lehet mon-
dani, hogy az adott hémérsékleten az 6sszes hOsugérzo test
energiaspektrum-maximumanak a burkolégorbéje.

A legijabb mérések szerint a kozmikus hattérsugarzas
2,725 K homérséklett idedlis — vagy legalabbis ettél ma
még kimérhetetleniil eltér6 — fekete test sugdrzasanak
felel meg [7]. A magyardzat egyszerl: a vildgiir is iireg.
Meg kell adni tehdt a valésdagos test feketeségi fokdt, ez
pedig az emisszids egyiitthato (e):

E=goT*, (41)

ahol e<1.

Fontos figyelembe venni, hogy az emisszioképesség
csak az abszolit fekete test esetében hagyhaté el. Ezt az
esetet kozeliti pl. a magas hémérsékletli plazma sugérzésa.
De ismert, hogy a Nap sugarzdsa is eltér az idedlis fekete
eloszlast6l, mert olyan elnyelési sdvok vannak benne,
amelyeket mar a XIX. szazad elejének technikdjaval is ki
lehetett mutatni [WOLLASTON 1802, FRAUNHOFER 1814].

Az emisszids €s abszorpcids egyiitthatokkal kapcsolat-
ban a levezetést mellozve, feltétleniil meg kell emliteni a
Kirchhoff-torvényt:

a(l)=¢e(4) .

Eszerint az emissziés és abszorpcids egyiitthaté minden
hulldmhosszon egyenld. Ugy is kifejezhetd, hogy azonos!
Ez a torvény tulajdonképpen azt mondja ki, hogy a sugar-
zas sem sértheti a termodinamika II. fotételét, azaz a ho
hidegebb testrél melegebb testre sugdrzds formdjaban sem
terjedhet. Mellesleg ez rogton lehetové is tenné egy perpe-
tuum mobile létrehozasat. A Kirchhoff-torvény csak az
azonos hulldimhosszi sugarzdsokra vonatkozik. Kiilonb6z6
hulldmhosszakon tehdt eltérhet (és el is tér) az abszorpcids,
ill. emisszids egyiitthatd, azaz szines testeknél (tkp. minden
valésagos test szines):

a(l) #e(hy) . (43)
A fenti egyenl6tlenség sem teszi jogossd az olyan le-

vezetéseket, amelyek dgy indulnak, hogy a besugérzédsnal
figyelembe vessziik az abszorpcids egyiitthatot, ami fogal-

(42)

milag azonos az albedé komplementerével, a kisugarzast
viszont elintézziik a fekete testre vonatkoz6 torvénnyel. Ez
olyan, mintha a gdzt redlis gdzként nyomnank &ssze, €s
idedlis gazként expandaltatnank. Ez nemcsak az energia-,
hanem az anyagmegmaradas elvét is sértené.

A szamitdsokban gyakran szerepld sziirke test, amelyre
a = & ugyancsak a szdmitds konnyitésére alkalmazott
absztrakcid. A fekete és fehér testekkel ellentétben a sziirke
test a gyakorlatban fizikai paradoxon nélkiil is elképzelhe-
t6. Legjobb eredményt az adja, amelynél hémérséklettdl
fliggd teljes spektrumra integralt abszorpcids €s emisszids
egyiitthatokkal szamolunk. Itt is igaznak kell lenni azon-
ban, hogy

a(T)=e(T) . (44)

De hogy ne legyen ilyen egyszeri, lehet, hogy az emisz-
szi6s tényez6 adott homérsékleten értelmét veszti. Példaul
a jég abszorpcids tényezdje j6l mérhetd a napfény spektru-
maban, de értelmetlen a feltételezés, hogy milyen lenne az
emisszios tényezdje 6000 K homérsékleten.

Ezt a kozelitést alkalmazzuk a gdzok hosugdrzdsandl (és
abszorpcidjdndl) is, annak ellenére, hogy a gézok infra-
voros szinképe jellegzetesen vonalas, ezeken a sdavokon
kiviil mindegyik gaz atlatsz6. Késébb latni fogjuk, hogy a
bonyolult, hoémérséklettdl, nyomdst6l, koncentraci6tol
fiiggd transzformacids eljarasok helyett a gdzokndl sokkal
egyszeriibb a sdvszélességre vett hatdrozott integral alkal-
mazdsa. Eddig az volt a kifogds, hogy az integral ,,zért
alakban” nem fejezhetd ki. A zart alak viszont mar a ma-
tematikai ﬁlo_zéfia vildgdba vezet, mert akkor mitdl ,zart”
példaul egy hiperbolikus vagy akar egy exponencidlis
fiiggvény? Gyakorlati szempontb6l tehdt az a 1ényeg, hogy
a fiiggvényt definidlni tudjuk, és véges pontossaggal véges
1épésben ki lehessen szamitani.

A (37) egyenletbdl lathat6, hogy ha

hv _Njhv _ he
kT RT AT

akkor a termikus spektrum minden pontjara van egy
kényelmes transzformacids eljaras, azaz a Wien-torvény a
teljes spektrumra alkalmazhat6. Kozismert alakja

=const,

AT = £ =const . (45)

V.

!

Ennek alapjan elég a (35) egyenlet integrdldsat megadott
hatdarok kozott egyszer elvégezni, az energia-eloszlds az
Osszes homérsékletre egyszertien szamithat6 lesz a hullam-
hosszok ardnyos transzformdcidjaval. Néhdny jellegzetes
pont lathat6 az 1. tablazatban.

Visszautalva az 1. dbrdra, a gorbe alatti teriilet kb. Egy-
negyede esik a maximumtél balra, a rovidebb
hulldmhosszakra.

Az energia-eloszlas szamitdsat segiti eld a 2. tabldzat. A
(34) egyenlet gorbe alatti teriiletének szdzalékos megoszldsa

olvashat6 le, a aa—f= max hulldmhosszat egységnek véve.

Tehat ha a homérséklet 289,78 K (16,63 °C), akkor a
Amax = 2897,8/T = 10 um, ennél rovidebb hulldimhosszra esik
a kisugarzott energia kb. 25%-a. A téblazatbdl olvashatdan
spektrum energidjanak 66%-a az 1,800483-4,,,.x, azaz 18 pm
alatti, 34%-a ennél hosszabb hullamhosszakra esik.
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0% 1% 2% 3%
0%
10%
20%
30%
40%
50%
60%
70%
80%

90%

4%
0,0000000 0,4996532 0,5533772 0,5917331 0,6230777 0,6503105 0,6748170 0,6973783 0,7184827 0,7384585
0,7575383 0,7758934 0,7936550 0,8109256 0,8277875 0,8443079 0,8605428 0,8765398 0,8923391 0,9079760
0,9234816 0,9388832 0,9542055 0,9694706 0,9846992 0,9999099 1,0151206 1,0303476 1,0456064 1,0609123
1,0762792 1,0917211 1,1072515 1,1228838 1,1386312 1,1545064 1,1705228 1,1866930 1,2030303 1,2195486
1,2362610 1,2531815 1,2703245 1,2877047 1,3053372 1,3232383 1,3414239 1,3599116 1,3787193 1,3978661
1,4173716 1,4372571 1,4575447 1,4782581 1,4994223 1,5210642 1,5432122 1,5658964 1,5891505 1,6130093
1,6375108 1,6626955 1,6886090 1,7152983 1,7428172 1,7712212 1,8005751 1,8309472 1,8624123 1,8950554
1,9289683 1,9642547 2,0010300 2,0394225 2,0795777 2,1216598 2,1658547 2,2123756 2,2614672 2,3134115
2,3685365 2,4272265 2,4899368 2,5572085 2,6296935 2,7081845 2,7936571 2,8873305 2,9907556 3,1059394
3,2355287 3,3831201 3,5537539 3,7547534 3,9973240 4,2996879 4,6942139 5,2460423 6,1159987 7,8970385

5% 6% 7% 8% 9%

2. tdbldzat. A hésugdrzas energiaeloszldsa (x = 4,96511425317/4;)

Table 2. Energy distribution of thermal radiation (x = 4,96511425317/4,)

Ellendrizhetd, hogy az 5800 K homérsékletli Nap
(Amax = 2897,8/T = 0,5 um) energidjanak 10%-a ultraibo-
lya, 47%-a lathatd, 43%-a infravorés hullamhosszakon
érkezik.

Ebben a cikkben azért 4,,,x az alappont, mert ez az érték
kozismert. Tehdt ha valaki a AT =2896,6 umK 6sszefiig-
gésbdl kiindulva a relativ hulldimhossz aranyaban keresi az
integral értékét, annak a fenti tablazat kényelmes segédletet
jelent. Az integrdl pontos értékéhez még be kell szorozni a
(40), illetve (41) egyenlet értékével.

Ha x = 1, akkor
he
AkT

il

azaz AT = L 0,0143876866 m, azaz 14387,6866 pm,

foy 2 = 0,0143876866
AT

Néhdny évtizeddel ezel6tt a fenti tablazat alapjan kivalé
szamololécet lehetett volna szerkeszteni. De a digitalis
szamitégépek kordban ez a logarléccel egyiitt feleslegessé
vélt.

Ha valaki figyelmesen kovette a polilogaritmusok integ-
raljait, lehet, hogy ismétlésnek tlinik az aldbbi okfejtés. Az
is. Annak a szemléltetése, hogy hogyan vezet az 1t a
polilogaritmusok alkalmazaséhoz..

A fekete test sugarzdsanak alapfiiggvényéhez az x di-
menzi6 nélkiili frekvencia, utalva a (35) és (36) képletekre,
a homérsékleti sugarzas valamely jellemzdje alapjan az
aldbbi médon szamithato:

helyettesités alkalmazhat6.

3

F(x)=—
e —_

(46)

Nagy x értékekre (rovidhullamd, azaz nagyfrekvencidji
tartomany, Wien-Planck, infrakatasztréfa) célszeriibb alak
a kovetkezo:

Be*

F(x)= A7)

1-e7*
A fenti fiiggvény 0 — co tartomanyra esd hatarozott in-
tegralja tobb kézikonyvben is megtaldlhatd, 1d. (32) képlet.
Az aldbbiakban néhény kozelités:
Mivel nagy x értéknél (x > 6)
ezért

1-e* =1,

IF(x)dx = j e tdx=(x>+3x> +6x+6)e . (48)

4
Az eredmény osztand6 7:—5 -tel.

A pontossag fokozhat6 a kovetkezo sorfejtéssel:

-X
e By
—=e"+e =
1—€

Az integralokat Osszegezve:

FER gy e (49)

3%
= +— +— +—

o °2.3
1) = J.F(x)dxz ﬁ‘_z X (50)

Az eredmény itt is osztandé ~— —tel
_hv _ NAhV N h —IOOhcn _ 15
KT~ RT  cART kT A szamitasi modszert tovabb lehet tokéletesiteni, mivel
E
= 1,43876866 - = 11604,45—C o S
T T > e =rIn-e™) . (51)
n
Egy adott spektrumtartoményra esd energia kiszdmita- =
sdnak kulcsa az aldbbi fiiggvény integralédsa: Igy nagy x értékekre (révidhullim) az integral értéke:
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e W
—I%J‘ = _dx=-!%(—x3ln(1—e_x)+
nt JYl-e7* 13
% i (52)

= 2
+Z —3%+-6—§+% e )
SRS W R
Kis x értékekre (hosszihullimi tartomany, Rayleigh-
Jeans, UV-katasztr6fa) a fenti képletek csak hatarérték-
szamitassal kozelithetok. Ha ebben a tartomdnyban van

sziikség pontosabb szdmitdsra, az aldbbi eljards javasolt:
mivel

lim(e*™-1)=x , (53)
x—0
ezért
& 3 A 3
I X dx= sz-dx=x—. (54)
Oe"—l : 3

Pontosabban az x>e ™ és 1—e * végtelen sordnak hanya-

dosat szdmitva és az eredményt tagonként integralva:

& x3 X3 X4 XS X7 x’
ke 147375 " 60 5090 T 272160
0¢ "~ . (59)
3 Y y 13
13305600 622702080
azaz
4 3 3 .4 = 2k#3p . 1k
[—ax=-2 32 e i (56)
0e"—l 3 8 4=(2k+3)-(2K)!
e
Az eredmény természetesen itt is osztandd 15 -tel.
A polilogaritmus fiiggvény hasznalata
Integrdlok:
Visszatérve a (47) egyenletre, az xl i a
e' —
kovetkezoképpen is leirhato:
L T et ™
e'-1 1-e™*
” , (57)
=ze"“ =Liy(e™)
k=1
azaz
Y o ™) (58)
e—1 g '
Az (52) képlet igy a kovetkezdképpen alakul:
1 2 3 _—x
—i = _dx= % ® Li; (e ™) +3x% Liy(e ™) +
n 2 1-e T (59)

+6xLi3(e_")+6Li4(e'X)]

Az integricids konstans szamitdsara a (5) képlet alapjan
szamolt peremfeltételt is alkalmazhatjuk.

3
Az

alaki egyenlet szerepet kap a homérsékleti
e -_—

sugarzas résztartomdnyainak a szdmitdsdndl, mivel a
Planck-féle eloszlds a frekvencia fiiggvényében erre az
alakra redukalhato.

Az integraciés konstans szdmitdsara a megoldds, hogy
X =0 helyen a masodik €s harmadik tag értelemszertien 0,
az elso tag viszont 0 - oo tipust hatdrozatlansdg, ami hatar-
érték-szamitds utan szintén 0-nak bizonyul. Az utolsé tag
viszont a polilogaritmus filiggvények alapjan, ha x =0,

akkor e =1, és csak ez a tag kiilonbozik nullatol.

Hasonléképpen az j Xx 1dx tipusd integralok alkal-
e pa—

mazasdra egy masik példa a fotonfluxus szamitdsa. Miutan
minden egyes foton A v energiaval rendelkezik, ezért a (35)
egyenletbol a fotonszam-eloszlds is levezetheto:

dEW,T) _ 211

dow,T)= o+ =7 I -dv . (60)
el -1
Atalakitva:
2nk>T? h:c? 1
doWw,T)= Wi 'szz' T dv . (61)
" ekl —1

z

Ujra alkalmazva a x= % dv= kTTd x helyette-

sitéseket:

303 2 2
2nk°T” x dx=C0T3- X

dd(x)=——— dx=
ne? ¥ -1

e"—1 . (62)
=CoT? x? Liy(e™*)dx

Tehat adott hémérsékleten a teljes spektrumot atfogd
fotonfluxus:

o

&(T)=C,yT* | x* Lig(e *)dx .
0

(63)

A fenti integral értéke pedig a (32) képlet alapjan
C,=2!-{(3)=2-1,2020569.

(Megjegyzés: a ((3) = 1,2020569031 Apéry-konstans
néven is ismert.)

Ezek utdn a fekete test teljes spektrumi fotondrama
T hdmérsékleten

3
D) =2- 1,202056931312T3 =1520486910°T° =C,T° . (64)
c

A fenti Osszefiiggés tanulsdga az, hogy akdr nulldhoz
tarté energidji kvantumokat is figyelembe véve az egység-
nyi feliilet véges szamu fotont bocsat ki megadott id6 alatt.
A fenti Osszefiiggésnek konkrét haszna is lehet, ha adott
energia folotti fotonok szamat kell figyelembe venni vala-
milyen muszer hitelesitéséhez. Ez a (62) képlet hatarozott
integraldsaval szintén megoldhatd, miutan az integral konk-
rét értékei a polilogaritmus fliggvények segitségével mar
konnyen szdmithatok.

Fontos megjegyezni: a hosugdrzéssal kilépd fotonok da-
rabszama is véges. Tehdt a végteleniil kis energidju fotonok
szama sem lesz végtelen. Ennek csak filozéfiai jelentosége
van, viszont az adott energidndl nagyobb fotonok darab-
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szama mdr érdekes lehet egyes muszerek, példaul fotocel-
lak érzékenységének és jelleggorbéjének a szdmitdsandl.
Utalva a (29) egyenletre:
2
- J' a S = Liy € + 2eLip(e ™)+ 2Lis(e™) . (65)
e' —_—

A fenti integrdlok hatdrozott integralként is hasznélha-
tok. Ha x = 0, akkor az els6 tag értéke kiilon indokolandd,

mivel Lij(e™)=00.

Sz€élso értékek szdmitdsa

A differencidldsi szabdlyok megfelel alkalmazasdval a
polilogaritmusok szélsé értékek meghatdrozasara is hasz-
ndlhaték. Példa a frekvencia szerinti energia-eloszlds ma-
ximumanak meghatarozasara:

e *
-

3x% Lig(e™)—-x’Li_ (™) =0,

=x’ Lig(e™) = max , (66)

(67)
azaz
3xte™ B et
1-67* (Q-€%P
Miutén x# 0, egyszertsitheto:

3_ X

X

l—e* =0,

(1—e™) -szel beszorozva és rendezve

. X
e -1+==0. 68
3 (68)

Ennek pontos kiszamitdsira akdr a Newton—Raphson
approximdci6, akar a regula falsi mddszer hasznalhatd
(x=2,821439372122).

A hulldmhossz szerinti maximélis energiafluxus szamita-

sdhoz (%—f =max ) az x =% ,dx= —izdt helyettesitéssel,

kihaszndlva, hogy dimenzié nélkiili skdldval dolgozunk:
1

dE(t):—LSLiO(e_7)dt . (69)
=
SzEIso érték feltétele, differencialdssal:
6 L &
~ Liote £)y—t7Li,(e ')=0. (70)

Visszahelyettesitve, az egyszerisitések utdn, a végsé nume-
rikusan megoldandé egyenlet:

e_’—l+§=0 (x=4,9651142317) . (71)

Hasonléan oldhaté meg a =max, ill. —— =max (vég-

& dlnA dlnv e

eredményben egymés tiikrképe) az x=e' és dx=e'-d¢

helyettesitéssel.
A frekvencia fiiggvényében a maximadlis fotonfluxus (te-
hét ahol az egységnyi frekvenciatartomanyra es6 fotonok

X x E(x)
035 7,087306 0,07146848
Kvarciiveg 0,2 12,40279 0,0015494
0,185 1340842 0,000725165

Uveg

Kvarc

Amax X
20 |
3,5 0,7087306 0,9861271
38 06527782 0,9889145

szama maximalis):

2 _—x
1x ® = ¥ Lip(e™) = max , (72)
—e
2xLig(e™) - x> Li;(e™)=0, (73)
azaz
2xe™  xe*
- i—e*)
Miutén x # 0, egyszertisithet6: 2— " x—x =0,
—e
(1—e™) -szel beszorozva és rendezve:
e -1 +§ =0 (x=1,59362426004004) . (74)

Miutdn a szélséértékek egyszerlisitett alakja rendkiviil
hasonld, tobb egybeesik, érdekes tablazatosan attekinteni
ezeket.

9P _ max |e*—1+%=0|x. =150362426004004
v 2
OE
a—v = max #
e —1+2=0 x.. =2821439372122
00 g
= max
dinA
oE
A x
*_14+X20 x,, =3.92690394
wo__ |° T
Y -
oE - X
%% —max |eF—1+X=0 x. =49651142317
A "l

Miutan x = 1 esetén /1T=%=14387,6866 umK, az

Osszes sz€ls6érték az alabbi médon szamithato:

AT = he
kx

(75)
Néhany gyakorlati feladat

1. Néhany optikai anyag véges ateresztOképességének
hulldmhosszhatdra pm-ben a kovetkezo:

alsé felsé
Uveg 0,35 2,0
Kvarciiveg 0,2 3,5
Kvarc 0,185 3,8

Kérdés, hogy a napfény energidjanak mekkora részét
engedik 4t a fenti optikai anyagok 5800 K-nek megfelel6
eloszlasu napsiitésbdl (Agmax = 0,4996187 um)?

E(x)
0,9402178

AE(x)
0,86875 = 86,9%
0,98458 = 98,5%
0,98819 = 98,8%

124279
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Megjegyzés a tdbldzathoz:

Ezek az értékek csak a 1égkor nagy magassdgaiban ér-
vényesek. Az ultraibolya sdvot ugyanis az oxigén és 6zon
(igen: a ketto egyiitt!) eléggé legyengiti, az infravoros sav-
ban pedig mdr a vizpara hdrom igen erds sdvja is megjele-
nik (1,37, 1,87 és 2,66 pm).

A tanulsag:

Ha energianyerés a célunk, a fenti anyagok kozt alig van
kiilonbség. Az anyagvalasztds akkor fontos, ha informacio-
szerzés végett az ultraibolya és a kozeli infravords (foto-
technikai infravoros, NIR) vizsgdlata a célunk.

2. Még érdekesebb a gazok elnyelési savjainak a szdmi-
tdsa. A gazok csak megadott sdvokban nyelik el a sugar-
zast, és ugyanezekben a savokban sugéiroznak is.

a) 280 K homérsékleten a fekete test sugdrzdsa
348,54 W/m®* (Agmax = 10,34925 um). Mennyi az infravoros
ablak ateresztoképessége 280 K homérsékleten?

8um x=6,422871 E(x)=0,1084174
13um x=3,952536 E(x)=0,4117562
AE(x) = 0,3033388 = 30,33%

Ez az a tartomdny, ahol a 1égkor 4tlatszobb, mint a latha-
t6 tartomanyban. A hasznalatat egészen mdas problémék
nehezitik — pl. a hiitési igény és a nem paraérzékeny opti-
kai anyagok sziik vélasztéka.

b) Mennyit sziir ki a széndioxid a 13-17 um kozétti el-
nyelési sdvja a 280 K homérsékleti sugarzasbol?

13 pm x=3,952536 E(x)=0,4117562
17 pm x =3,022528 E(x) = 0,60208
e=AE(x) =0,1903238 = 19%

Ennek hdmérsékleti hatdsa:
280-280-(1-€/2)'"* = 280-273,1 = 6,9 K.

A fenti Osszefiiggés akkor lenne pontos, ha a foldfelszin
fekete testként sugdrozna, Az elnyelt kvantumot ugyanis a
gerjesztett molekula ugyanolyan kvantumként késve kisu-
gédrozza a tér minden irdnydba, tehiat 50% az esélye, hogy
felfelé, és 50% eséllyel lefelé. Kozben tdjra ismétlddik
ugyanez a folyamat. Optikai tartomanyban ezt opdlosodas-

nak latjuk. A végén az elnyelési sdvba esé kvantumok fele
eltdvozik a vilagir irdnydba, fele pedig visszatér a fold-
felszinre, ahol az a fekete felszinen maradéktalanul elnye-
16dik. Csakhogy fekete test nincs, még a korom is visszaver
5-10%-ot.

Ha a felszin emisszids egyiitthatdja 15 pm-en ¢, akkor a
Kirchoff-térvény értelmében ugyanezen a hullimhosszon
sziikségképpen € =a =(1—a). Tehat a kisugdrzott energia
a fekete test g-szorosa, ebbdl a felszinre visszaverodik
(pontosabban visszasugdrzédik ) /2, ugyanennyi eltdvozik
a vilaglirbe. A visszavert sugdrzdsbdl elnyelodik e, vissza-
verédik (1-¢), amibdl visszajon (1-¢)/2, kisugdrzédik
ugyanennyi. Ebbdl djra visszaverddik ennek az (l-¢)-
szorosa, aminek megint csak fele tavozik, fele jra vissza-
tér.

Legyen a fekete test sugirzdsa Ej;, akkor & emisszids
egyiitthatdju felszinnél a végsd soron tavozé energia végiil

n
82“ l1-¢
E=Ef5 (—2 )

n=0

EfL
l1+¢

(76)

Ennek egy érdekes kovetkezménye, hogy a teljes el-
nyelddés sdvjaban nézve a felszint, az opdlosodas ellenére
a kiilonboz6é emisszids egyiitthat6ji nagyszerkezetek mint-
egy ,,atsiitnek”.

Misik példa: a*CO, 4,25 m (2439 cm™) sdvja hogyan
valtozik a koncentricié novelésével?

A félérték szélessége 280 ppm 3,33-5,95 um értékeirol
380 ppm-nél 3,25-6,45 pm-re nd. Ennek a szamitdsa most
nem a cikk témdja [6], de annyit sziikséges megjegyezni,
hogy az egyes abszorpcids és emisszids sdv szélessége
energetikai szdmitdsanal jol kozelithetd a félérték-széles-
séggel, azaz ahol az elnyelés mértéke a maximum 50%-a.
Ez pedig telitett sivoknal, ahol a maximum 99,9999...%,
az 50%-nak felel meg.

5800 K:
ol A =4
X X E(x)) E(xy) AE(x)
PPM  im — um
280 3,33 - 5,95” 0,744921 | 0,4169004 0,984125 0,9968299 | 0,0127049 = 1,27%
380 >3,25 -6,45 0,7632483 = 0,3845825 | 0,9830793 | 0,9574798 0,0166868 = 1,67%
| 0,0039819 = 0,4%
280 K:
| x E(x) E(x) AE()
280 3,33-5,95  15,43032 8,635794  0,000137442  0,0253197 0,025182258 =2,52%
380 | 3,25-6,45 | 15,81014 7,966352  0,0001006271 0,04006165 0,039961023 = 4,00%‘
| -0,014778765 =1,48%
cc — COs-koncentracié ppm-ben.
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A tobbletenergia:

0,014778765-0,0039819 = 0,010796865 = 1,08% —
pontosabban ennek a fele, tehdt 0,54%, ennek a hatdsa a
stacioner homérsékletre 0,378 K.

Osszefoglalds és tovabbi feladatok

A cikk célja elsésorban a magyar nyelvi irodalom el-
inditdsa a polilogaritmusok tdrgydban, egyuttal néhdny
példa bemutatdsa arra, hogy a matematikdnak ez az dga a
hétkoznapi szdmitasok korében is hasznalhato.

Egyelére csak a homérsékleti sugarzas energetikai sza-
mitdsdra alkalmas segédlet, de ennek is haszna lehet, akar a
holeadds novelése, akdr a csokkentése a cél.

Mivel a hdmérsékleti sugarzas hatarozott integraljai jol
kezelhetdk, igy kiilonosen a gdzok emisszids €s abszorpci-
6s szinképeinek szamitdsara kindlkozik jo lehetoség.

Lévén a matematika eszkoz, azaz kitaposott
gondolkodédsi sémdk gyiijteménye, talan lesz valaki, aki
szélesiti, vagy tovabbtapossa. Hirtelen otletként az ellipszis
paraméteres leirdsa emlithetd:

r=—2P  —_pLij(-ecos(p)) .
1+ £cos(p)

Masik otlet, hogy a szélerdsség statisztikai eloszldsa ra-
nézésre rendkiviil emlékeztet a (27)—(30) eloszlési tipusok
valamelyikére, ebbdl adédéan a szélenergia gazdasigi
szamitasaindl esetleg szerepe lehet.

Jelolések

¢ — fénysebesség = 299 792 458 m/s

C;— fotonkibocsétsi 4lland6 = 1,520 486 9-10"° m?s 'K

E — a sugarzas intenzitdsa, W/m’

E, — a foton energidja, eV

h — Planck-alland6 = 6,626 075 5:10%* J-s
(6,626 069 3-107*)°

k — Boltzmann-dlland6 = 1,380 658-10% J/K
(1,380 505-10%)°

N, — Avogadro-féle szdm = 6,0221367-10%
(6,022 141 5-10%)°

ny, — hullimszdm, cm’

R — gézdlland6 = 8,314 51 J-mol "K' (8,314 472)"

r — sugdr, m

S — szoldris alland6, azaz a Napbdl eredd energiadram a
Fold tavolsagaban = 1395 W/m?

T — abszoliit homérséklet, K

x — dimenzi6 nélkiili rezgésszam

o = abszorpcids egyiitthaté (abszolit fekete testre = 1)
(MSZ: linedris elnyelési egyiitthatd)

€= relativ emisszioképesség (abszolut fekete testre = 1)

A = hulldmhossz, m

v =rezgésszam, s’

n=3,1415926

6 = 5,67051-10° W-m™>K™* (5,670 401 24-10™)" (Stefan—
Boltzmann-allandd)

@ = fotonfluxus, s'-m™

Megjegyzés: ~ = 2002-es érték.
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Fizikai kémia II. Nemzeti

Fiiggelék

1. Basic program a polilogaritmusok szamitdasihoz

10 INPUT '"polilog(l) vagy inverz(2)"; MF

20 ON MF GOTO 110, 500

110 PRINT : PI = 355 / 113: EPS = 1E-10:
INPUT "n"; K

120 INPUT " x"; X: X# = X: IF X > 1 AND K <
2 OR X < -1 THEN 120

130 IF K = 1 THEN Z# = -LOG(1l - X#): GOTO
450

140 IF K = 0 THEN Z# = X# / (1 - X#): GOTO
450

150 IF K = -1 THEN Z# = X# / (1 - X#) ~ 2:
GOTO 450

160 IF K = -2 THEN Z# = X# * (X# + 1) / (1 -
X#) A 3: GOTO 450

170 IF K = -3 THEN Z# = (X# A~ 3 + 4 * X# ~» 2
+ X#) / (1 - X#) A~ 4: GOTO 450

180 IF K = -4 THEN Z# = (X# ~ 4 + 11 * X# »
3+ 11 * X# »~ 2 + X#) / (1 - X#) » 5: GOTO
450

190 IF K = -5 THEN Z# = (X# ~ 5 + 26 * X# A
4 + 66 * X#t A3 + 26 ¥ X# A 2 4+ XHB)/ (1 -
X#) N 6: GOTO 450

200 IF K = -6 THEN Z# = (X# » 6 + 57 * X# ~
5 4 302 * X# A4 + 302 * X#$ A3 + 57 * X#
A2+ X#) / (1 - X#) A 7: GOTO 450

210 IF K = -7 THEN Z# = (X# ~ 7 + 120 * X# A

6 + 1191 * X# A 5 % 2416 * X# 4 4 + 1191 %

X# A~ 3 + 120 * X# A 2 + Xi#t) / (1 - X#) »
8: GOTO 450
220 IF K = -8 THEN Z# = (X# » 8 + 247 * X# »

7 + 4293 * X# A 6 + 15619 * X# A 5 4+ 15619
* X# A4 o4 4293 * X# A 3 4+ 247 * X# A 2 4
X#) / (1 - X#) ~ 9: GOTO 450

230 IF K = -9 THEN Z# = (X# A~ 9 + 502 * X# A
8 + 14608 * X# A 7 + 88234 * X# A 6 +
156190 * X# A 5 + 88234 * X# A 4 + 14608 *
X# N 3 4 502 ¥ X# A D 4

X#) / (1 - X#) ~ 10: GOTO 450

330 GOSUB 830

450 PRINT USING "#, ########## ; z#

460 GOTO 120

500 REM *** jinv(polylog) ***

510 PRINT : PI = 355 / 113: EPS = 1E-08:
EPS2 = .000001: INPUT "n"; Q

520 K = Q: IF Q <= 1 THEN 540
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530 X# = 1: GOSUB 830: YE = Z# 120 GOSUB 200
540 INPUT " ‘y"; Y: Y# = Y: IFP ¥ . ¥YE AND N > 130 PRINT "x="7 X; "Integrdl"; E: GOTO 110

1 OR Y < 0 THEN 540 150 INPUT "Integr 1 (0-1 kis hh.-t”1)"; EAR
550 IF K = 1 THEN 700 160 GOSUB 700
560 X# = Y# / YE 170 PRINT "La="; LA * 1000000!; " mim x= ";
570 K = Q: GOSUB 830: FX = Z# - Y#: IF X: GOTO 150

ABS (FX) < EPS2 THEN 600 200 IF X < .5 THEN 320
580 K = Q - 1: GOSUB 830: F1X = Z# / X# 210 REM *** nagy x, rovidhulldm, infravérds
590 X# = X# - FX / F1X: GOTO 570 katasztréfa (Wien-Planck)
600 PRINT USING "x = #.###### "; X# 220 EO = 0;: N =0
610 GOTO 540 230 N = N + 1
700 X# =1 - 1 / EXP(Y#): GOTO 600 240 EN = EXP(-N * X) * (3 * X~ 2 J NN 2 %
830 Z# = 0: I =0 6* X /YNNI +6 /N NA4)
840 I = I + 1: DZ# = X# A I / I A K: Z# = Z# 250 IF N = 1 THEN El1 = EN

+ DZ# 260 EO = EO + EN
850 IF ABS(DZ#) > EPS THEN 840 270 IF EN / E1 > 1E-09 THEN 230
860 RETURN i 280 E2 = -X A 3 * LOG(1 - EXP(-X)): E = (EO

+ E2) / TI#: RETURN
320 REM ** kis x, hosszuihulldm, ultraibolya

2. Basic program a sugarzasi résztartomanyok katasztréfa (Rayleigh-Jeans)
energidjanak szamitisihoz 330 W# = X * X: EEF1# = (X * Wk / 3 - Wh *
W# / 8) * TQ#
5 REM *** Sugdrzdsi tartomdnyok szakaszainak 340 ER#(1) = -W# / 5040: ER#(2) = WH * Wk /
energidja ** 272160: ER#(3) = -W# * W# * W# / 13305600
10 PI = 3.141592654#: SIG = 5.6J04E-08: C = 350 ER#(4) = WH# * W# * W# * W# / 622702080:
299792458: TI = PI ~ 4 / 15: TI# = ER#(5) = =691 * W# * WH# * WH * W# * WH# /
6.4939394022668291# 19615115520000#
20 H = 6.6260693D-34: K = 1.3806505D-23: C1 360 ER¥(6) = WHE * Wk * WH * WH * WH * WH /
e @ M2 F Bui@2 2 @ H /4 K 1270312243200#
30 C3 = 4.9649: TQ# = .153989733820265#: TM# 370 ER#(7) = -3617 * W * WH * WE * Wk * Wh
= 2897.788811# * W# * W# / 2.0274183401472D+17
40 PRINT : PRINT : INPUT "T(ha T=0->mu=10) 380 ER#(8) = 43867 * W# * WH# * WH# * W * W
(Kelvin fok)"; T: IF T = 0 THEN T = TM# / * WH * WH * W# / 1.072909785605898D+20
10 390 EEF2# = 1 / 60: FOR I = 1 TO 8: EEF2# =
50 LAMAX = TM# / T * .000001: IE = SIG * T ~ EEF2# + ER#(I): NEXT I
4 400 EEF# = EEF1# + (X * W# * W# * EEF2#) *
60 PRINT "Fekete test sugdrzds: "; IE; TQ#: E = 1 - EEF#: RETURN
"W/m2" 500 F1X = -TQ# * X * X * X * EXP(-X) / (1 -
70 PRINT "Lamda (E=max)"; LAMAX * 1000000!; EXP(-X)): RETURN
"mikrométer" 700 REM ** inverz integrdl ***
80 INPUT "Az integrdl(l) vagy a 710 X = 2.821438
hulldmhossz(2) a kérdés"; COD 720 GOSUB 200: GOSUB 500
90 IF COD = 1 THEN 110 730 X0 = X: X = X - (E - EAR) / F1X * (1 -
100 GOTO 150 EAR)
110 INPUT "lambda (mikrométer)"; LAO: LAR = 740 IF ABS(X0 / X - 1) > .0000001 THEN 720
LAO * .000001 / LAMAX: 750 LA =H *C / K/ T / X: RETURN

X = C3 / LAR
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