
A polilogaritmus függvények bevezetése a mérnöki
gyakorlatba1
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A cikk célja, hogy felhívja a figyelmet egy függvény típusra, amelyik nagyon jól használható néhány differenciál­
egyenlet analitikai megoldására. Egyik ilyen példa a hőmérsékleti sugárzás adott spektrumtartományának, vala­
mint adott tartomány fotonáramának határozott integrálja, amelyik mérnöki számításokra ugyanúgy alkalmas, 
mint egzakt fizikai számításra. Az utóbbit az teszi lehetővé, hogy a numerikus integrálásnál fellépő hibahalmozódás 
itt elkerülhető.

A szélsőértékek számítására is tartalmaz a cikk néhány példát, ugyancsak a hőmérsékleti sugárzás területéről.
A függelékben két rövid, BASIC nyelven írt program segíti az elindulást.

T. Ónodi: Adopting poly logarithmic functions for engineering practice

The purpose of this article is to draw attention to a special function type, which is very useful in the analytical 
solution of some differential equations. One solution is applicable to calculate a discrete range of thermal 
radiation spectrum and photon flow in engineering practice by analytic definite integral, as numeric drift — 
caused by accumulation of minor failures using finite numerical integral formulae — can be avoided. The final 
failure of calculation is determined i?y the precisity at the upper and lower limits only.

To demonstrate the use of this function to solve engineering problem, the calculation of limited spectral range 
of heat radiation energy is discussed.

Methods to calculate extreme values of thermal radiation spectra are also analysed.
Moreover two short programs in appendix are attached in BASIC language.

Bevezetés
A polilogaritmus függvények érdekes módon még a ko­

molyabb matematikai kézikönyvek látóköréből is kiesnek. 
Sem oktatással, sem irodalommal, sem szoftverrel nincse­
nek igazán alátámasztva. Az interneten is csak angol, né­
met, francia (Jonquiere-függvény) [3], [4] és egy kevés 
olasz nyelvű forrást lehet találni. Még a jelölése sem végle­
gesen kialakult, a PolyLog(n,x), Li(я,х), Lin(x) jelölésekkel 
lehet találkozni. Ebben a cikkben az utolsó változat szere­
pel, a döntés alapja egyszerűen az irodalmi gyakoriság. 
Ahhoz képest, hogy ennyire ismeretlen függvénytípus, sok 
differenciálegyenlet megoldására alkalmas, többek között 
műszaki számításokban is.

A cikkben szereplő, Planck-eloszlással kapcsolatos szá­
mításokon kívül példaképpen a Debye-törvény fizikai­
kémiai alkalmazása említhető.

A hiány pótlására nem okoz különösebb nehézséget egy- 
egy szubrutin megírása — 1. pl. a Mellékletek részben talál­
ható BASIC programokat.

A polilogaritmus függvények
A polilogaritmus függvény definíciója:

Li" « = É é -  (1)
k= 1 K

A polilogaritmus függvények néhány tulajdonsága: 
dLi„ (x) Li„_,(x)

áx x
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Az x3/(ex- l )  alakú egyenlet szerepet kap a hőmérsékleti 
sugárzás résztartományainak a számításánál, mivel a 
Planck-féle eloszlás a frekvencia függvényében erre az 
alakra redukálható.

Az integrációs konstans számítására az a megoldás, 
hogy x=0 helyen a második és harmadik tag értelemszerűen 
0, az első tag viszont 0 • oo típusú határozatlanság, ami 
határérték-számítás után szintén 0-nak bizonyul. Az utolsó 
tag viszont a polilogaritmus függvények alapján, ha x=0,
akkor e~x = 1, és csak ez a tag különbözik nullától.

Г xnHasonlóképpen az ------ áx  típusú integrálok is ki-
J e*+1

számíthatók, mivel
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A hőmérsékleti sugárzás tulajdonságai
Először a probléma ismertetése:
Minden test a felületi hőmérséklet függvényében elekt­

romágneses sugárzás formájában energiát sugároz a kör­
nyező térbe. Az elektromágneses sugárzás spektruma a 
kozmikus sugárzástól a hosszúhullámú rádióhullámokig 
folytonosan értelmezhető, ugrásszerű változás nincs a 
szomszédos hullámhossztartományok közt.

Az elektromágneses sugárzás adott esetben nagyobb le­
het, mint a (34) és (35) egyenletekben adott, ez azonban 
nem lehet termikus eredetű. Ilyen pl. a mesterséges rádió- 
sugárzás, a röntgensugárzás, a természetes gamma- 
sugárzás, fénycső stb. Ezek egy részét úgy is nevezik, hogy 
„hideg fény”. Senkinek nem jut eszébe a TV egy tábortűz 
jeleneténél, hogy a képernyő előtt szalonnát süssön. De ha 
a fény gerjesztésének az oka hőmérsékleti eredetű, mint pl. 
a lángfestés, akkor az emissziós sávok energia-eloszlása 
sehol nem lépheti át a hőmérsékleti sugárzás burkológörbé­
jét.

„Tudományos”, iskolásoknak szánt fogalomgyűjte­
ményben: “Infrared radiation is also called <heat radia- 
tion>”. Itt jön a fogalomzavar. A hőmérsékleti sugárzás egy 
spektrumeloszlást jelent, és nem tartományt. Hőmérsékleti 
sugárzás például a napfény vagy az ívfény is. A lézer vi­
szont eleve nem kezelhető a hőmérsékleti sugárzás része­
ként sem, még a szén-dioxid lézer sem, mivel a statisztikai 
véletlen összes feltétele hiányzik. A szinkron hullámfront 
és a szigorúan egy síkba eső polarizáltság ezt eleve kizárja. 
A legfontosabb pedig, hogy nincs sávszélessége, tehát az 
energia-eloszlásnál a nullával való osztás összes problémá­
ja és ellentmondása fellép.

Hőmérsékleti sugárzás tehát a teljes spektrum­
tartományban hőmérsékleti eredetű és elektromágneses 
sugárzás.

A fekete test hőmérsékleti sugárzásának hullámhossz 
szerinti energia-eloszlását Max Planck adta meg az alábbi

Ez a megszokott diagram a hullámhossz függvényében, 
képe az 7. ábrán látható.

7. ábra. A hőmérsékleti sugárzás intenzitása 

Fig. 1. Intensity of the thermal radiation

Ha csak a hőmérsékletet változtatjuk, a hőmérsékletek 
diagramvonalai soha nem metszik egymást. Egy magasabb 
hőmérsékletű test minden hullámhosszon több energiát 
bocsát ki.

A skála bármilyen transzformációjánál tekintettel kell 
lenni a láncszábályra. Ennek egyik következménye az is, 
hogy más skálát alkalmazva (frekvencia szerinti, logaritmi­
kus stb.) a maximumok is eltolódnak:

Э E _ Э E Эх 
du dx du

А (34) összefüggés ismert a rezgésszám függvényében 
is:

v = -  , dv = —-T-dÁ ,
Л Л2

ezért
d E(v,T) 2я 1

év  c2hv3 ÜL • 1 j

A dimenzió nélküli rezgésszám

A (35) egyenlet a gyakorlati használathoz egyszerűsíthe­
tő a dimenzió nélküli frekvencia bevezetésével:

(36)

(Közbevetőleges megjegyzés: a hv  szorzat az egyes fo­
tonok energiáját jelenti, az RT szorzat pedig érdekes kap­
csolatot jelent a gáztörvényekkel, és ez a kapcsolat a 
hőkapacitás formájában létezik is. De ez most nem a cikk 
tárgya.)

Felmerülhet a kérdés, hogy mire jó egy ilyen, első pilla­
natra bonyolultnak tűnő fogalmat bevezetni. A válasz pedig 
az, hogy sokkal könnyebb vele a számolás, miután a 
spektrális eloszlás tartományait csak egyszer kell ki-
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számolni, aztán ez a régi függvénytáblázatok módjára, a esőbb számológépek is tartalmaznak ilyen függvényeket), 
spektrumok hasonlóságát kihasználva, egyszerű transzfor- ugyanúgy az 1. táblázat is csak a szemléltetés és gyakorlás 
mációval könnyen kezelhető. De ahogy mostanában már céljára jó. 
senki nem használja a négyjegyű logaritmustáblát (a legol-

1. táblázat. A hősugárzás energia (E) és fotonáram (Nf) eloszlásának jellegzetes pontjai. * — félértékek az adott skálán, azaz az
ordináta a maximum fele

Table 1. Characteristic points of energy (E) and photon flow (Nf) distribution of thermal radiation. * — half value of the given scale
i.e. ordinate is half of maximum

Ez a dimenzió nélküli változó a későbbi számításokban 
nagyon hasznos lesz. A (35) egyenlet ezután a következő­
képp alakul:

(37)

A fenti integrál teljes tartományra számított integrálja 
ismert, (33) egyenlet alapján

(38)

A (37) és (38) egyenletekből az állandókra az alábbi 
összevonást alkalmazva

(39)

Ez az ismert Stefan-Boltzmann állandó, ami tehát nem 
független a többi kvantummechanikai állandótól.

Ezek után az ideális hőmérsékleti sugárzás energia­
kibocsátása egységnyi felületen a félgömb irányába (2n 
szteradián szögtartományba):

E = &rA . (40)
Tehát minden test az abszolút hőmérséklet negyedik 

hatványával arányosan hősugárzást bocsát ki. A valóságos 
testek esetén figyelembe kell venni az emisszióképességet. 
Egyszersmind az alábbi (41) képlet az első, amelyikkel 
gyakran lehet találkozni az energetikai számításokban. Itt
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azonban meg kell állni a levezetésben, mert ennek a hasz­
nálata a gyakorlati számításban inkorrekt. Ez ugyanis az 
abszolút fekete test sugárzása lenne. Ilyen pedig nincs. 
Külön irodalma van, hogy hogyan lehet ezt megközelíteni.

Az irodalmi hivatkozásokban gyakran szereplő abszolút 
fekete test csupán fizikai absztrakció, azaz egy olyan elvont 
fogalom, ami ha létezne, minden fényt elnyelne. Az abszo­
lút fekete testet arról lehet felismerni, hogy csak akkor 
látható, ha a hátteret kitakarja. A valóságban legjobban 
hasonlít rá a barlang szája. Példaképpen a Hold albedója 
7%, azaz a látható tartományban az abszorpciós együttható­
ja a = 0,93, tehát elég sötét, a Földhöz képest körülbelül 
egyötödnyi fényt ver vissza felületegységenként. Ehhez 
képest elég fényesen látszik. Abszolút fekete testként csak 
napfogyatkozáskor értékelnénk, vagy a csillagtakarások 
révén. De még a teljes holdfogyatkozáskor is kap annyi 
fényt a földi légkör szórt fényéből, hogy nagyon szépen 
vörösük az égbolton.

A fekete test hősugárzása ugyanilyen absztrakció. Mo­
dellként a kemenceszáj hősugárzása szolgál (nem azért, 
mert kormos, hanem mert üreg hőmérsékleti sugárzása). A 
hősugárzást, illetve a sugárzás elnyelőd4sét ehhez az esz­
ményi tulajdonságú testhez viszonyítjuk. Úgy is lehet mon­
dani, hogy az adott hőmérsékleten az összes hősugárzó test 
energiaspektrum-maximumának a burkológörbéje.

A legújabb mérések szerint a kozmikus háttérsugárzás 
2,725 К hőmérsékletű ideális — vagy legalábbis ettől ma 
még kimérhetetlenül eltérő — fekete test sugárzásának 
felel meg [7]. A magyarázat egyszerű: a világűr is üreg. 
Meg kell adni tehát a valóságos test feketeségi fokát, ez 
pedig az emissziós együttható (г):

E = ecrT4, (41)

ahol e < 1.
Fontos figyelembe venni, hogy az emisszióképesség 

csak az abszolút fekete test esetében hagyható el. Ezt az 
esetet közelíti pl. a magas hőmérsékletű plazma sugárzása. 
De ismert, hogy a Nap sugárzása is eltér az ideális fekete 
eloszlástól, mert olyan elnyelési sávok vannak benne, 
amelyeket már а XIX. század elejének technikájával is ki 
lehetett mutatni [Wollaston 1802, Fraunhofer 1814].

Az emissziós és abszorpciós együtthatókkal kapcsolat­
ban a levezetést mellőzve, feltétlenül meg kell említeni a 
Kirchhoff-törvényt:

а(А) = е(Д) . (42)
Eszerint az emissziós és abszorpciós együttható minden 

hullámhosszon egyenlő. Úgy is kifejezhető, hogy azonos! 
Ez a törvény tulajdonképpen azt mondja ki, hogy a sugár­
zás sem sértheti a termodinamika II. főtételét, azaz a hő 
hidegebb testről melegebb testre sugárzás formájában sem 
terjedhet. Mellesleg ez rögtön lehetővé is tenné egy perpe­
tuum mobile létrehozását. A Kirchhoff-törvény csak az 
azonos hullámhosszú sugárzásokra vonatkozik. Különböző 
hullámhosszakon tehát eltérhet (és el is tér) az abszorpciós, 
ill. emissziós együttható, azaz színes testeknél (tkp. minden 
valóságos test színes):

а(Хх)^е(Х 2) . (43)

A fenti egyenlőtlenség sem teszi jogossá az olyan le­
vezetéseket, amelyek úgy indulnak, hogy a besugárzásnál 
figyelembe vesszük az abszorpciós együtthatót, ami fogal­

milag azonos az albedó komplementerével, a kisugárzást 
viszont elintézzük a fekete testre vonatkozó törvénnyel. Ez 
olyan, mintha a gázt reális gázként nyomnánk össze, és 
ideális gázként expandáltatnánk. Ez nemcsak az energia-, 
hanem az anyagmegmaradás elvét is sértené.

A számításokban gyakran szereplő szürke test, amelyre 
a  = £, ugyancsak a számítás könnyítésére alkalmazott 
absztrakció. A fekete és fehér testekkel ellentétben a szürke 
test a gyakorlatban fizikai paradoxon nélkül is elképzelhe­
tő. Legjobb eredményt az adja, amelynél hőmérséklettől 
függő teljes spektrumra integrált abszorpciós és emissziós 
együtthatókkal számolunk. Itt is igaznak kell lenni azon­
ban, hogy

a(T) = e(T) . (44)

De hogy ne legyen ilyen egyszerű, lehet, hogy az emisz- 
sziós tényező adott hőmérsékleten értelmét veszti. Például 
a jég abszorpciós tényezője jól mérhető a napfény spektru­
mában, de értelmetlen a feltételezés, hogy milyen lenne az 
emissziós tényezője 6000 К hőmérsékleten.

Ezt a közelítést alkalmazzuk a gázok hősugárzásánál (és 
abszorpciójánál) is, annak ellenére, hogy a gázok infra­
vörös színképe jellegzetesen vonalas, ezeken a sávokon 
kívül mindegyik gáz átlátszó. Később látni fogjuk, hogy a 
bonyolult, hőmérséklettől, nyomástól, koncentrációtól 
függő transzformációs eljárások helyett a gázoknál sokkal 
egyszerűbb a sávszélességre vett határozott integrál alkal­
mazása. Eddig az volt a kifogás, hogy az integrál „zárt 
alakban” nem fejezhető ki. A zárt alak viszont már a ma­
tematikai filozófia világába vezet, mert akkor mitől „zárt” 
például egy hiperbolikus vagy akár egy exponenciális 
függvény? Gyakorlati szempontból tehát az a lényeg, hogy 
a függvényt definiálni tudjuk, és véges pontossággal véges 
lépésben ki lehessen számítani.

A (37) egyenletből látható, hogy ha
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Így nagy x értékekre (rövidhullám) az integrál értéke:
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Az ------  alakú egyenlet szerepet kap a hőmérsékleti
e * -l

sugárzás résztartományainak a számításánál, mivel a 
Planck-féle eloszlás a frekvencia függvényében erre az 
alakra redukálható.

Az integrációs konstans számítására a megoldás, hogy 
x = 0 helyen a második és harmadik tag értelemszerűen 0, 
az első tag viszont 0 • oo típusú határozatlanság, ami határ­
érték-számítás után szintén 0-nak bizonyul. Az utolsó tag 
viszont a polilogaritmus függvények alapján, ha x = 0,
akkor e-JC = 1, és csak ez a tag különbözik nullától.

Hasonlóképpen az f—̂ — dx  típusú integrálok alkal- 
J eA —1

mazására egy másik példa a fotonfluxus számítása. Miután 
minden egyes foton h v energiával rendelkezik, ezért a (35) 
egyenletből a fotonszám-eloszlás is levezethető:

A fenti összefüggés tanulsága az, hogy akár nullához 
tartó energiájú kvantumokat is figyelembe véve az egység­
nyi felület véges számú fotont bocsát ki megadott idő alatt. 
A fenti összefüggésnek konkrét haszna is lehet, ha adott 
energia fölötti fotonok számát kell figyelembe venni vala­
milyen műszer hitelesítéséhez. Ez a (62) képlet határozott 
integrálásával szintén megoldható, miután az integrál konk­
rét értékei a polilogaritmus függvények segítségével már 
könnyen számíthatók.

Fontos megjegyezni: a hősugárzással kilépő fotonok da­
rabszáma is véges. Tehát a végtelenül kis energiájú fotonok 
száma sem lesz végtelen. Ennek csak filozófiai jelentősége 
van, viszont az adott energiánál nagyobb fotonok darab-
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Megjegyzés a táblázathoz:
Ezek az értékek csak a légkör nagy magasságaiban ér­

vényesek. Az ultraibolya sávot ugyanis az oxigén és ózon 
(igen: a kettő együtt!) eléggé legyengíti, az infravörös sáv­
ban pedig már a vízpára három igen erős sávja is megjele­
nik (1,37, 1,87 és 2,66 pm).

A tanulság:
Ha energianyerés a célunk, a fenti anyagok közt alig van 

különbség. Az anyagválasztás akkor fontos, ha információ- 
szerzés végett az ultraibolya és a közeli infravörös (foto­
technikai infravörös, NIR) vizsgálata a célunk.

2. Még érdekesebb a gázok elnyelési sávjainak a számí­
tása. A gázok csak megadott sávokban nyelik el a sugár­
zást, és ugyanezekben a sávokban sugároznak is.

a) 280 К hőmérsékleten a fekete test sugárzása 
348,54 W/m2 (2£max = 10,34925 pm). Mennyi az infravörös 
ablak áteresztőképessége 280 К hőmérsékleten?

8 pm x = 6,422871 E(x) = 0,1084174 
13 pm x = 3,952536 E(x) = 0,4117562 
A E(x) = 0,3033388 = 30,33%

Ez az a tartomány, ahol a légkör átlátszóbb, mint a látha­
tó tartományban. A használatát egészei\ más problémák 
nehezítik — pl. a hűtési igény és a nem páraérzékeny opti­
kai anyagok szűk választéka.

b) Mennyit szűr ki a széndioxid a 13-17 pm közötti el­
nyelési sávja a 280 К hőmérsékleti sugárzásból?
13 pm x = 3,952536 E(x) = 0,4117562 
17 pm x = 3,022528 E(x) = 0,60208 
e = A E(x) = 0,1903238 = 19%
Ennek hőmérsékleti hatása:
280-280( l-e/2)1/4 = 280-273,1 = 6,9 K.

A fenti összefüggés akkor lenne pontos, ha a földfelszín 
fekete testként sugározna, Az elnyelt kvantumot ugyanis a 
gerjesztett molekula ugyanolyan kvantumként késve kisu­
gározza a tér minden irányába, tehát 50% az esélye, hogy 
felfelé, és 50% eséllyel lefelé. Közben újra ismétlődik 
ugyanez a folyamat. Optikai tartományban ezt opálosodás-

5800 K:

cc — C02-koncentráció ppm-ben.

nak látjuk. A végén az elnyelési sávba eső kvantumok fele 
eltávozik a világűr irányába, fele pedig visszatér a föld­
felszínre, ahol az a fekete felszínen maradéktalanul elnye­
lődik. Csakhogy fekete test nincs, még a korom is visszaver 
5-10%-ot.

Ha a felszín emissziós együtthatója 15 pm-en e, akkor a 
Kirchoff-törvény értelmében ugyanezen a hullámhosszon 
szükségképpen £ = a  = ( l - a ) . Tehát a kisugárzott energia
a fekete test e-szorosa, ebből a felszínre visszaverődik 
(pontosabban visszasugárzódik ) e!2, ugyanennyi eltávozik 
a világűrbe. A visszavert sugárzásból elnyelődik £, vissza­
verődik (1—£), amiből visszajön (l-£)/2, kisugárzódik 
ugyanennyi. Ebből újra visszaverődik ennek az (1-s)- 
szorosa, aminek megint csak fele távozik, fele újra vissza­
tér.

Legyen a fekete test sugárzása Ef, akkor e emissziós 
együtthatójú felszínnél a végső soron távozó energia végül

Ennek egy érdekes következménye, hogy a teljes el­
nyelődés sávjában nézve a felszínt, az opálosodás ellenére 
a különböző emissziós együtthatójú nagyszerkezetek mint­
egy „átsütnek”.

Másik példa: a 'C 02 4,25 m (2439 cm'1) sávja hogyan 
változik a koncentráció növelésével?

A félérték szélessége 280 ppm 3,33-5,95 pm értékeiről 
380 ppm-nél 3,25-6,45 pm-re nő. Ennek a számítása most 
nem a cikk téjnája [6], de annyit szükséges megjegyezni, 
hogy az egyes abszorpciós és emissziós sáv szélessége 
energetikai számításánál jól közelíthető a félérték-széles­
séggel, azaz ahol az elnyelés mértéke a maximum 50%-a. 
Ez pedig telített sávoknál, ahol a maximum 99,9999...%, 
az 50%-nak felel meg.
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A többletenergia:
0,014778765-0,0039819 = 0,010796865 = 1,08% — 

pontosabban ennek a fele, tehát 0,54%, ennek a hatása a 
stacioner hőmérsékletre 0,378 K.

Összefoglalás és további feladatok
A cikk célja elsősorban a magyar nyelvű irodalom el­

indítása a polilogaritmusok tárgyában, egyúttal néhány 
példa bemutatása arra, hogy a matematikának ez az ága a 
hétköznapi számítások körében is használható.

Egyelőre csak a hőmérsékleti sugárzás energetikai szá­
mítására alkalmas segédlet, de ennek is haszna lehet, akár a 
hőleadás növelése, akár a csökkentése a cél.

Mivel a hőmérsékleti sugárzás határozott integráljai jól 
kezelhetők, így különösen a gázok emissziós és abszorpci­
ós színképeinek számítására kínálkozik jó lehetőség.

Lévén a matematika eszköz, azaz kitaposott 
gondolkodási sémák gyűjteménye, talán lesz valaki, aki 
szélesíti, vagy továbbtapossa. Hirtelen ötletként az ellipszis 
paraméteres leírása említhető:
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Függelék

1. Basic program a polilogaritmusok számításához

Másik ötlet, hogy a szélerősség statisztikai eloszlása rá­
nézésre rendkívül emlékeztet a (27)—(30) eloszlási típusok 
valamelyikére, ebből adódóan a szélenergia gazdasági 
számításainál esetleg szerepe lehet.

Jelölések
c — fénysebesség = 299 792 458 m/s 
Cf— fotonkibocsátási állandó = 1,520 486 9-1015 m 3 
E — a sugárzás intenzitása, W/m2 
E0 — a foton energiája, eV 
h — Planck-állandó = 6,626 075 5-10'34 Js  

(6,626 069 3-10"34)*
k —  Boltzmann-állandó = 1,380 658-10'23 J/K 

(1,380 505-1СГ23)*
Na — Avogadro-féle szám = 6,0221367 -1023 

(6,022 141 5-1023)* 
nw — hullámszám, cm 1
R — gázállandó = 8,314 51 J-mol '-K 1 (8,314 472)* 
r — sugár, m
S — szol ári s állandó, azaz a Napból eredő energiaáram a 

Föld távolságában = 1395 W/m2 
T — abszolút hőmérséklet, К 
x — dimenzió nélküli rezgésszám
a  = abszorpciós együttható (abszolút fekete testre = 1) 

(MSZ: lineáris elnyelési együttható)
£= relatív emisszióképesség (abszolút fekete testre =1)
Я = hullámhossz, m 
v= rezgésszám, s'1 
71 = 3,1415926
a  = 5,670 5M 0'8 W-m'2-K4 (5,670 401 24-10'8)* (Stefan- 

Boltzmann-állandó)
Ф = fotonfluxus, s'-irf2 
Megjegyzés: = 2002-es érték.
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