A nagy szamok torvényének teljesiilése végtelen nagy
aszimptotikus szords esetén’

STEINER FERENC, HAJAGOS BELA®

A dolgozat vizsgdlatai megmutatjdk, hogy az dltaldnos értelemben felfogott ,,nagy szdmok torvénye” akkor is

teljesiilhet, ha az aszimptotikus szords végtelen.

F. STEINER, B. HAJAGOS: The fulfilment of the law of large numbers in case of infinite asymptotic scatter

The law of large numbers in general sense can be fulfilled even if the asymptotic scatter is infinite.

1. Bevezetés

A matematikai statisztika legfébb gyakorlati értéke a
geotudomanyok teriiletén is az, hogy olyan algoritmusokat
szolgaltat a felhaszndlonak, amikor az eredmények egyre
pontosabbak, ha az n mért adatszdim egyre nagyobb. Leg-
altalanosabban ezt értjiik ,,a nagy szdmok torvénye” alatt, s
fontossdga nyilvanvalé: a mindig véges pontossagi geo-
fizikai miiszerekkel (pl. graviméterrel) kapott mérési
adataink csak kellden nagy n adatszdm esetén képesek
elegendd pontossaggal szolgéltatni a hatéra (pl. geoldgiai
szerkezetre) vonatkozé adatokat.

A legegyszeriibb feladatkorben, amikor csak egyetlen
jellemzd kellé6 pontossdgi meghatdrozasat tiizziik ki célul,
sziikebb értelemben a nagy szamok torvénye alatt azt ért-

jik, hogy meghatdrozasunk szérasat A/ Jn szerint szdmit-
hatjuk n — oo, azaz gyakorlatilag nagy n-ek esetén, ahol A
az un. aszimptotikus sz6rds, amely az alkalmazott statiszti-
kai algoritmustél €s annak az anyaeloszldsnak a tipusatdl
fiigg, amely megfelel n darab adatunknak. (Trividlis ugyan,
de megemlithetd, hogy az A aszimptotikus szords ardnyos
az anyaeloszlds S skdlaparaméterével.) Az eloszlastipusok
széles skaldjat irja le az un. ,, f,(x) szupermodell”,
amelynek valdsziniiségfiiggvénye standard esetben, azaz
T = 0 helyparaméter és S = 1 skdlaparaméter esetén

f.(x)=n(a)-1+x2)""? (l<a<o), (1)

ahol az a tipust6l fiiggd normalasi faktor a I'-fiiggvény
segitségével az

n(a)=T(a/2)- T (a=1)72] z7"* (1a)
kifejezésbol nyerhetd. Megemlitendd, hogy egész a értékek
esetén az f(x)-ek azonosak az (a-1) szabadsagfoki

Student-eloszlastipusokkal.
Ismeretes [pl. STEINER 1990], hogy az X szamtani atlag

A; -val jelolt aszimptotikus szdrdsa az f,(x) szupermodell

tipusaindl A; =1/va-3, igy mar a=3 esetén végtelen
az értéke. Az imént idézett konyv azonban azt is bemutatja,

hogy 4ltalanosan felfogva a nagy szdmok torvényét, ez
utobbi még a 3> a > 2 tipustartomanyban is teljesiil.

! Beérkezett: 2005. jilius 14-én
? Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszék, H-3515 Miskolc,
Egyetemvaros

A kovetkezd, 2. pontban egy mads, tobb gyakorlati tanul-
sdggal szolgdlo esetet vizsgilunk meg kozelebbrdl, ahol
szintén végtelen aszimptotikus szérds mellett teljesiil a
nagy szamok torvénye.

2. A o széras meghatarozasanak szintén szorassal
jellemzett bizonytalansagai

2.1. A Monte Carlo-szdmitdsok végrehajtdsdnak modja

Végezziik a o széras szamitasait az n = 100; 250;

1000; 2500; 10000 és 40000 mintaelem-szamokra. Ha az
anyaeloszlds véletlenszdmait x; -vel, ezek szdmtani 4tlagat

x -sal jeloljiik, a j6l ismert
o= _[— (x,- —x)2 2)

képlet szerint kapjuk a 0; szérdst. Haa o; ingadozasait is
ezek (0, -val jelolt) szérasdval akarjuk jellemezni, miutdn
N-szer megismételtik a (2) szerinti o ; -meghatérozast,

nyilvédn a

3

képlet szerint kell szdmolnunk, ahol o a o, -értékek
szdmtani 4tlaga. Az N értékét célszerli nagyra, mondjuk
N =10000-re valasztani, mert a O, nagy pontossigu

meghatdrozasara toreksziink ebben az elméleti, de gyakor-
lati céld vizsgélatainkban, amely tobb latszdlagos ellent-
mond4s valddi tartalmat és jelentését kivanja tisztdzni. N-et
10 000-nél kisebbre csak a legnagyobb n mintaméreteknél
vélasztottuk.

2.2. Az a = 4-gyel jellemzett f,(x) eloszldstipus esete

Anyaeloszlasunk legyen elészor az a = 4 -hez tartozé
fu( x)-eloszlas. Ha a hatféle n-hez kapott o -k értékeit —

a szokdsokat kovetve — 1/ «/; fiiggvényében hordjuk fel,
az 1. dbrdn lithaté (nyilvdn az origébdl indulé) gorbét
kapjuk. Célszeriibb azonban most ugyanazon (0 ,1/ \/; )
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értékpdrok pontjait 1/ \/; ordindtdji és o, abszcisszajui
koordinata-rendszerben abrazolni (1d. 2. dbra), mert a leg-
nagyobb n-ek tartomanyédban ekkor eredményeinket anali-

tikusan egyszeriien a

1/n=a-c2+p -0 @)
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1. dbra. A szérasok O, -val jelolt szérasanak fiiggése 1/ 1,/; -td] (n a mintaméret), ha a minta adatainak eloszl4sat
az a = 4-hez tartozé f,( x) striiségfiiggvény jellemzi

Fig. 1. The 0, scatter of the scatters vs 1/ \/; (n means the number of the data), if the distribution of the data

is characterized by f,(x) incase of a=4
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2. dbra. Az 1/ w/; mennyiség gorbéje a T, fiiggvényében, a =4 esetén

Fig. 2. The 1/‘/; -curve vs O incase of a=4

képlettel irhatjuk le. Egyszerii szdmitassal az =2 és a
[ =-5 értékek adédnak, de a legfontosabb arra ramutatni,

hogy nem létezik linedris tag, igy az origébeli derivalt
zérus, ami nyilvan egyértelmii azzal, hogy az 1. dbra gorbé-
jének origbbeli deriviltja végtelen. A szokdsos megfogal-
mazéssal kifejezve eredményiinket tehdt arra jutottunk,
hogy a = 4 esetén a (2) szerinti szérdsok aszimptotikus

szorasa végtelen, ugyanezzel egyidében azonban az 1. dbra
pontsora vildgosan mutatja, hogy a nagy szdmok torvénye
(altaldnos értelemben felfogva) teljesiil: nagyobb n minta-
méretekhez a O, kisebb volta, azaz a 0 ;-szérdsok na-

gyobb pontossdga tartozik. Végiil megemlitjiik, hogy a €s f
egész értékei analitikus vizsgdlatok végzésére is csabithat-
néanak benniinket, ha nem volna eleve bizonyos, hogy ezek
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eredményeibdl geofizikai szempontbdl fontos konzekven-
cidk nem vérhatok.

2.3. A geostatisztikus eloszldsa esete

Jelenlegi vizsgdlatainkban az a = 5-hoz tartozd tipus
fontos hatdresetnek tekintendd, mivel a szérdsok relativ
aszimptotikus szérasat a kovetkezd képlet szolgaltatja (1d.
[STEINER (Ed.) 1997], 96. oldal):

1 3
00/0'=$ 1+a—5

azaz véges €rtékeket csak a > 5 esetén kaphatunk. Az
utébbi tipustartomanyban a novekedésével egyre csokken
o,/ 0 értéke; a Gauss-tipusra vezetd a — e hatdresetben

)

(e0>a>5),

érjiik el a minimalis: 1/4/2 = 0,7 értéket (1d. djra [STEINER
(Ed.) 1997] imént idézett oldalat).
Az a = 5-re végzett Monte Carlo-szdmitasok meglepeté-

siinkre egyenest kozelitd (1/ «/; ,O05) pontsorra vezettek

elsé 1épésben, de sziikségesnek tartottuk, hogy az origéhoz
kozeli tartomanyt kozelebbi vizsgalatok targyava tegyiik. E
c€lbol igen nagy (n > 40 000) mintaméretekre is végeztiink

gépiddigényes szamitdsokat, hogy a (1/ \/; , 04 )-gorbe

esetleges parabolikus induldsat legaldbb nagyon kicsiny
O, -intervallumon kimutathassuk. Eréfeszitéseink nem

jartak sikerrel, noha a nagy n-ek miatt ezek a Monte Carlo-
vizsgalatok sok szdz millio (!) geostatisztikai véletlenszam
generaldsat igényelték. Arra kell tehat kovetkeztetniink,

hogy az (1/ Jn , 0, )-gorbe 2. abran lathatd, parabolikusan

indulé szakasza novekvé a esetén egyre rovidebb lesz,
a—5 esetén pedig méar ennek a parabolikus (és ezzel
végtelen aszimptotikus szérast eredményezd) szakasznak a
hossza infinitezimalisan kicsinnyé valik. — Atlépve az
a =15 hatéresetet, tehat a > 5 esetén, az (5)-bdl lathatéan
persze mar sz6 sincs a 0, végtelen aszimptétikus szérdsa-

rol.

3. Geostatisztikai meggondolasok. Gépidé
problémak elméleti Monte Carlo-vizsgalatokban
és gyakorlati céli szamitasokban

3.1. A krigeléssel kapcsolatos és egyéb meggondoldsok

Tegyiik fel, hogy egy geoldégus vagy geofizikus KRIGE
professzor nevezetes modszerét 6hajtja alkalmazni [ld. pl.
STEINER 1990], amelynek kulcsfontossdgi fiiggvénye a
(fél- vagy szemivariogramnak is nevezett) variogram.
Utobbi azonban szérdsnégyzet (azaz variancia) szdmitdsa
Utjan hatdrozhat6 meg a mért adatok alapjan, s igy bizo-
nyos a tipusparaméterrel jellemzett eloszlasoknél ugyanak-
kor taldlkozunk itt is végtelen aszimptotikus szdérasokkal,
mint maguknal a szérdsok szamit4sandl, azaz a variogramra
vonatkozdan is az (5) képlet alapjan tdjékozédhatunk.

A hibdk aktudlis eloszlastipusa azonban a priori szinte
sohasem ismeretes, ezért egy, a matematikai statisztika és a
geostatisztika teriiletén egyarant nagy tapasztalattal rendel-
kezd szaktekintélyhez fordulhatunk tandcsért. JEFFREYS
valészinliségelméleti konyvet irt [JEFFREYS 1961], elméleti

szaktekintélynek tekinthetd tehat, ugyanakkor a geofizikai
(elsésorban szeizmoldgiai) mérések kiértékelésével (ma
uigy mondandnk: inverzidjaval) szdmos mérési adatrendszer
esetében foglalkozott, igy komolyan kell venniink azt a
megallapitasat [KEREKFI 1978], hogy Gauss tipusd anya-
eloszlasbol szarmazé hibdkkal sohasem taldlkozott. A XX.
szazad utols6 harmaddban rohamosan fejlod6é robusztus
statisztika ~ konyveiben €s  dolgozataiban  egyre
hangsilyosabb ez a megallapitds: a mérési hibak
anyaeloszldsaként Gauss tipusi nem fordul eld. Ez ugyan
szoges ellentéte annak a klasszikus statisztikdban dogmava
mereviilt megallapitdsnak, hogy a hibdk Gauss-tipustdl
valé eltérését legfeljebb a mérések  helytelen
kivitelezésének a szdmlajara irhatjuk.

Mi tehét az igazsag? Forduljunk eldszor djra JEFFREYS
tapasztalataihoz, aki mérési hibatipusként a = 6 és a = 10
kozotti f,( x )-eloszlasokkal taldlkozott ugyan, de a Gauss-

tipushoz ennél kozelebb dlléval nem, 1d. [KEREKFI 1978]
(jogos tehdt a 10>a>6 tipus-tartoméanyt ,Jeffreys-
intervallumnak” nevezni).

Hogy a geostatisztikdban milyen tipus varhat6 a leg-
nagyobb val6szinliségstirtiséggel, arra vonatkozéan cél-
szerd [DUTTER 1986/87] abrdjara pillantanunk, amelyet
8.8 dbraként [STEINER 1990] mint valdsziniiségeloszlasi
gorbepart minden valtoztatas nélkiil vett at, csak feliratok-
kal latta el. Mindkét eloszlas egységnyi szorasd, az egyik a
standard Gauss-eloszlds siirtiségfiiggvénye, a masik pedig
olyan tipust jellemez, amellyel (vagy ahhoz kozelallval)
hibaeloszlasként DUTTER a geostatisztikdban a leggyakrab-
ban taldlkozott, ez pedig az a = 5-hoz tartozé f,(x)-

eloszlas. Ugy gondolom, hogy bizvast hihetiink DUTTER
professzornak, hiszen egyrészt kozos cikkei jelentek meg
HuBERrel (akit akdr a robusztus statisztika papajaként is
aposztrofalhatnank), masrészt a leobeni Montanuniversitt
geostatisztika eldaddja. Ezért az a = 5-tel jellemzett tipust
joggal lathatjuk el a ,,geostatisztikai” jelzovel, s6t, mivel a
Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszékének geostatisztikai
munkacsoportja egyéb tudomanyteriiletek adatrendszerei-
nek tipusvizsgalatainal is meglepden sokszor kapott a = 5-
hoz kozeli eredményeket, altaldnosabban taldn a ,statiszti-
kai” jelzd is jogos lenne. Ha ezt elfogadjuk, a stiriiségfiigg-
vény jele f,(x) lehet, amelyet (az (1) és (la) alapjén,
a=>5-tel) az

falx)=3(1422 72 ©)
alakban irhatunk fel standard esetben.

Persze a ritkdabban eléfordulé hibaeloszldsokrdl sem fe-
ledkezhetiink meg. LANDY és LANTOS [1982] Cauchy-
eloszlassal kozelithetd geofizikai adatrendszert mutat be,
ami nyilvdn az a = 2 tipus az f,(x) szupermodellbdl.

Figyelemre mélt6 [TARANTOLA 1987] megjegyzése is,
amely szerint ha ismeretlen elhelyezkedésti outlierek léte-
z€sét jogos feltételezniink, a statisztikai procedurat célszerii
Cauchy tipusu hibédk feltételezésével kialakitanunk. — Bar
elenyész6 szamban a geofizikdban a < 2 tipus is el6fordul-
hat (Id. pl. [STEINER (Ed.) 1997] 2.4 alfejezetét, ahol
a=1,6-ra taldlunk példat), a Cauchy-eloszlds valészinii-
ségstirliségét kell a nagy szarnyak tartomdnydban még nem
elhanyagolhatonak tekinteniink, de ez az érték még a
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Jeffreys-intervallum f ( x)-nél rovidebb szdrnyu eloszlas-

tipusait jellemz6 értékeknél is valdszintileg kisebb.
Ha a fentieket egyszer(i formuldba akarjuk stiriteni, ak-
kor — bevezetve a r=1/a-1) jelolést, — a

tipuseléforduldsok g(t) valdsziniliségstiriiség fiiggvényét
igy frhatjuk fel:

g(t)=16-1-¢7* (7

A klasszikus szemlélettel szemben allé g(0)=0 -t (azaz

hogy pontosan Gauss-eloszlast nem varhatunk anyaelosz-
lasként) némileg feloldja az, hogy a Gauss-tipushoz kozel-
allé Jeffreys-intervallum valdszintiségsiiriiségei még a
g(t)-gorbe maximadlis értékéhez viszonyitva sem mondha-

tok kicsinynek, — a Cauchy-eloszldst azonban mar e ma-
ximalis értéknek is csak kb. 20%-a jellemzi. (A (7) képlet
g(t)-gorbéjét [STEINER 1990] a 233. oldalon mutatja be.)
Térjiink vissza a krigelést végrehajtani kivané baratunk-
hoz, aki lelkiismeretesen tanulmdnyozva a geostatisztikai
szakirodalmat, rabukkan egyrészt DUTTER professzor alli-
tasdra, amely szerint mérési eredményeinek hibdit a legva-
16szintibben a (6) szerinti f( x ), azaz az a = 5-hoz tartozé
fu(x) stiriségfiiggvény irja le, de megtalalja az (5) formu-
lat is, amely szerint — els6 pillanatra — a variogram sza-
mitdsdhoz nem is érdemes hozzafognia, hiszen a = 5-hoz
igen kozeli, de a < 5-tel jellemzett esetekben mar igen nagy
pontatlansagtél félhet, hiszen a szoéras, igy a variancia
aszimptotikus szérdsa is végtelen. A jelen cikk 2. pontjat
elolvasva azonban megnyugodhat: a nagy szamok torvénye
a geostatisztikus hibaeloszlas kornyékén, pl. a = 4-nél is
,,miikddni” fog (ha nem is olyan hatékonyan, mint véges
aszimptotikus szoérdsokndl), de persze csak a (eo>a>3)

tartoményban, hiszen a = 3 esetén mar a szérds 1/vJa-3
szerint szamitando elvi értéke is végtelen.

3.2. Gépido problémdk geostatisztikus elméleti vizsgdlatok
és a geofizikai praxis szdmitdsaindl

Rovidség kedvéért nem masoljuk at dolgozatunkba azo-
kat a j6l ismert klasszikus statisztikai tételeket, amelyek
feliiletes ismerete tobbnyire Ggy marad meg az olvasdban,
hogy ha a mérési hiba igen sok igen kicsiny hatas szuper-
poziciéjaként jon létre, az Gauss tipusi lesz. Hangsilyosan
idézziikk viszont CRAMER szinte sohasem idézett tételét
[CRAMER 1945], amely szerint a hatdsok szuperpozicidja-
ként elddllo hiba akkor és csakis akkor lesz Gauss tipusi,
ha minden egyes komponens is mdr eleve Gauss tipusi volt.
Ez a tétel akdr annak a tapasztalatnak az elméleti alata-
masztasaként is felfoghaté, hogy anyaeloszlasként miért
nem kapunk szinte sohasem Gauss tipusi mérési hibakat.

A fentiek (és a 3.1. pontban megbeszéltek) utan szinte
érthetetlen, hogy geofizikai targyd, és egyébként magas
szinvonali eredményeket felmutaté PhD-értekezésekben
mindmdig Gauss tipusi hibdt alkalmaznak szimulaciés
vizsgalatoknal (a szerzok itt illendonek taldljak a hivatko-
zasok mell6zését). Nyilvan a (6) strtségfiiggvényii
geostatisztikus hibak szuperpozicidja volna sokkal inkdbb
indokolt. Geostatisztikus véletlenszamok az F ( x )elosz-

lasfiiggvény ismeretében a szokdsos médon generdlhatdk: a
gép altal szolgaltatott, a (0,1) intervallumban egyenletes

eloszlasi x, véletlenszamokat azoknak az értékeknek

tekintjiik, amilyen valdszintliséggel a geostatisztikus adatok
-o0-t8l x, -ig eléfordulnak. [STEINER 1990] 5.2 ébrija ezt

mutatja, csak az ott berajzolt eloszlasfiiggvény analitikus
alakja most

FS((x)=—;—+ + 2+ ®)

x
21+ 2
(1d. a [STEINER 1990] 50. oldalan lathat6 képleteket).
Nyilvanval6, hogy a geostatisztikus véletlenszamok
mindegyikének fenti eldéllitdsa valamilyen iterdcids algo-
ritmus alkalmazasat igényli, ami hosszabb szadmit4s, mintha
rendelkezésiinkre 4allna (8) inverz fiiggvénye, azaz
F;'(x,). Az iterici6 nem nevezhetd hosszadalmasnak s

igy csak akkor okoz problémadt, ha pl. elméleti céli Monte
Carlo-vizsgéalatainkban olyan extrém nagyszdmd geo-
statisztikus véletlenszdmra van sziikségiink, mint jelen
dolgozatunk 2. pontjdban. Hasonlé6 lehet a helyzet az inver-
zi6 eredményeit pontosabbd tevd, un. ,tobblethiba-
modszer” olyan alkalmazisakor, amikor igen nagyszamu
tobblethibat szuperpondlunk a természetes hibdkra (az
idézett modszer ismertetésére nézve 1d. a [STEINER 2002]
dolgozatot). — Mind a tobblethiba-mdédszer esetén, mind
nagypontossagi elméleti Monte Carlo-vizsgélatokndl (a
2. pontbeli vizsgalatok sok szdzmilliés nagysagrendii
geostatisztikai véletlenszam generdldsat igényelték,) nagy
segitség az a [HAJAGOS 2005] dolgozatbeli eredmény,
amely az F(x) inverzét szolgéltatja.

A jelen dolgozat kidolgozasa a T 049852 szami OTKA-
kutatas keretében tortént.
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