Pontforrds potencidljanak szamitdsa kétdimenzios
modell esetén’

PRACSER ERN(&Y

A kiilonbozé egyenaramu mérések feldolgozasa soran egyre gyakrabban alkalmazzak a kétdimenzios matemati-
kai modellezést. Tekintettel arra, hogy valamennyi egyenaramu mérés visszavezetheto a pontforras potencialjara,
ebben a cikkben kizdrdlag ezzel foglalkozunk. Osszehasonlitiuk a modellezéshez haszndlatos két legelterjedtebb
modszert, a véges kiilonbségek és a véges elemek modszerét, elsésorban a pontossag szempontjabol.

E. PRACSER: Calculation of the potential of a point source for two-dimensional models

Two-dimensional mathematical modelling is more and more frequently applied in processing of data obtained
from direct current measurement. Considering, that all direct current methods can be reduced from the potential of
a point source, only this will be discussed. The two most widely used methods of modelling, finite differences and
finite elements, are compared, primarily from the point of view of accuracy.

Bevezetés

A két-, ill. a két és fél dimenzids egyenaramu direkt fel-
adat megoldasat harom fo6 lépésre lehet bontani. Ezek: a
potencialt meghatarozé parcialis differencidlegyenlet fel-
irasa, a differencialegyenlet diszkretizdlasa, végiil az igy
kapott linearis egyenletrendszer megoldasa. A potencidlt
meghatdrozé parcidlis differencidlegyenlet a Maxwell-
egyenletekbdl vezethetd le, ez a geofizikai szakirodalombol
mar évtizedek ota ismert. Itt az egyik eldontendd kérdés az,
hogy a teljes potencidlra irjuk-e fel a differencidlegyenletet,

vagy pedig kiilonitsiik el az elsddleges és a masodlagos

potencialt. Azt is el kell donteni, hogy a tartoméany pere-
mén milyen peremfeltételeket adjunk meg. A feladat
diszkretizalasara két f6 modszer terjedt el: a véges kiilonb-
ségek, €s a véges elemek mddszere. A linedris egyenlet-
rendszer megoldasara is szamos eljaras létezik, ezek lehet-
nek direkt, vagy iteraciés modszerek [SZAMARSZKIJ 1989].
Ebben a cikkben ezeket a valasztasi lehetdségeket hason-
litjuk Ossze. Csak egyetlen pontforrds potencidljanak a
szamitasaval foglalkozunk, a tobb forrast alkalmazé mdd-
szereket modellez6 szadmitdsok ugyanis visszavezethetdk
erre az esetre.

Pontforras potencidljanak a szamitasa

A pontforras altal keltett elektromos térerdsség értékeét
egy o(x,z) vezetOképességii féltérben keressikk. Mivel az
elektroméagneses tér az idével nem véltozik, a Maxwell-
egyenletekbol kovetkezik, hogy az E elektromos térerésség
vektor rotacidja 0. Ezért E eldéllithatd mint az U
skaldrpotenciél gradiense:

E(x,y,z) = —-gradU(x, y,z)

Ebbodl J=0 E, és div J=I & (x, 0, zy) figyelembevételével
kovetkezik, hogy az U potencial eleget tesz a kovetkezd
parcialis differencidlegyenletnek:
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div(o(x,z)gradU(x, y,z)) = -15(xy,0, zy) 1)
ahol a
z koordinatatengely lefelé mutat,
Xg, Z9 a pontforras koordinatai,
ok,z)  avezetdképesség-fiiggvény, z = 0,
I a betaplalt aram erdssége,
J az aramstriség vektor,
o a Dirac-fiiggvény.

A z=0 sikon az U potencialfiiggvény eleget tesz az
ngradU = iU =0
oz

peremfeltételnek, ahol m a tartomany hatdrara merdleges
egységvektor. A o (xz) vezetGképesség-fliggvény nem
figg y-t6l. Az U potencialfiiggvény viszont mindharom
koordinatatol fiigg, azaz (1) egy haromdimenzids differen-
cidlegyenlet. Ezért ezt a fajta feladatot két és fél dimenzi-
6snak nevezziik. Az (1) egyenlet megoldasat a Fourier-
transzformacié alkalmazdsaval kétdimenziés egyenletek
megoldaséara vezetjik vissza. Tekintettel arra, hogy az U
fiiggvény valés €s y-ra nézve szimmetrikus, a Fourier-
transzformacio helyettesithetd a koszinusz transzformacio-

val. Az U(y) fiiggvény koszinusz transzformaltja az U(¥)
fiiggvény:

x

UQy) = fU(y)cosoy)dy
0

B oA o
U(y) = — [U(3)cos(5y)dy €)
0
Az (1) egyenlet a koszinusz transzforméci6 utan:
div(o(x,z)gradU(x, ¥,2)) -
(C))

5 ~ . I
—YZO'(X,Z)U(X,y,Z) - _55("70’20)

Ezt a differencidlegyenletet kell megoldani az y értékek

egy sorozatara, majd az U fiiggvényre alkalmazva az in-
verz koszinusz transzformaciot, megkapjuk a haromdimen-
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ziés U potencialfiiggvényt. Itt most a forrds és az észlelés
helye is az y=0 sikban van, ezért az inverz koszinusz
transzformalt egy integralassa egyszeriisodik. A tovabbiak-

ban a rovidség kedvéért a o és az U fiiggvények argu-
mentumait nem irjuk ki.

A szamitasokat egy olyan kétdimenziés modellen
teszteljiilk, amelynek ismert az analitikus megoldésa
(1. dbra).

pontforrdss 30 m

v

p1=1 Om p2=2 Qm

1. dbra. Kétdimenziés modell a szamitasok teszteléséhez
Fig 1. Two dimensional model for the test of the calculation

A modell egy fiiggbleges sikkal kettéosztott féltér, a sik
két oldalan kiilonboz6 fajlagos ellenallasokkal, és a siktol
balra es6 pontforrassal. Erre a modellre a potencidlt az (x,
y, z) koordinataji pontban a kovetkezdé analitikus képlet

adja meg:
Ip (1 hkip
—_—] — + —_—
vol2m\r g ha x=<0 "
Ipy 1-k, ha x>0
2z r
ahol

p1, P2 — a fajlagos ellenallasok,

-p
klz,L

pr+p

r=\/i;+1)z+y2+zz,
n =\/ix—l)z+y2+zz,

I — a taparam erdssége,
| — a forras tavolsaga a hatarsiktol.

A koordinata rendszer origdja a hatarsikra esik a felszi-
nen.

A 2. dbra 3-as gorbéje az (5) képlettel szamitott poten-
cial értékek alapjan készilt. Ehhez fogjuk hasonlitani a
numerikusan szdmolt potenciél értékeket. A modell para-
méterei: [ = 30 m, p;=1 Qm és p,=2 Qm. Az abran a 4-es
gorbe a homogén féltérhez tartozé potencialgérbe. Tekin-
tettel arra, hogy az abréazolt adatok egy részénél a kiilonbo-
z0 szamitasokhoz tartozo értékek teljesen egybeesnek,
annak érdekében, hogy kiilonb6zé modszerek pontossagat
jobban meg tudjuk itélni, az adatokat tablazatos forméaban
is kozoljiik (1. tdbldzat). Az eredmények mV-ban értendék
I = 1A taparam esetére.

-

o s w15 = s w3 4
2. dbra. Kiilonféle médszerekkel szamolt potencidlgorbék
Fig. 2. Potential curves calculated with different methods

r | véges véges elemek (5) kép-| homo-
diff. lettel gén
a b c szamolt| féltér
1 | 165,09 12,29| 12,76 (160,09| 160,05| 159,15
3 54,84 | 46,80| 47,26| 53,98 53,98 53,05
5 32,44| 32,05| 32,50( 32,80 32,80| 31,83
7 23,11| 23,42| 23,86 23,74| 23,74| 22,74
9 18,00| 18,42| 18,87| 18,72| 18,72| 17,68
11 | 14,77| 15,23| 15,67| 15,55 15,55( 14,47
13 | 12,56 13,03| 13,47| 13,37| 13,37| 12,24
15 | 10,96| 11,42 11,86( 11,79| 11,79( 10,61
17 9,76 10,21 10,65 10,60 10,60 9,36
19 8,82 9,27| 9,70 9,67 9,67 8,38
21 8,08| 852 896 894 894 7,58
23 7,49 7,92| 8,36| 835 8,35 6,92
25 7,02 7,43 7,88 7,88 7,88 6,37
27 6,63| 7,04| 7,49 7,50 750 5,89
29 6,33| 6,73 7,18 7,20 720 5,49
31 597 637| 6,82 6,85 6,85 513
33 556 594| 6,40 6,43 6,43 4,82
35 520| 5,56| 6,03 6,06 6,06 4,55
37 487| 522| 5,69 5,74 574 430
39 458 492 539 544 544 4,08
41 431| 4,64 5,13| 5,18| 5,18 3,88
43 4,07| 439| 488 494 4,94 3,70
45 386| 4,16 4,66 4,72 4,72 3,54

1. tabldzat. Kiilonb6z6 modon szamitott potencial értékek
Table 1. Potential values calculated with different methods

Megoldas a véges kiilonbségek modszerével

A (4) differencidlegyenlet diszkretizalasanak egyik
modja a véges kiilonbségek mddszere. Ehhez az (x, z) sikon

felvesziink egy véges kiterjedésii racsot és az U skalar
potencidlt ezekben a racspontokban szdmitjuk ki. A racs
egyes elemeinek a mérete kiilonb6z6 lehet. A modszer
lényege az, hogy a potencidl egy adott racspontban és a
vele szomszédos racspontokban felvett értékei kozott lined-
ris kapcsolatot hatarozunk meg, amelyek egyiittesen egy
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linedris egyenletrendszert alkotnak [DEY, MORRISON
1979]. A linearis egyenletrendszer meghatdrozasahoz a (4)
egyenlet mindkét oldalanak vessziik az integraljat a 3. dbrdn
lathat6 A;; tartomanyon. A potencialt meghatarozo differen-
cidlegyenletben a potenciadl masodik derivéltja is szerepel.
Ha alkalmazzuk a Gauss-tételt, akkor az A;-n vett integral az
L;;-n vett vonal menti integralla egyszeriisodik:

ffdiv(agradfj)dxdz=fangradﬁdl, (6)
A:./ Ll'/
ahol
L;;—az A;; tartomany hatéra,
n — az L;; -re merSleges egységvektor.
® 3,7 —1
Li;
Aij
°o . o
§i— 1,3 5 i+1,j
® i7+1

3. dbra: A (6) integral integralasi tartoménya egy racspont
kornyezetében a véges kiilonbségek modszerével torténd
megoldashoz
Fig 3. The domain of the integration of the integral (6) for the
solution with the finite differences method in the vicinity of a grid
point

Ennek alapjan a (4) egyenletnek az A;; tartomanyon vett
integralja: :

fongradﬁdl -ffi%’ﬁdxdz:-éds @)
L A

ahol
1 ha i, jaforras helye

£ {o egyébként J

A (7) egyenletben mar csak a potencial elsé derivaltja
szerepel, ami helyettesitheté a differenciahanyadossal, az
integralok pedig konnyen szamithatok. Igy megkapjuk a
szomszédos csomodpontokhoz tartozd potencidl értékek
kozotti linedris Osszefiiggést. Minden egyes csomdponthoz
tartoz6 potencial érték 4 szomszédos csomdponthoz tartozé
potencial értékkel all linedris kapcsolatban.

A tartomany hatéran itt az U potencial és ngradﬁ line-
aris kombindcidja van rogzitve. A linedris egyenletrendszer
megoldasa a Cholesky-dekompoziciéval torténik.

Az ezzel a médszerrel szamitott eredmények az 1. tabla-
zat 2. oszlopaban lathatok, és ezekbdl az adatokbol késziilt
a 3. dbra 1. gorbéje. A pontossag nem a legjobb, de ennek
ellenére, ha a modszert az egymashoz kozeli pontokban a
potencialkiilonbségek szdmitdsdra hasznaljuk, akkor haté-
konyan alkalmazhat6. A gyakorlatban ugyanis éltalaban a
potencialkiilonbséget mérik. Elénye ennek a modszernek,
hogy a forras kozvetlen kozelében is viszonylag pontosan

adja meg a potencial értékét. A linedris egyenletrendszer
megoldasat kisérletképpen a konjugalt gradiens mddszerrel
is elvégeztiik, de lényegében az is ugyanazt az eredményt
adta. Ezt a fajta megoldast a véges térfogatok médszerének
is szoktak nevezni [STOYAN, TAKO 1997].

Megoldas a véges elemek médszerével

A (4) egyenletet ebben az esetben is a végtelen kiterje-
désu féltérnek egy véges kiterjedésii A tartomanyan oldjuk
meg. A véges elemes modszer részletes targyaldsa most
nem célunk, ezzel a matematikai szakirodalom foglalkozik
[STOYAN, TAKO 1997] és az egyendramu modellezésre is
alkalmaztdk mar [UCHIDA et al. 1986, GYIMESI 1989]. Iit
csak a megoldas fobb lépéseit emlitjiik meg. A (4) egyenlet
alapjan egy variaciés feladatot fogalmazunk meg. Az A

tartomanyon keresiink egy olyan U figgvényt, amelyre
minden ¥fiiggvénnyel fennall a kdvetkezd egyenldség:

ffavdiv(agradﬁ)dxdz -7 ffsrfaﬁdxdz - -Lo(x, 2)

2 ’

A A

®)

Annak érdekében, hogy ne legyen sziikség a o vezeto-

képesség-fliggvény elso, és az U potencial fliggvény ma-
sodik derivaltjra, a

div(!(’a gradU )= ¥ div(a gradU )+ o gradU grad ¥
egyenldség felhasznalasaval a (8) egyenletet irjuk at:
-ffagrad&”gradﬁdxdz - yszWcrfjdxdz +
A A

B 7 - )
+ f f div(?’cr gradU hxdz - ¥ (xo 20)
A

A bal oldal harmadik integraljat irjuk at a Gauss-tétel
felhasznalasaval:

—ffo‘grad?’grad[jdxdz - iszWoﬁdxdz +
A A

ol I (10)

+{Y’agradUnds = —EY’(xO,yO)

L jelenti a tartomany hatdrat az aljan és a két oldalan. A

, s J
felszinen azért nem kell integralni, mert ott C?—U =0,
z

mivel a levegd fajlagos ellenalldsa végtelen, és ezért az
aramok nem folyhatnak keresztil a z=0 sikon. Ezt az
egyenletet a véges elemek moddszerével oldjuk meg. Fel-

tessziik, hogy az a tartomany, ahol az U potencidlt keres-
siik, fliggéleges és vizszintes egyenesekkel téglalap alaku
cellakra van osztva. Ez a véges elemes megoldashoz tarto-
z6 racs. A véges elemes megoldas alapfiiggvényei olyan
fiiggvények, amelyek egy adott racspontban az 1 értéket
veszik fel, értékilkk minden mds racspontban 0, és csak a
racsponttal szomszédos celldkban kiilonboznek 0-t6l.
Ezekkel az alapfiiggvényekkel lehet eldéllitani a potencidl
értékét a teljes tartomanyon a racspontokban felvett értékek
alapjan. Egy alapfliggvény a neki megfelelé racspont koriil
levé négy téglalapon egy-egy polinommal van meghata-
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rozva, amely polinom a megfelel6 racsponton az 1, a tégla-
lap tobbi csicspontjan pedig a 0 értéket veszi fel. Példaul a
D, (x,z) polinom értéke x;<x < x;,; €s zj<z <z, esetén
Xia=X LipgTL
q)i,j(xaz)= i+] oL

X =% Zja—%;

i+l

@,; értéke az i,j pontot csiicspontként tartalmazé maésik
harom cellan is hasonldan adhaté meg. A @;; fiiggvényt
kalapfiiggvénynek is szokas nevezni. A véges elemes meg-
oldasnak itt most azt a valtozatat alkalmazzuk, ahol a le-
vezetés soran kihasznaljuk, hogy a cella egy téglalap, azaz
az oldalai merdlegesek egymasra. A véges elemes modszer
haromszogekre felbontott tartomanyokra is megvaldsithato,
példaul olyan formaban, hogy minden egyes téglalapot egy
atloval hdromszogekre bontunk [UCHIDA et al. 1986]. A
haromszogekre konstrualt @ alapfiiggvény ekkor egy lined-
ris fiiggvény lesz, aminek az az elénye, hogy teljesen alta-
lanos haromszog esetében is konnyen szamithaté az integ-
ralja. Ez azért jelent6s, mert ekkor a véges elemes halozat
ugy torzithatd, hogy a felszin j6l kozelit egy kivant topog-
rafiat.

A (10) egyenlet U megoldasat keressiik a kovetkezd
alakban:

ﬁ(x,?,z)=2uk¢k(x,z), (11
ahol a @, alapfiiggvény tulajdonsagai miatt az u; egyiitthaté
a potencidlfiiggvény k-ik racspontban felvett értékét jelenti.
A szamitas célja ezeknek az u; egyiitthatoknak a meghata-
rozésa. Itt az i,j pontokat sorba rendezziik a k indexszel. A
tovabbiakban ha a @ alapfiiggvény egy indexszel szerepel,
az azt jelenti, hogy a racspontok linedrisan vannak rendez-
ve, két index pedig az (x, z) sikon valo sorszamozast jelent.
A (11) osszeget irjuk be és (10) egyenletbe és ¥ helyett
vegyiik a @ alapfiiggvényt:

2 ffagrad¢,grad¢kdxdz]uk = yzz
2
(12)

Az U -t meghatarozo (11) Gsszeg U, egyiitthatdira tehat
egy linedris egyenletrendszert kaptunk. Ha ezt a linedris
egyenletrendszert prébalnank megoldani, akkor problémat
jelentene, hogy (12) bal oldalanak harmadik tagja miatt a
linedris egyenletrendszer matrixa nem lenne szimmetrikus.
Ez azért kedvezobtlen, mert a szimmetrikus matrixu linearis
egyenletrendszerek megolddsara gyorsabb algoritmusok
léteznek, mint az altalanos matrixira. Ha a tartomany ol-

ffa'di,dJkdxdz]u,‘ +
A

fcrtbl grad®, nds
1

U =- % @ (x(,_zo)

dalan és az aljan is felvessziik a—a—U =0,ill. a iU =0

Ox Oz
peremfeltételt, akkor a (12) egyenletben az L hatar mentén
vett integral értéke O lesz. Ez azt is jelenti, hogy az A tar-
tomany alul és felil is szigetelovel van korbevéve. Ekkor a
(12) linearis egyenletrendszer matrixa mar szimmetrikus. A
(12) egyenletben szerepld, a @&, alapfiiggvényeket tartalma-
z6 integralok analitikusan szamithatok.

A potencial szamitasa rogzitett peremfeltételekkel

Az, hogy az A tartomany oldalt is és alul is szigetelovel
van koriilvéve, nem felel meg a gyakorlati eseteknek. Ezt
a kedvezétlen hatast ugy csokkenthetjiik, hogy oldalt és

alul rogzitjilk az U értékét és ezaltal minden olyan u
értékét is, amely valamelyik oldals6 vagy alsé hatdron

levé csomoéponthoz tartozik. Az U értékét ugy hataroz-
zuk meg, hogy egy olyan homogén félteret vesziink,
amelynek a fajlagos ellenallasa a kétdimenziés modell
atlagos ellenallasaval egyezik meg. Ehhez az egyenlet-
rendszer matrixat agy kell atalakitani, hogy a matrixban
az L hatarvonalon 1év6 pont sorszdmanak megfelelé sor
és oszlop csak egyetlen 1-es értéket tartalmazzon, azaz a
j-ik oszlop a j-ik egységvektor legyen és hasonlé telje-
siiljon a sorvektorra is. Ez a modositas megdrzi a matrix
szimmetriajat, viszont médosul az egyenletrendszer jobb
oldala. Az igy szamolt potencial értékek grafikusan a
2. abra 2a. gorbéjével vannak abrazolva, és az 1. tablazat
a oszlopa is ezeket tartalmazza. A rogzitett peremfelté-
telekhez tartozé (12) egyenletet a konjugalt gradiens

médszerrel oldottuk meg. A megoldés soran 15 ¥ értékre
oldottuk meg a kétdimenzids direkt feladatot. A legkisebb
y értéke 0,0005, a legnagyobbé pedig 54,8. A véges
elemes racs 63x63 csomépontbdl allt, és az elemek oldal-
hossziisaga 1 m volt.

E megoldas legnagyobb hatranya, hogy a forras koze-
Iében rendkiviil nagy a potencidlszamitas hibaja. A véges
térfogatok modszerével végzett szamitdsok viszont a
forras kozelében is pontos eredményt adnak. A kiilonbsé-
get az okozza, hogy a véges térfogatok moddszerénél a
diszkretizalds soran a nagyobb nagysagrendii tagot az L;;
vonal menti integralds adja (7). Ennél az a 1ényeg, hogy
az L;; oldalfelezd pontjaiban megfeleld pontossaggal
lehessen becsiilni az U fiiggvény derivaltjat. Ez pedig
még akkor is lehetséges, ha az U potenciélfiiggvénynek
valamelyik csomdpontban szingularitdsa van (ott van az
aramforrds). Annak ellenére ugyanis, hogy maga a
szingularitds numerikus eszkdzokkel nem irhaté le, az
adott csomoponthoz hozzarendelheté egy olyan érték,
hogy a differenciahanyados megfelelé legyen. A véges
elemes megoldasban a diszkretizalas sordn sziikség van a
cellan vett integralra. Ez pedig azt feltételezi, hogy a
potencial minden egyes cellaban eldall az adott cella sa-
rokpontjaiban vett értékek linearis kombinacidjaként. Ez
pedig nyilvanval6an nem teljesiil akkor, ha a szingularitds
a cella valamelyik pontjaba esik (belsé vagy hatarpont).
Ezért pontatlan a véges elemes szamitas a forras kozelé-
ben. A forrastdl 3-4 cellanyira ez a hiba lényegesen le-
csokken. Meg kell persze jegyezni, hogy a terepi mérések
soran sem célszerii a mérdelektrodat a tapelektroda koz-
vetlen kozelében elhelyezni, ezért a terepi mérések mo-
dellezésekor ez a hiba nem tul jelentds. A forras kozelé-
ben fellépd hibaktol eltekintve a véges elemes modszer-
nek ez a valtozata pontosabb megoldast ad, mint a véges
térfogatok mddszere. Ennek az lehet az oka, hogy a véges
térfogatok mddszere esetében 5 szomszédos csomépont-
hoz tartoz6 potencial érték all egymadssal lineéris kapcso-
latban:

Uiy, jr Ui jo1o Ui Ui Wi j
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a véges elemek modszerénél pedig 9 potencial érték kozott
van linearis kapcsolat: u,,,, ahol m=i-1,i,i+1, n=j-1,j,j+1.

Erre az esetre kisérleteztink egy masfajta linearis
egyenletrendszer megoldé algoritmussal, a szukcessziv
feliilrelaxdlassal [SZAMARSZK1) 1989]. Abban az esetben,
amikor a véges elemes racs egyenld oldala celldkat tartal-
mazott, ez a fajta szamitds gyorsabb volt, mint a konjugalt
gradiens moédszer. Abban az esetben viszont, amikor a
cellak mérete kiilonbozo volt, az iteracid nem konvergalt.
Ez azért volt igy, mert ebben az esetben az egyenletrend-
szer matrixaban egy adott sorban az atloban 1évé elem és a
tobbi elem viszonya kedvezdtlenebbé valt. A feliilrelaxalas
alkalmazhatésaganak az egyik elégséges feltétele az, hogy
a matrix minden egyes sordban a foatloban 1évé elem na-
gyobb legyen, mint a tobbiek dsszege.

A potencial szamitasa vegyes peremfeltételekkel

A valbésagot jobban megkozelité eredményeket kapha-
tunk, ha a tartomdny L hatdrdn a

ngradfj =0
peremfeltételt a
ngradﬁ +aU=0

peremfeltételre cseréljiik. Ezéltal az dramok az L hataron is
keresztiil folyhatnak. a értékének a megvalasztasa megha-
tarozo a pontossag szempontjabol. Kézvetve azt hatarozza
meg, hogy az dramvonalak hogyan keresztezik a tartomany
hatérat.

Ezt figyelembe véve (10) atirhato:

5 d¥gradUdxdz- 52 ((YoUdxdz-
j;fagra gra xzyj;fd xdz

s I (13)
—fﬂ[’o-aUds = -EW(xo,zo)
L

A (13) képletbdl (11) ﬁgye’lembe vételével kapjuk a

- Z(ffdgradtplgradqﬁkdxdz]uk =
)
. VZUU d>,<bkdxdz]uk - @14
A
—Z(IUatb,dikds

i

1
Wy = ‘E‘p/(x()azo)

linedris egyenletrendszert, ami mar szimmetrikus. Az a-t
ugy valasztjuk meg, hogy a homogén féltérre kiszamitjuk a
potencialt, annak derivaltjat, és az ezekbdl kapott a-t hasz-
naljuk. A peremfeltételek magadasa tokéletes sohasem
lehet, mivel a teljesen pontos peremfeltételek megadasahoz
ismerni kellene azt a potencialfiiggvényt, amelynek a sza-
mitdsa a célunk. Az igy szdmitott eredmények az 1. tabla-
zat b oszlopaban lathat6k, grafikusan pedig ezek képezik a
2. abra 2b. gorbéjét. A pontossag lényegesen jobb, mint az
el6z6 modszer esetében (az a oszlop az 1. tablazatban,
illetve a 2a. gorbe a 2. abran), a forrds kozelében azonban
megmaradtak a nagy eltérések.

Modellszamitas az elsédleges és masodlagos poten-
cial szétvalasztasaval

A szamitasok pontossagat ugy javithatjuk, hogy a poten-
cialt elsédleges (U,) és masodlagos (U;) 0sszetevore bont-
juk, ezaltal a numerikus algoritmust elegendd a masodlagos
potencidlra elvégezni. U, a forras altal, homogén féltérben
keltett potencidl, U, pedig azt tiikrozi, hogy a modell
mennyiben tér el a homogén féltértél. A szamitasok relativ
hibdja ekkor csak a lényegesen kisebb abszolut értékil
masodlagos potencialt terheli. Ennek kiilonosen a forras

kozelében van jelentdsége. A (4) egyenletben U helyébe
irjunk ﬁp +l7_‘ -t
div(agradﬁp)+ div(agradﬁx)- 720'17,, -

T (15)
-y%0U, = -55()60,20)

ahol U » €gy olyan homogén féltérhez tartoz6 potencial,

amelynek a vezetoképessége megegyezik a kétdimenzios
modellnek a forras kornyezetében 1évo vezetoképességével,
azaz érvényes a

aoAﬁp—izaOﬁp =——;—5 (%s525) (16)

egyenldség, ahol o, a kétdimenzids modell vezetoképessége

a forras kozelében, A pedig a Laplace-operator. U p ismert:

0, =Ky ()

P

17

2ro,

ahol K a médositott masodfajii Bessel-fiiggvény.
(15) és (16) alapjan a masodlagos potencialra érvényes a

(18)

egyenlet. Ennek az egyenletnek a bal oldala formailag
megegyezik (4) bal oldalaval. A méasodlagos potencialt igy
egy ugyanolyan differencidlegyenlet megoldasa adja, mint
az Osszegzett potencialt meghataroz6 differencidlegyenlet.
Az egyetlen kiilonbség az, hogy az eredeti forrds helyett
fiktiv forrasok lépnek fel minden olyan csomépontban,
ahol kiilonboz6é vezetdképességii elemek taldlkoznak. A
(18) egyenlet jobb oldala ismert, az egyetlen problémat
grado szamitasa jelenti, mivel a o vezetdképesség fligg-
vény hagyomanyos értelemben nem differencialhatd, az
altalanositott derivaltban pedig megjelenik a Dirac-6. A
parcidlis differencidlegyenlet diszkretizalasakor ennek az
altalanositott értelemben vett derivaltnak az integrdlja 1ép
fel, igy a Dirac-J kiesik.

div (a gradﬁs)— 72U, = —gradﬁp grado

ff¢j,kgradﬁp gradodxdz =
A

B o ~
= (o, -a,)a—xup(zj -z, )2+(oy -03)5;0,,(;:,,l —z; )2+

o ~ 8 =
+(03 _al)zup(xk ‘xk-l)/2+(°'4 _02)§_ZUp(xk+] -x;)/2
(19)

ahol o;, 0, 03, 0y az egy csomdpont koriil levd négy cella
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vezetOképessége.

Az igy szamitott potencial értékek vannak az 1. tablazat
c. oszlopaban és ezekbdl késziilt a 2. dbra 2c. gorbéje. Va-
lamennyi gorbén, még a kevésbé pontosakon is, 30 méter-
nél megfigyelheté a modell fiiggéleges hatarfeliilete feletti
torés. Az elsddleges és a masodlagos potencial szétvalasz-
tasanak egy masik elénye, hogy az inverz koszinusz transz-
formaltat elegendd rovidebb intervallumon is szamitani. Az

eddigiekben haszndlt 15 ¥ helyett itt elegendo volt 10 is.

r £1=0,1 Om p2=10 Qm
véges e. [Hankel-tr.| véges e. [Hankel-tr.

1 149,70 | 149,65 | 179,65 | 186,27
3 43,71 43,67 73,46 80,02
S 22,71 22,67 52,01 58,52
7 13,92 13,89 42,57 49,03
9 9,25 9,21 37,07 43,49
11 6,45 6,41 33,34 39,72
13 4,66 4,62 30,55 36,90
15 3,47 3,43 28,33 34,65
17 2,65 2,61 26,49 32,79
19 2,07 2,03 24,91 31,19
21 1,66 1,62 23,53 29,79
23 1,36 1,32 22,31 28,54
25 1,15 1,09 21,20 27,42
27 0,89 0,93 20,20 26,41
29 0,86 0,80 19,29 25,48
31 0,76 0,70 18,45 24,63
33 0,69 0,63 17,68 23,85
35 0,63 0,57 16,96 23,12
37 0,58 0,52 16,28 22,44
39 0,54 0,48 15,66 21,80
41 0,51 0,44 15,06 21,21

2. tablazat: Pontforras potencidlja kétréteges modell felszinén a
véges elemes modszerrel és a Hankel-transzformacidval szamolva
Table 2. The potential of a point source on the surface of the two
layer model calculated with the finite element method and the
Hankel transformation

Végiil teszteljik a mddszert egy egydimenziés model-
len, amelyre a potencidl egy Hankel-transzformacidval
szamithatd (2. tdbldzat). A kétréteges modell elso rétegé-
nek paraméterei: p;=1 Qm, d;=10 m. Abban az esetben, ha
£2=0,1Q m, a véges elemes modellezés csak kismértékben
tér el a Hankel-transzformacios eredménytél. p,=10 Qm
esetén az eltérés nagyobb, de a 1ényeg az, hogy a két oszlop
kiillonbsége az r forras—észlelés tavolsag kiilonbozo értékei-
re csaknem dallandd. Egyébként az (1) egyenletnek az egy-

mastol csak egy éllandoban kiilonb6zé potencialfiiggvé-
nyek egyforman megoldasai. A gyakorlati alkalmazas ese-
tében altalaban a potencialkilonbség értékek szamitasanak
van jelentOsége, ezért ekkor az ismertetett szamitas ered-
ményesen alkalmazhatd, annak ellenére, hogy maga a po-
tencial egy allandoban kiilonbozik a pontos értéktol.

Osszefoglalas

Ha csak a direkt feladat pontos szamitdsdra koncentré-
lunk, akkor célszerii az elsédleges ¢s a masodlagos poten-
cialt kiilonvalasztani, a tartomany hataran pedig vegyes
peremfeltételeket megadni. Abban az esetben, amikor a
direkt feladatot szamito eljarast az inverz feladat megolda-
sahoz hasznaljuk, akkor egyéb szempontok is felmeriilnek.
Ekkor ugyanis egy szelvény mentén kell a szamitdsokat
végezni ugyanarra a modellre. Ebben az esetben hatéko-
nyabb a szamitas akkor, ha az elsddleges és a masodlagos
potencialt nem valasztjuk kiilon.

Ha kiilonvalasztjuk, akkor a fiktiv forrasokat a tapelekt-
réda minden egyes helyzetére Gjra kell szdmolni. Ha amel-
lett, hogy az elsddleges és a masodlagos potencialt nem
akarjuk szétvalasztani, az is szempont, hogy a forras koze-
lében ne 1épjenek fel durva hibak, akkor a véges kiilonbsé-
gek modszerét célszerti alkalmazni.
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