A geofizikai inverzioval nyert paraméterhibak
meghatdrozdsa, ha az inverziot egyrészt tetszoleges mérési
hibatipus esetére, madsrészt a rezidudlok tetszoleges
normdja abszolit minimumhelyének globalis
optimalizdcioval torténd meghatdrozdsaval hajtjuk végre'

A modszer részletes bemutatdsa graviticiés kornyezetgeofizikai modellre, a mérések
Tarantola-hibajara és a Pc-norma alkalmazasara torténik

STEINER FERENC?, HAJAGOS BELA*

Az univerzdlis gravitdciés dllandé kiilonbozé munkacsoportok dltal meghatdrozott értékeinek
kiilonbsége egy egész nagysdgrenddel is nagyobb lehet, mint az egyes szerzok dltal a sajat mérési
eredményiikre becsiilt hibdk. Kiilonos élességgel veti fel ez a koriilmény azt, hogy az inverzié
hibaviszonyainak vizsgdlatdt megelézoen mindenekelott olyan hibajellemzé alkalmazdsdban kell
megdllapodnunk, amely hibatipustol fiiggetleniil megbizhatéan alkalmazhato. Az eldvezetett 12
lehetoségbol a Q interszextilis félterjedelem tobb szempont szerint is megfelelonek mutatkozik (és
rdaddsul a Gauss-hibatipus esetén értéke csaknem azonos a szords értékével, igy a megszokott
klasszikus statisztikdhoz ezzel a koldokzsindrral csatlakozik).

A tetszoleges rezidudl-norma globdlis minimalizdldsdval, tetszoleges mérési hibatipusiu
kornyezetben végrehajtott geofizikai inverzionak az eredményei (pl. gravitacios modell geometriai
paraméter értékei) nyilvan hibdval terheltek, azonban az adott premisszdk esetére jelenleg a
matematika még nem szolgdltat olyan elegdns lehetdoséget a modellparaméter-hibdk
meghatdrozdsdra, mint az L2-normdra épild klasszikus statisztika nyujt a szokdsosan elfogadott
(de ritkdn teljesiilo) premisszdk mellett. A dolgozat szerzoi jol definidlt Monte Carlo-modszert
Jjavasolnak a meghatdrozott paraméter értékek hibdinak a meghatdrozdsdra, a fenti értelemben
felfogott dltaldnos geofizikai inverzié esetére.

F. STEINER, B. HAJAGOS: Determination of the parameter errors (demonstrated on a
gravimetric example) if the geophysical inversion is carried out as the global minimization
of arbitrary norms (demonstrated by the Pc norm)

It seems to be unavoidable to accept leastways in the geosciences a new error-characteristic
instead of the scatter (standard deviation) to exclude e.g. in the practice of inversion such crass
contradictions (see Fig. 1) which are at least partly due to the error determination method of the
classical statistics. From the presented 12 possibilities the semi-intersextile range (Q) was chosen
and used by the authors for characterize the errors of model parameters gained by general
statistical inversion methods. As for the errors of the gravimetrically measured g; values Tarantola
type (i.e., Cauchy type) was supposed (Tarantola: “the Cauchy function”... "seems to be adequate
for modelling suspected outliers by an unknown amount”), the global minimization of the Pc
norm of the X; residuals was applied as inversion method. The nowadays not yet reachable
measuring accuracy figuring in the paper has no influence to the conclusions but the authors
strived after such presentation of the proposed method and of the results which are as simple as
possible, see e.g. the extreme simplicity of expression (11) which is to be minimized in such
circumstances. Unfortunately, for arbitrary type of measuring errors and for arbitrary residual
norms as yet not any mathematical method is available (to make clear the difficulties: even the
error distribution types of the estimates for different model parameters figuring in a single
inversion can differ from each other significantly). The Monte Carlo method proposed by the
authors for the error determination of inversion results is generally applicable.

L Elhangzott a MGE Altaldnos Geofizikai Szakosztilya Tudomédnyos Ankétjan, Miskolcon 1995. december 12-én. (A szerzdk a tisztelt olvasé
kollégak megértését kérik azért, hogy a dolgozaton néhol tilsdgosan érezhetd az eladdsszoveg jelleg, mivel nem tettiink elegendd 1épést annak
érdekében, hogy a dolgozatok — pardon: dolgozataink— szovegezésének egyébként megszokott sziirkeségi szintjét elérjiik.)

Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszék, H-3515 Miskolc,Egyetemvaros
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A gravitacios korokben kozismert BARTA és HA-
JOSY [1985, 1986] cikk egyik elgondolkodtatd ab-
rdjan ugyanarra az univerzilis dllandéra (nevezete-
sen az altalanos tomegvonzds konstansira) harom
szerz6tol latunk eredményeket, hibaintervallumuk-
kal egyiitt. A hdrom hibaintervallumnak egyetlen
k6z0s pontja sincs, amibdl megrendiilten értesiillink,
statisztikai szemszogbdl értékelve a szituaciét, hogy
a konvenciondlis hibaszamitast elfogadva teljesen
abszurd helyzetekkel is szembesiilhetiink. VARGA
Péter igazgatd ur jovoltabdl, aki egyik szakmai
konzulticionk sordn djabb mérési eredmények lels-
helyére, CHEN és COOK [1993]-ra hivta fel figyel-
memet, médom van most egy analdg, és még ri-
asztobb dbra bemutatdsira, négy szerz0 eredményei
alapjan, akik ugyancsak az altaldnos tomegvonzés
allanddjdnak meghatdrozasat tdzték ki célul
(I. dbra). Az 1. abra alapjan konnyd megéllapitani,
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1. dbra. Ugyanazon mennyiségre végzett mérések
eredményei kozott egy nagysagrenddel is nagyobb lehet az
eltérés, mint amilyen hibat a szerzdk (feltehetGen a
klasszikus statisztika formuldival szdmolva) megadtak sajét
adatuk bizonytalansigdnak a jellemzésére

Fig. 1. Real differences can be by an order larger than the
estimated errors. This contradiction can be (at least partly)
due to the mechanical application of the results of the
classical statistics

hogy ugyanarra az univerzalis dllandéra meghatéaro-
zott értékek kiilonbségei egy egész nagysdgrenddel
is nagyobbak lehetnek, mint a szerzOk 4altal jo-
hiszemden, a klasszikus statisztika alapjan megadott,
azaz vélhetden empirikus szérasként szdmitott hi-
baértékek. Azt hiszem, egyetértiink, hogy BECKETT
és IONESCO drdmadin, az abszurditds mért€két il-
letGen, ez az 1. abra messze tiltesz.

Az okok egyikére STEINER et al. [1996] mar
ramutatott, hogy ti. nagyobb val6sziniiséggel kap-
hatunk a ¢ szérés valddi értékére szignifikdns mér-
tékben optimista becslést (azaz a valésdgosnal jelen-
tosen kisebb értéket, mint amilyen valdszindséggel
anndl nagyobbat), ha a kozvetlenil mért mennyi-
ségek szokasosan korrigalt empirikus szOrasat sza-
mitjuk a o szérds becsléseként. Legyen szabad a
kovetkezdkben egy masik lehetséges, szintén sta-
tisztikai jellegd okra felhivnom a figyelmet.
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Az 1. dbran eredményeikkel szerepld kutatok vagy
teamek nyilvan levezetett mennyiségként szamitottak
az univerzalis gravitdcios alland6 értékét. Ennek leg-
egyszeribb esetében az y levezetett mennyiséget a
kozvetleniil mért xi,x2,....%,...,.xr mennyiségekbdl
valamely g(xi, ..., x) fiiggvény segitségével sza-
mithatjuk, azaz

A5 S . -4 (1)

Ha az Osszes xj-t Gauss-tipusi (in. normaélelosz-
lasu) hiba terheli, akkor a j6l ismert formulaval az y
leszarmaztatott mennyiség oy, szOrasat a kovetkezd
formula szolgéltatja:

r a 2
b (—g] = )

j=1 axj

ahol a parcidlis derivéltak értékei természetesen az
xi-k meghatdrozott értékeivel szdmitandok, a
Ox. pedig az x; szérasa.

Tekintettel arra, hogy a Gauss-eloszlasra vonatko-
z0an a q interkvartilis félterjedelem a ¢=0,6745-c
Osszefiiggés szerinti érték, a gy szamitdsa nyilvan a
kovetkezd Osszefiiggés alapjan torténik:

- 382 2 3
q,= E(a] 4y (3)
j

J=1

Itt g helyett barmely interkvantilis félterjedelem-
re, pl. a Q interszextilis félterjedelemre is attérhet-
tiink volna; utébbi esetben a Gauss-eloszlasra érvé-
nyes 0=0,9674-c Osszefiiggést idéztiik volna. (A
g-ra és (Q-ra vonatkozéan emlékeztetSil 1d. a
2. dbrdt.)

A (3) kifejezés éltalanosithatd, mégpedig arra az
esetre, amikor az x;-k hibdi nem Gauss-tipusiak,
hanem valamely més szimmetrikus, Un. stabilis
eloszlast kovetnek, azaz siirdségfiiggvényiik az

oo

£ =% 1 exp(~1%/a) .cos@)dt  (0<a<2) (4)

formulaval irhat6 le standard esetben [Id. pl. STEI-
NER 1990]. (Bizonyira emlékeziink arra, hogy a
stabilitds fogalma a koOvetkezSt jelenti: valamely
a-val jellemzett tipusi valdszindségi véltozokat
Osszegezve az eredmény is ugyanazzal az o
tipusparaméterrel jellemzett stabilis eloszlas lesz.)

Ezek utdn lassuk a (3) tetszOleges szimmetrikus
stabilis eloszldsra érvényes, altalanos alakjit. fme:
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Zax].

j=1

i 1/a
q,= . qx,a] ®)

(1d. gjra az imént idézett konyvet). Az a=2-vel a (3)
formulaként k6zolt (Gauss-tipusi hibara vonatkozd)
kifejezést kapjuk valéban vissza, azaz az (5) val6ban
a (3) altalanositasa.

fl'(x)
12
16 176
T v 4 i T
-1 -q 0 +q +1
q:interkvartilis félterjedelem
f"(x) ;
2/3
16 16
-1 ) -Q 0 +Q 41

Q: interszextilis felterjedelem

2. dbra. A q interkvartilis, ill. a Q interszextilis
félterjedelmek definiciéi (a tortszdmok valdszintségek)

Fig. 2. The definition of the semi-interquartile (g) and
semi-intersextile (Q) ranges

Ritkan hivatkozunk tekintélyekre, de most (és a
dolgozat tovabbi részeiben is) fogadjuk el az inverzid
egyik papdjanak, TARANTOLAnak a felfogasat arra
vonatkozéan, hogy Cauchy-eloszlasu hibat feltéte-
lezve egyuttal mar az outlier-el6fordulasokat is mo-
delleztiik. Legyen szabad ezt TARANTOLA [1987]
303. oldalar6l sz6 szerint is idéznem: ,,the Cauchy-
function...seems to be adequate for modeling sus-
pected outliers by an unknown amount”. A leszar-
maztatott hiba szemszogébdl persze édes mindegy,
hogy az x;-k hibai milyen effektusok ereddjeként
adédtak Cauchy tipusiaknak. Ismeretes masrészt,
hogy az a=1 tipusparaméterhez tartoz$ stabilis
eloszlas azonos a Cauchy-eloszlassal, amikor is az
altalanos (5) formula a kovetkezd, igen egyszeri
alakot o6lti:

x; 1
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J6 lenne tudni, hogy azonosqx; primer hibiakhoz
gy-ra ez az utobbi,vagy a klasszikus (3) szolgaltat-e
nagyobb eredményeket. Egy teljesen altalanos vizs-
galat bonyodalmait elkeriilendd, radikélisan egy-
szer(sitd feltevéssel éliink: feltessziik, hogy mind-
egyik x; hibja azonos mértékben jarul hozza a gy
hib4jihoz, azaz fennill, hogy

Rl =Bl o B . |08 7
ar, | |2y [ | % [ |
Ekkor (6) egyszeriien
_, |98
q,=r. a, g, ®)

alakban, a klasszikus (3) formula pedig igy irhat6:

a,-Vr.| & ©)

q
ox,

A két formula 6sszehasonlitdsdbol az kovetkezik
tehat, hogy a leszdrmaztatott mennyiségnek a Taran-
tola-feltevésnek megfeleld (8) formulabdl szdmit-
hatd, redlis gy hibaértékéhez képest a klasszikus (9)
formula négy kozvetleniil mért mennyiség esetén
csak feleakkora, kilenc kozvetleniil mért mennyiség
esetén csak harmadakkora értéket szolgaltat. A Ta-
rantola-feltevés negligdldsa, azaz a klasszikus (2)
formula haszndlata a leszdrmaztatott mennyiség hi-
béjanak meghatdrozdsara ahhoz vezethet tehat, hogy
a valdsdgos hibanal 50%-kal, 67 %-kal vagy akar
ennél is nagyobb mértékben, — mindenesetre, ha a
(7) szerinti egyszerisités jo kozelitéssel teljesil —,
altalaban 100-/r %-kal csokkentetr hibaértéket
kaphatunk eredményiil még akkor is, ha a (2)-ben a
kozvetleniil mért mennyiség ©x. hibdjanak valodi
értéke szerepel. (Persze nem fefejtettﬁk kozben el,
hogy ezekre is tobbé-kevésbé, de esetenként irredli-
san optimista becsléseket alkalmazunk a klasszikus
statisztika gyakorlatdban, STEINER et al. [1996] sze-
rint.)

A jelen dolgozat szerz6i nem gondoljdk, hogy az
1. abran nyilvanval6va tett ellentmondéasok egésziik-
ben statisztikai eredetiek, de mar maga az is meg-
dobbentd, hogy a konvenciondlis médon nem kezel-
hetd hibatipusokra a klasszikus statisztikdt mecha-
nikusan alkalmazva elvileg lehetséges az, hogy ezek
az ellentmondasok kizdrélag statisztikai okokra le-
gyenek visszavezethetdk.

Mindezeket atgondolva (és esetleg még egyszer
egy pillantst vetve a hibat illetden félelmetes mér-
tékd bizonytalansdgokat tiikr6z6 1. abrara) taldn
kimondhatjuk, hogy ha a szérés helyett djabb hiba-
jellemzdt keresiink, megengedhetd, hogy az mdr a
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definiciojdt tekintve is valamennyire, mondjuk
15—16%-0s mértékben bizonytalan legyen. Kiilon-
ben is, az inverziéval meghatdrozandé mennyiségek
hibdit 4ltaldnos esetben aligha varhatjuk lényegesen
kisebbnek, mint mondjuk 5 %-osnak, s igy ha a hiba
hibaja 20 %-os lenne is, ez maximalisan 1 %-ot jelent
a hiba meghatéarozott értékében.

A tisztelt olvasd mér kezdhet jogosan aggddni,
hogy a dolgozat végiil révbe ér-e abban az értelem-
ben, hogy valamilyen graviticiés inverzié hibavi-
szonyainak bemutatasdig sikeriil-e eljutni. De ezzel
a kérdéssel nem foglalkozhatunk addig, mig vala-
mely javaslattal nem éliink és meg nem éllapodunk
az alkalmazandé hibadefiniciot illetéen, amely tehat
kielégiten miikodik a Tarantola-féle hibamodell ese-
tében is, és nem mutatja a szOrdsnak, 4ltaldban a
klasszikus statisztikdnak az imént egy kicsit kozelebb-
rél is megismert, hibaszdmitdsra vonatkoz6 veszé-
lyeit.

A hibadefiniciok kivalasztidsdhoz bemutatok egy
tablazatot 13-féle hibat bemutatva (mint egy étlapot
Id. az I. tdbldzat felsd részét, amelyet HAJAGOS és
STEINER [1993] dolgozatabdl vettiink 4t), amelyek
ot jol ismert hibaeloszlas-tipus standard eseteit jel-
lemzik. A tablazat als6 része megadja ennek az otféle
stiriségfiiggvénynek az analitikus alakjat is.

Id6hidny miatt lehetetlen most 13-féle hibaval
foglalkoznunk. Az I. tdbl4zat utolsé két oszlopaban
az interkvartilis (g) és interszextilis (Q) félterjedel-
vonatkozdan legyen szabad djra a 2. 4brara utal-
nunk).

Az ¢ dihéziénak a tablazat utols6 sordban maso-
dikként feltiintetett egyenletnek kell eleget tennie. Itt
X; a teljesen altalanos értelemben vett eltérés vagy
maésképpen fogalmazva: rezidudl (mért minusz
szamitott érték, akarhdny ismeretlen paraméter
szerepeljen is a szamitott érték meghatdrozasi al-
goritmusdban). Ugyanezekkel az X;-kkel definialt
(ugyanezen sor elején) a Py-norma, amelyet k=3
esetén Pj-vel, k=2 esetén index nélkiili P-vel, k=1-
et vélasztva Pc-vel, végill k = 1/2-nél Pi-vel jelo-
link (legyen szabad ezittal melldzniink a jelolések
indokolasat). Ugyanezeket az indexeket kapjik a
Py-normdk minimdlis értékei is, amelyeket hatdro-
zatlansdg-jellemzok lévén, Uj-vel, U-val, Uc-vel és
Uir-vel jeloliink. A hatarozatlansagot jelentd ,,uncer-
tainty” sz6 elsd betdjébdl szdrmaznak a hatarozat-
lansagok U-jelolései, valamint az U;",U", Uc és Uy
jelolések is, amelyek az itt nem definialt Py"-normak
minimalis értékei (kozelebbit ezekr6l HAJAGOS és
STEINER [1993] k6z6l), és igy szintén hatdrozatlan-
sagi jellemzdk.
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Mivel leggyakrabban a P norma minimalizald-
sdval dolgoznak e dolgozat szerzGi az ismeretlen
regresszios vagy modellparaméterek meghatiroza-
sakor, szoritkozzunk most a 8-féle Uk, ill. Uk* koziil
csak egyetlenegyre: az U-ra.

A II. tdblazat jelentdsen csokkenti ugyan a hibdk
szamat (az I. tablazatban szerepld 13 helyett 6-ra): a
d étlagos eltérést, a g szoérast, az U hatdrozatlan-
sdgot, mint rendre az Li-norma, az L;-norma, vala-
mint a P-norma minimalis értékeit hagytuk csak meg
a hibak elsG csoportjabol. (Az utdbbi esetben, azaz
U-nil, teljestilnie kell az € dihézidra az I. tiblazat
utolsd sordban szerepld feltételnek; ugyanitt szere-
peltettiik a Px-norma formuldjat is.)

A hibdk szdmdinak csokkenésével ellentétben a
hibaeloszlasok tipusvalasztéka a II. tablazatban je-
lentGsen megnovekedett: haromféle szupermodell
tipusai szerepelnek a tdbldzatban; a T hely-, ill. S
skdlaparaméterre vonatkozéan standard alakban e
szupermodellek strlségfiiggvényeinek Aaltaldnos
analitikus alakjait is feltiinteti a II. tablazat.

A 1I. tablazat a tipusparaméterek (az a, p vagy o)
bizonyos értékeire adja meg az immar csak hatféle
hibat. Kérdés, hogyan értékeljiik ezt az igy is ten-
gernyi adatot?

Legjobb a kilyhatdl elindulni: a jol ismert és
megszokott, (mar-mdr a vériinkben levd) Gauss-el-
oszlas 1 értékd szordsatdl a legkevesebb eltérésre
vezetd hibadefiniciét fogadjuk el. Létjuk, hogy az
l-es értékhez a Gauss-tipusndl legkozelebb a Q
interszextilis félterjedelem értéke all, mindossze
3,26%-os eltéréssel. Ha tehit a tovabbiakban a Q
interszextilis félterjedelmet tekintjiik hibajellem-
z0nek, akkor ez a Gauss-eloszlasndl majdnem pon-
tosan ugyanarra a hibaértékre vezet, mintha a szérast
szamolnénk (persze utébbi esetben pontosan, azaz
extrém nagy n mintaelemszadm és outlier-mentesség
esetén). _

A tablazat utolsé oszlopai a nagy Q-ra vonatkozta-
tott hibaardnyokat adjak meg d-re, o-ra, U-ra és e-ra.
Emlékezve arra a megdllapodasunkra, hogy
15—16%-os eltéréseket hibdk definicidi esetében
még megengedhetonek tartunk, érdemes éttekinteni
az ardnyok oszlopait, hogy ez a feltétel milyen
tipustartomanyokra teljesiil. Ami az U/Q aranyt il-
leti, csak a két tliszerien hegyes, Eiffel-torony-szeri
Jp-¢eloszlasndl nem teljesiil ez a feltétel — Id. az
U/Q-arényok értékeire bekeretezéssel végrehajtott
(és csak két adatot elhagyd) markirozast a II. tab-
lazatnak ebben az oszlopdban. A kimaradt hiba-
modellekkel (azaz 1-nél kisebb p-kkel) azonban alig-
ha dolgozunk a féldtudoményokban. Konkliziénk
végiil az, hogy a Q interszextilis félterjedelem és a
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Elmeleti hibaértékek néhany eloszlastipusra
a hiba i %
3 ini k b jellemzok
o g normaminimumo egyeb j
tipusa
. . . .
d (44 U; U Ue Uy Uy U Uc Y, € q Q
Laplace 1.0000 | 1.4142 | 0.9008 | 0.9790 | 12419 | 1.7975 | 1.2528 | 1.0974 | 0.9302 | 0.9662 | 0.8072 | 0.6931 | 1.0986
Cauchy @ o 13333 | 1.5000 | 20000 | 2.9853 | 32278 | 22401 | 1.4641 | 1.3382 | 1.0000 | 1.0000 | 1.7320
geostatistical | 0.5000 | 0.7071 | 0.5223 | 0.5585 | 0.6875 | 0.9739 | 0.5444 | 0.5005 | 0.4698 | 0.5327 | 0.4818 | 0.3704 | 0.5496
Jeffreys 0.3125 | 0.4083 | 0.3575 | 0.3796 | 0.4615 | 0.6480 | 0.3081 | 02981 | 0.3015 [ 0.3577 | 0.3347 | 02498 | 0.3640
Gaussian 0.7979 | 1.0000 | 0.9784 | 1.0327 | 12421 | 1.7303 | 0.7141 | 0.7170 | 0.7740 | 0.9587 | 0.9254 | 0.6745 | 0.9672

Hibaeloszlastipusok strségfiiggvenyei
standard esetben

1 .=
Laplace 2¢ Ix]
il X X
. w1+ x?
e 3 1
geostatistical | 7 (1 +x3)7. \/1 ok
Jeff B, :
AT 32 (1+x9)%V1+x2
2
Gaussian ] e_iz'
;;217

n I2n " Xl a 1
2 5 i
P,= g{[‘! [1 +(X/ke) ]} ; =3, z (sux,.’p/ ): =

I. tabldzat
Table I

P-norma minimdlis értéke egyarant javasolhat6 hiba-
jellemzSként. Az utolsé el6tti oszlop bekeretezett
részeinek bizonységa szerint ez a Q-val val6 ,,felcse-
rélhetdség” (az elfogadott bizonytalansagi interval-
lumon beliil), ismételjik, az fz(x) szupermodell
osszes feltiintetett tipusara teljesiil; az L1 minimalis
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értékére: d-re azonban a d/Q aranyok az 1+16%
feltételt ugyanazoknak az f,(x)-tipusoknak csak kb.
a felére teljesitik. '

Hogy elfogultsidggal ne legyiink vadolhat6k (hi-
szen az U hatarozatlansdgnak, mint hibajellemz6nek
a hasznalatat a miskolci Geofizikai Tanszék statiszti-
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£, = I‘(a/z){ﬁ I{(a- 1)/2]}" (1+xd)92  (@>1)

Az f (x) szupermodell hibajellemz5i

l :
u - q Q d o (44 [ dQ o Q U )
Ve
2 1.0000 1,0000 1,7320 x x 1.5000 1.0000 0 X 0.8660 0.5774
22 0.8333 0,8523 14170 1.6043 £ 1.2693 09117 2.5437 x 0.8958 0.6434
24 0.7143 07518 1,2166 1,9954 @ 1,1174 0.8418 1.9954 o« 0.9184 0.6919
2.8 0,5556 0,6221 0,9742 11711 2 09258 0.7374 1.2021 © 0.9503 0.7569
3 0,5000 0,5774 0.8944 1.0000 o 0.8605 0,6974 1.1181 @ 0.9621 0.7797
32 0.4546 0.5407 0,8306 0.8831 2,2361 0.8070 0.6627 1,0632 26921 09716 0.7975
4 0,3333 0,4416 0,6642 0,6366 1 0,6628 0.5616 0,9584 1.5055 0.9979 0.8453
5 0.2500 0,3703 0,5497 0.5 0.7071 0,5585 0.4818 0.9096 1.2864 1.0161 0.8765
6 0.2000 0,3250 0.4787 0,4244 0,5773 04916 0,428 0.8866 1.2060 1.0269 0.%943
8 0.1429 0,2688 0,3927 03395 0,4472 0,4081 0.3588 0.8646 1.1388 1.0392 09136
10 0.1111 0,2342 0,3408 0,2910 0.3780 0,3564 03149 0,8540 1.1092 1.0459 09241
.40 0.0256 0,1090 0,1568 0.1303 0.1644 0.1669 0.1492 0.8305 1.04381 1.0641 0.9512
standard 0 0,6745 0.9674 0.7979 1 1.0327 09254 0,8248 1.0337 1.0675 0.9565
Gauss
(a—00)
-] 4
—nl-lp. =
£ =p' 2. T(1p)} " exp(-Ixl'/p)
Az j,(.\') szupermodecll hibajcllemzai
P lip 4 0 d a U P diQ aiQ r [ Q
0.5 2 0.7042 13102 1.5000 2.7386 0,7774 0.4730 1.1449 2,0902 0.3933 0.3648
0.7 1.4286 0.6996 1.1939 1.1933 1.6591 0.8994 0.6694 0,9994 1.3896 0.7533 0,5607
1.0 1 0.6932 1.0986 1.0000 1.4142 0,9785 0.8065 09102 1,2873 0.8907 0.7341
1.5 0.6667 0,6833 1.0150 0.8641 1.1261 1.0237 0.8960 0.8514 1.10954 1.00%6 0.8828
2 0.5 0,6745 09674 0.7979 I 1.0327 0.9254 0.8248 1.0337 1.0675 0.9566
3 0.3333 06593 | 09124 0.7290 08812 1.0221 0.9334 0,7990 09658 1.1202 1.0230
5 0.2 0,6156 08575 0.6666 0.7858 0.9%61 0.9109 0.7774 09164 i. 1500 1.0623
10 0.1 0.5989 0.7992 0.6075 0,7060 0,9256 0.5600 0,7601 0.8834 11582 1.0761
o 0 0,5000 0,6667 0.5000 0,5774 0,7727 0,7198 0.7500 0.8661 11591 1.079%
-
1 -
£ == [exp(-t/a).cos(m)dr  (0<a=2)
™
Az [, (x) szupermadell nchiny hibajellemzaoic
2 q Q a U ¢ a/Q U Q0
2 0.6745 0.9674 1 1.033 09254 | 1.0337 1.0678 0.9566
1.8 0.6924 1.0044 @« 1.057 0,9266 x 1.0524 09225
1.5 0.7394 1.1051 . 1.124 0.9353 X 1.0171 0.8463
1.2 0.8432 1,3443 o 1.273 09610 L& 0.9470 0.7149
1 1.0000 1.7320 x 1.500 1.0000 X 0.8661! 0.3774

II. tdbldzat
Table 11
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kai teamje javasolta eldszor), a tovabbiakban a nagy
Q-kkal dolgozunk, feltiintetve azonban a megszo-
kottabb kis g-kat is. (Mondhatndnk, bizonyos ér-
telemben megfelelve a valésagnak, hogy ez utdbbit
egyrészt a BESSEL irdnti tiszteletbdl tessziik, aki még
egyszerien ,val6szind hibdnak” nevezte ezt a hiba-
jellemz4t; lényegesen kacifantosabban, de ma mar
egységesen ,interkvartilis félterjedelemnek” —
»semiinterquartile range”-nek — nevezik ezt a kis
g-t.) Persze lehetne ugy is gondolkodni — de most
nem tessziik ezt, — hogy a ¢ szérds az L;-norma
minimdlis értéke volt, s ezért konzekvensebben
jarnank el, ha az 4j hibajellemzdt szintén norma-
minimumként definidlnink; emlékeziink, hiszen az
imént emlitettem, hogy az U hibajellemzd, (amit
hatarozatlansdgnak neveztiink el,) a P-norma mini-
malis értéke. Még egyszer rapillantva azonban a II.
tablazatban a bekeretezéssel kiemelt U/Q értékekre,
csak megismételhetjiik, hogy gyakorlatilag (azaz
+15—16%-on belill) nincs kiilonbség a két de-
finicidval ad6d6 értékek kozott.

Végre eljutottunk tehat odaig, hogy a gravitacids
inverzidval, pontosabban az inverzi6 hibaviszonyai-
val foglalkozzunk. Az eredményeket a kovetkezd,
kornyezetgeofizikai jellegd modellre mutatjuk be:
talajvizszint folotti, 2,6 t/m> strtiségl kozetbe kor
keresztmetszettel vajt vizszintes vdgatparra vonat-
kozdan a mélységeket, a vigatsugarakat és a viz-
szintes elhelyezkedést, azaz 6 modellparamétert
kell graviméteres mérések eredményeibdl kiindulva
meghatdrozni. A 3. dbra als6 fele a valésagos vi-
szonyokat mutatja be, az ennek megfeleld, hibatlan
g-szelvényt a 3. abra fels6 részén sima gorbe vonal-
ként lathatjuk. Utobbi szelvény értékeit a mérési
pontokban nullkorok jelzik (a 3. dbra ezeket szam-
értékekként is feltiinteti). Biztos vagyok benne, hogy
olvas6im koziil tobben emlékezetbdl is felirndk a
vizszintes hengerre vonatkoz6 g-hatdsnak a formu-
1ajat, amelybdl modelliinkre a kovetkezd egyszerii
képlet szarmaztathat6:

Ri.m, R,m,
mi+ -t miey-n)?

8=-419.26. [ :lpGal i=y,=0;1;2;...;17;18.

(10)

(Az y; ugyanigy méterben értendd, mint a modell-
paraméterek szamértékei.)

A formula egyszerii ugyan, de az ismeretlen pa-
raméterekben nem linedris. Ez a korilmény az in-
verzié végrehajtasit, azaz a modellparaméterek
meghatdrozasit megnehezitd koriilménynek szdmi-
tott még nem is olyan régen. A globdlis (azaz ab-
szolit) minimumot egyre inkdbb gazdasigosan szol-
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géltat6 algoritmusok, ill. programok megjelenésével
azonban az inverzié feladata tin. ,,optimalizacids”
feladatta egyszeriisodott; donteniink csak arra vonat-
kozban kell ilyenkor, hogy a rezidudlok melyik
norméjat akarjuk minimalizalni.

Nyér elején Miskolcon volt a kozépiskolai fizi-
katanirok orszdgos ankétja, amikor is az inverzié
lényegét ezzel a modellel mutattam be, 3 pGal
szorasu Gauss-hibat szuperpondlva a hibétlan g; ada-
tokra. Ekkor természetesen a rezidualok L,-norméjat
minimalizaltuk; az eredményiil kapott hat modell-
paraméter-érték eltérése a valddi értékektdl 6; 6; 9;
2; 2, ill. 3%-os volt.

Az alabb bemutatand6 vizsgéalati eredmények az
OTKA éltal tdmogatott tudoményos kutatds kere-
tében sziilettek, amikor is illik a jovd (persze a nem
til tdvoli jovs) varhaté mérési és szamitastechnikai
lehetdségeibdl kiindulni. J61 tudjuk, hogy a mikro-
graviméter-mérések Q hibdjat 3 pGal-nal kisebb
értékre jelenleg gyakorlatilag nem lehet lecsokken-
teni, de nem tartjuk irredlisan tavolinak azt az idot,
amikor tovabbi miszerfejlesztésekkel (gondoljunk
pl. a Scintrex-mikrograviméterbe épitett automa-
tikus mérésismétlore, az eredménysorozat azonnali
értékeldjére, mely utobbit pontosabb eredményre
vezetd algoritmussal lehetne miikddtetni akar mar
ma is, Id. HAJAGOS és STEINER [1992]), valamint
a mérés-kivitelezés és a korrekcioszamitds tovabbi
tokéletesitésével /3 pGal-ra is le lehet majd szo-
ritani a mikrograviméter-mérések hibdjat. Vizsga-
latainkat tehat a hiba Q= +/3 pnGal nagysdgéanak a
feltételezésével végeztiik, de ez nem érinti kdvet-
keztetéseinket: probaképpen 0=2-+/3 uGal (tehat
3 pGal-nal nagyobb) hibdval terhelt mérési adatokra
is végeztiink teljesen problémamentesen inverzid
sorozatokat azzal az egyaltalaban nem meglepd ered-
ménnyel, hogy a paraméter-hibdk is megkétsze-
rezddtek.

A Monte Carlo-vizsgélatok tilnyomé tObbsé-
gében ezt a Q= V3 pGal nagysagu hibat Tarantola-
hibaként szuperponaltuk a val6sagos hat6 19 pontban
mért hatdsanak tetszleges pontossaggal ismert érté-
keire. Ennek egyik realizdci6jat a 3. abra tort vonald
szelvénye mutatja be. A példat — a konnyebb abra-
zolhat6sdg kedvéért — a viszonylag szelidebb esetek
koziil vélasztottuk, hiszen gyakran léptek fel a 19
pont koziil 1, 2, 3 (vagy még tobb) pontban tobbszor
10 pGal abszolit hibaval terhelt outlierek. Persze
latjuk, hogy még ebben a szelidnek mindsitett eset-
ben sem ritkdk a teljes g-valtozasi tartomany 10%-
andl is nagyobb eltérések: torténetesen a pontok
37 %-4aban tapasztaljuk ezt az 4brazolt példa ese-
tében.
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3. dbra. Kornyezetgeofizikai jellegli gravitacios 2D-modell rajza (balra alul) a pontos modellparaméter-értékekkel egyiitt (alul
jobbra). Feliil ennek a modellnek a hibatlan gj-hatésait jobbra szimértékekkel, balra (sima vonallal 6sszekotott) nullkorokként
adtuk meg. A tort vonali szelvényt a Tarantola-hiba egy realizdcidjaval kaptuk

Fig. 3. Gravity 2D-model with given geometrical parameters. The error-free values are given (as g;-values as well as by a
smooth curve). The zigzag line represents one single (and moderate) realisation of the measured profile if Tarantola type
errors occur

Egy rovid kitérd: a mérési adatok Qg hibdjat miért
vélasztottuk ausgetippelt Q= V3 3 uGal-nak? Nos, ez
a nagysagu Tarantola-hibamodell azonos a Cauchy-
tipusu eloszlés standard véaltozatdval, amikor is a g
interkvartilis félterjedelem és az € dihézié is pon-
tosan 1-gyel egyenld, hozzdjarulva a viszonyok vala-
mivel jobb technikai attekinthetGségéhez.
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A tovabbiakban ezt a Q, hibat a priori ismertnek
tekintjiik, hiszen graviméterek esetében val6ban nem
irredlis feltételezni a hiba elzetes ismeretét. Ha
valamilyen okbdél ez a feltétel mégsem teljesiilne, az
inverziéval kapott paraméterekkel szamitott érté-
keket célszeri levonni a mért értékekbdl, és az igy
kapott rezidudl adatrendszer empirikus Q értékét
fogjuk Qg-ként elfogadni. Mondhatné valaki, hogy
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ez utdbbi eljaras pontossiga megkérddjelezhets. Ez-
zel a problémaval azonban a P- és Pc-norma ro-
busztussdga miatt teljesen felesleges foglalkozni.

A /3 -vilasztas formai egyszerusitést tesz le-
hetévé a minimalizdlandé formulat illeten: végiil
tehat csak a

ﬁ (1+X7) (an
i=0

kifejezés minimumhelyét kell megkeresniink.

Hogy azonos hibaviszonyok esetén hogyan vi-
selkednek az egyes normék, ezzel a problémaval
Sz0cs [1995b] foglalkozott, nem kevesebb, mint 10
normdra vonatkozéan. Nem tudom azonban meg-
allni, hogy egyetlen abrat (1d. 4. dbra) ne szenteljek
a Pc- és Lr-norma viselkedésének 0sszehasonlitdsara
a vizsgalt gravitdciés modellnél.

A megallapoddsunk szerinti (\/5 nGal-os Taran-
tola-) hibéat szuperpondltuk 25-féleképpen a hiba-
mentes g; értékekre, és mind a 25 esetre elvégeztiik
a Pc-inverzié mellett az L,-inverziét is. A hat mo-
dellparaméter mindegyikére tehat 25-25 db értéket
kaptunk, igy az inverzidval kapott Ry, mi, t1, Rz, mz
és 1y értékek QO-hibdit mindkét normat illetGen meg
tudtuk hatirozni, igy a QL2 /Q, arany is képezhetd
volt. Persze 25 adat még elég kevés ahhoz, hogy
megbizhat6 értékeket kapjunk, ezért az egész pro-
cedurat 5-szor megismételtiik; az igy adédo 5 db

Q, /Qp arinyt mind a hat modellparaméterre a
4. é%ra fels6 felén dbrazoltuk, medidnjaikat hosz-
szabb vonallal. E medidnok legkisebb értéke 1,8
volt, a legnagyobbja 2,76, és amint azt az utolsé
sorban latjuk, a medidnok medidnja kereken 2,4-nek
vehetd. Konkluzionk tehat az, hogy Tarantola-hibak
esetén az Lp-inverzidval nyert paraméterek hibdi
lényegesen (aktudlis Monte Carlo-vizsgéalatunk ese-
tében 2,4-szeresen) nagyobbak a Pc-inverzidval
nyert paraméterértékekhez viszonyitva.

Mondhatna valaki, hogy ebben semmi meglepd
nincs, hiszen a Tarantola-hibikhoz adekvit médon
a Pc-inverzi6 tartozik. Forditsuk meg ezért a szitu-
aciét: szuperpondljunk ugyancsak Q= V3
nagysagu, de Gauss-tipusti hibdkat a hibamentes g;
értékekre, egyebekben pedig sz6rél széra ugyanazt
hajtsuk végre, amit az elGbbiekben tettiink: 5-szor
megismételve a 2x25 db inverziét, a hat modell-
paraméterre vonatkozdan ugyanigy a QL2 10
hibaaranyokat hordjuk fel (Id. a 4. dbra als6 felét),
végill pedig (az utolsé sorban) a medidnokat. A
medidnok medidnja most meglepden kozel adédik
1-hez (pontos értéke 0,91), igy Gauss-tipusi hiba
esetén gyakorlatilag mindegy, hogy L»- vagy Pc-in-
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verzi6t alkalmazunk-e. Ez az eredményiink mar
aligha nevezhetd trividlisnak, hiszen ez gy is inter-
pretidlhat6, hogy az L;-normit még Gauss-tipusi
mérési hibak esetén sem kotelez alkalmazni, esetleg
csak akkor, ha az outlier-mentesség és a kristalytiszta
Gauss-tipus egyidejiileg abszolite garantdlt. A Pc-
norma alkalmazisa pedig ez utébbi, szinte sohasem
el6fordulé esetre sem noveli 10 %-nal nagyobb mér-
tékben az L, alkalmazdsakor jelentkez6 paramé-
terhibat.

A 4. abra csak hibaardnyokat tiintet fel, az egyes
modellparaméterekre vonatkozé Qp-k abszoliit ér-
tékeit nem. Persze ami késik, az nem mulik, de
legyen szabad eldszor felvetniink azt a kérdést, hogy
az eldzdekben fontos praktikus elonyokkel bironak
megismert Pc-inverzi6 esetén lehet-e valamilyen re-
ménylink arra, hogy ezeket a paraméterhibikat az
Lr-inverziéhoz hasonlé moédon, kelld6 matematikai
megalapozassal, elegdnsan szdmithassuk. Sajnos,
nemleges a vélaszunk. Megvizsgiltuk ugyanis a
Tarantola-hiba 200-féle realizdcidjdval azt, hogy a
Pc-inverzidval nyert paraméterek milyen tipusi hi-
baeloszlast mutanak az fy(x) szupermodellen beliil
(ilyen vizsgélatokhoz 25 adat nyilvan kevés lenne). A
vizsgalatokat megismételtiik Gauss-tipust hibak 200-
féle szuperponélasaval is. Az 5. abrdn a r=1/(a-1)
tipusparaméter-tengelyen hordtuk fel az adatokat az-
zal a meglepd eredménnyel, hogy a mélység- és
vizszintes tivolsig-adatok (m1, ma, t1 és 1) tipusa a
t=0,25-tel jellemzett geostatisztikus tipushoz all ko-
zel, az R; és R, hengersugér-adatok pedig jo koze-
litéssel Gauss-eloszldsiaknak (t=0) vehetdk. (A ti-
pus-meghatarozdsok STEINER és HAJAGOS [1995]
szerint torténtek.) Ebbdl az 6nmagédban is érdekes
eredménybdl — amelyre nézve érdemes volna még
tovabbi vizsgélatokat is végezni, — most csak azt a
kovetkeztetést vonjuk le, hogy egy elméleti meg-
kozelitésben jelentdsen eltérd tipusokat egyidGben
kellene kezelni tudni, s ezért vagyunk kénytelenek
arra kovetkeztetni, hogy a kozeljovében elegans
matematikai eredményt a Py-inverzidval nyert
paraméterek hibdinak meghatdrozasara aligha var-
hatunk. (Bar ne lenne igazam.)

Adés vagyok még a Pc-inverzidval nyert para-
méterek hibaértékeinek a megadasaval. Ha a Q-ara-
nyok (ld. 4.4bra) elfogadhatd pontossigi megha-
tarozasara elegenddek voltak 25-elemii paraméter-
halmazok (25-féleképpen szuperpondlva Tarantola-
hibat a hibamentes értékekre és L,-, valamint Pc-in-
verziét végrehajtva), akkor ez bizonydra itt is ele-
gendo lesz; esetleg a procediirat nem 5-szor, hanem,
mondjuk, 10-szer fogjuk megismételni.
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4. dbra. Tarantola-hib4ju g-adatrendszer inverzidja az L2-normaval kb. két és félszer nagyobb paraméterhibikra vezet, mint a
Tarantola-hibanak megfelel6 Pc-normdval végrehajtott inverzié, az utébbi normaval azonban Gauss-tipusi mérési hibak
esetében is az optimdlisndl alig nagyobbak a modellparaméterek hibai

Fig. 4. The errors of the model parameter values gained by the L»-inversion are more than twice as great than by using
Pc-inversion, if the measured values show Tarantola type error. In the contrary, both inversions lead to very near lying
parameter error values, if the measured data have Gaussian error

R Ry m, m h
G: | |
T: I | [
R R, Lo |k m m
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GAUSS-TIPUS GEOSTATISZTIKUS
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5. dbra. A 3. dbra graviticiés modelljénél a geometriai paraméterekre vonatkozd becslések eloszldstipusa a Gauss-féléhez
kozelinek adédott a hengersugarak (R1 és R2) esetén, mig a mélység- (m1 és my) és tavolsigparaméterek (1 és r2) becsléseinek
eloszlastipusa a geostatisztikus eloszlastipushoz (a=5) adédott kozelinek, attdl fiiggetleniil, hogy a méréseket Gauss-féle,
vagy Tarantola-tipusu hiba terhelte-e

Fig. 5. Independently of the type of the errors of the measured g-data, the estimates of two model parameters (R} and R2)
show nearly Gaussian type, in the contrary, the estimates for the other four model parameters (mi, m2, t| and t2) are
approximately geostatistically distributed
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A 6a., 6b., 6¢., 6d., Ge., és 6f. dbrdk vonalparjai
rendre az Ry, Ry, mi, ma, t1 és t, modellpara-
méterekre vastag vonallal az interszextilis interval-
lumot jelzik, ahol a medidnt és a kvartilisek értékeit
is bejeloltiik. Meghosszabitottuk tovabba — vékony
vonallal — a hibékat jellemzd, 2Q hosszisagu inter-
vallumot az aktuélisan minimalisnak, ill. maximalis-
nak ad6dé paraméterértékig.

A vonalparok koziil a fels6 mind a hat paraméterre
annak az esetnek felelt meg, amikor 25-féleképpen
szuperpondltunk Tarantola-hibat a hibamentes ér-
tékekre. A tizszeres ismétléssel 9 cm-tdl 17 cm-ig
terjedd 10 db Q hibaérték adédott az R; hibdjara,
amelynek medidnja 10,5 cm-nek, azaz 7%-osnak
adédott.Ugyanezt a procedirat végrehajtva Rp-re
6,3 %-o0s a meghatéarozott hiba; mj-re 8,5 %-os, mp-re
6,9 %-os hibat kaptunk. A f;-re és f;-re nyilvan nincs
értelme, hogy szédzalékosan adjuk meg a hibét, hi-
szen a ) és rp tavolsagot egy Onkényesen felvett
orig6tél szamitottuk. A vizszintes tdvolsidgok
Q,,ill.Q, abszolit hibaértékei meglepGen kicsi-
nyeknek '39 cm- -nek, ill. 25 cm-nek adddtak. A
vazolt eljars utan szinte pillanatokon beliil meg lehet
adni a becslést a hibdk (szintén Q értelemben felfo-
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gott) hibdjara is: ez az ért€k Rj-re, Rp-re, mj-re,
my-re, t1-re és f-re rendre 14 %-os, 21%-o0s, 16 %-
08, 17%-os, 27 %-os és 33 %-os értékiinek adodott.

Es ezzel le is zrhatndm a paraméterek hibdira
vonatkoz ismertetésemet, ha megelégednék elmé-
leti tdjékozédéssal, ill. tdjékoztatdssal. Fiilembe
cseng azonban a gyakorlati szakember felettébb jo-
gos kérdése: uram, ez mind nagyon szép, de nekem
nem 25 (vagy plane 10x25), hanem csak egyetlen-
egy gi adathalmazom van 19 elemmel, és ebbdl mind
a hat paraméterre csak egyetlenegy értéket tudok
meghatdrozni; ennek a minddssze hat paraméter-
adatnak a hib4jarél szeretnék tajékozodni: mi ilyen-
kor a teend6m?

Indoklds nélkiil ugyan, de vélaszként azonnal
megadom a receptet a feltételezett kérdezOnek: a
mért (tehat hibaval terhelt) adatokra sziveskedjék,
mondjuk 25-szor, az eredeti hibaval azonos, tjabb
hibdkat szuperponélni, (ez iddig analég az Arany
Janos-féle sz6l6sgazda jégveréskor alkalmazott
modszerével, amikor doronggal paskolvan szélejét,
igy kiéltott: ,,én uram-isten! csak rajta! hadd ldm:
mire megyunk Ketten!”), — és az inverziét (az elsén
til) még 25-szor elvégezve sziveskedjék megrajzolni

mindegyik modellparaméterre az
interszextilis intervallumot. Az
igy kapott intervallumhossz fele-
ként ad6do Qp_ kétharmadaval,
mint felsé vonas nélkiili Q,, . -vel
kell6 biztonsaggal jellemezheti az
elsd, egyetlen inverzi soran kapott
modellparamétereinek hibdit.

6a. dbra. 25-szor fiiggetleniil generalt
19 db Tarantola-hibanak a gravitacios
adatokra val6 szuperpondldsa utdn az
R becsiilt értékeinek bizonytalansagat
a vastag vonallal rajzolt interszextilis
intervallum félhossza (Qp ) jellemzi
akkor, ha a szuperpozicio hibtlan
adatokra tortént (Id. a vonalpdrok
koziil a fels6t). Ha mar hibds mérési
adatokra tortént ugyanezen véletlen
szamok szuperpondldsa (10 esetre
realizdlva a primer médon hibas mérési
adatokat), akkor az inverziéval kapott
eredmények bizonytalansigait Q
vonalpérok koziil az alsén vastagoﬁ
rajzolt vonalszakasz félhossza jellemzi

Fig. 6a. Figure to the proposed Monte
Carlo method for the estimation of

Or,

2 R,szamitott erteke
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6b. dbra. 25-szor fiiggetleniil generalt
19 db Tarantola-hibdnak a gravitacids
adatokra valé szuperpondldsa utin az
R becsiilt értékeinek bizonytalansagit a
vastag vonallal rajzolt interszextilis
intervallum félhossza Q,) jellemzi
akkor, ha a szuperpozicio hibatlan
adatokra tortént (Id. a vonalparok koziil
a fels6t). Ha mar hibas mérési adatokra
tortént ugyanezen véletlen szimok
szuperpondldsa (10 esetre realizilva a
primer modon hibds mérési adatokat),
akkor az inverzidval kapott eredmények

. bizonytalansagait Q , a vonalpédrok

koziil az als6n vastagdn rajzolt
vonalszakasz félhossza jellemzi

Fig. 6b. Figure to the proposed Monte
Carlo method for the estimation of

Or,

6¢. dbra. 25-szor fiiggetleniil generalt
19 db Tarantola-hibdnak a graviticiés
adatokra val6 szuperponaldsa utdn az m)
becsiilt értékeinek bizonytalansigat a
vastag vonallal rajzolt interszextilis
intervallum félhossza Q,) jellemzi
akkor, ha a szuperpozicié hibatlan
adatokra tortént (Id. a vonalparok koziil
a fels6t). Ha mar hibas mérési adatokra
tortént ugyanezen véletlen szdimok
szuperpondlasa (10 esetre realizdlva a
primer médon hibas mérési adatokat),
akkor az inverzi6val kapott eredmények
bizonytalansigait Q ~, a vonalpdrok’
koziil az alsén vastagén rajzolt
vonalszakasz félhossza jellemzi

Fig. 6¢. Figure to the proposed Monte
Carlo method for the estimation of Oy,
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6d. dbra. 25-szor fiiggetleniil generalt
19 db Tarantola-hibanak a graviticios
adatokra val6 szuperponaldsa utdn az
m becsiilt értékeinek bizonytalansagat
a vastag vonallal rajzolt interszextilis
intervallum félhossza(Q, ) jellemzi
akkor, ha a szuperpozxcxé hibatlan
adatokra tortént (Id. a vonalparok koziil
a felsdt). Ha mar hibds mérési adatokra
tortént ugyanezen véletlen szamok
szuperpondldsa (10 esetre realizilva a
primer médon hibas mérési adatokat),
akkor az inverziéval kapott eredmények
bizonytalanségait QO , a vonalpirok
koziil az alsén vastagon rajzolt
vonalszakasz félhossza jellemzi

Fig. 6d. Figure to the proposed Monte
Carlo method for the estimation of

O,y

6e. dbra. 25-szor fiiggetleniil generalt
19 db Tarantola-hibanak a graviticiés
adatokra valé szuperponaldsa utén a 1
becsiilt értékeinek bizonytalansagit a
vastag vonallal rajzolt interszextilis
intervallum félhossza (Q,) jellemzi
akkor, ha a szuperpozicio 'hibétlan
adatokra tortént (1d. a vonalparok koziil
a fels6t). Ha mar hibas mérési adatokra
tortént ugyanezen véletlen szamok
szuperpondldsa (10 esetre realizdlva a
primer mddon hibas mérési adatokat),
akkor az inverzi6val kapott eredmények
bizonytalansigait Qp., a vonalpérok
koziil az alsén vastagdn rajzolt
vonalszakasz félhossza jellemzi

Fig. 6e. Figure to the proposed Monte
Carlo method for the estimation of Oy
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A fenti recepthez bizonyitékul eldszér a 6a., 6b.,
...,0f. dbrékon szerepld vonalparok koziil az alsokat
sziveskedjenek tekinteni: ezek gy késziiltek, hogy
10 esetben egy-egy Q= V3 uGal-os Tarantola-
hibat szuperponaltunk a hibamentes adatokra, majd
ezeket rogzitetten tartva szuperponaltuk ugyanazt a
25-féleképpen realizdlt Tarantola-hibat, amelyek
eredményeképpen a 6a.—6f. dbrdk vonalparjainak
fels6 részén a mar megtargyalt, de a gyakorlat
igényeit nem kielégitd mddon a ij -intervallu-
mokat megszerkeszthettiik.

Az Osszesen 60 vonalpar Osszehasonlitidsa rané-
zésre igazolja azt, hogy az ajanlott Monte Carlo-re-
cept szerint ad6d6é Q,,. -kel tilnyomdan felsd becs-
1ést kapunk az egyetler{ inverziénkbdl szirmazé mo-
dellparamétereink Q). hibajara. Ez teljesen érthet,
hiszen a Q,/0, aranyok egyrészt 1-nél biztosan
nagyobbak, hiszen a Tarantola-hiba egy masik (igaz,
hogy régzitett) Tarantola-hibdval van novelve. Mas-
részt, ha mind a 25 esetben két fiiggetlen Tarantola-
hiba §sszegét szuperpondltuk volna a hibétlan érté-
kekre, akkor — a g; hiba tipusénak stabilitdsdbol és
o=1-bdl kévetkezden — pontosan kétszer akkora
Tarantola-hiba terhelné mérésiinket, amely — aho-
gyan arr6l mar sz6 volt, — a paraméterhibdkat is
megkétszerezné. Ebbdl az kovetkezik, hogy
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6f. dbra. 25-szor fiiggetleniil generalt
19 db Tarantola-hibanak a gravitacids
adatokra valé szuperpondldsa utdn a £,
becsiilt értékeinek bizonytalansagat a
vastag vonallal rajzolt interszextilis
intervallum félhossza (Q,) jellemzi
akkor, ha a szuperpozicié hibatlan
adatokra tortént (Id. a vonalparok koziil a
fels6t). Ha mar hibds mérési adatokra
tortént ugyanezen véletlen szamok
szuperpondldsa (10 esetre realizilva a
primer mddon hibas mérési adatokat),
akkor az inverziéval kapott eredmények
bizonytalansagait Q p,» a vonalparok
koziil az alsén vastagoln rajzolt
vonalszakasz félhossza jellemzi

Fig. 6f. Figure to the proposed Monte
Carlo method for the estimation of @

a é 0, ardnyok mindegyike 1 és 2 kozé esik, igy,
kissé’ nagyvonaldan, 1,5-nek becsiiljiik ezt az aranyt.
Az ebbdl kovetkezd 2/3-os értéki korrekcids faktor
haszndlhat6sagat a 7. dbran feltlintetett tablazat ér-
tékparjainak Osszehasonlitdsaval ellendrizhetjiik. A
10 adatpéar csak a #, modellparaméternél bizonyult
kevésnek, a 2x10 adatsor furcsa eloszlasat, és ezzel
41%-os felsdG becslést eredményezve. A tobbi ot
modellparaméternél a dolgozatban javasolt modszer-
rel szdmolt és a valddi hibaértékek kozotti eltérések
nem haladtdk meg abszolut értékben a 16 %-ot.

Itt tulajdonképpen most mar valéban vége is le-
hetne a dolgozatnak, de befejezésiil roviden legyen

~ szabad még egyszer visszatérnem a paraméterhibak

Monte Carlo-szamitasok nélkiili, matematikai ered-
ményekre tdmaszkodo elegans szamithatdsagara, ill.
egy ilyen eljards kidolgozasianak a reménytelen-
ségére, amely mddszer tehat tetszdleges normara és
barmilyen mérési hibatipusra alkalmazhat6 lenne.
Mint lattuk az 5. 4brén, geostatisztikai, ill. kozel -
Gauss-eloszlasi paraméter-eloszlasokat kaptunk
ugyanazon inverzi6 sordn. A tisztdn geostatisztikus
tipust standard esetben a 0=0,5496, ill. a
o =1/Ja-3 =12 =0,7071 hiba jellemzi;
o/Q tehéat 1,29. Emlékeziink, hogy a Gauss-elosz-
lasra ez az arany minddssze 1,03 volt, azonos Q-hoz

Magyar Geofizika 36. évf. 4. szam
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Fig. 7. Preliminary Monte Carlo verification to the equation’ Q P, =23=Q »

tehat pusztén tipuskiilonbségbdl szarmazdan 60 %-os
variancia-eltérések tartozhatnak. Talan ez az egyet-
len adat is érzékelteti azt, hogy mar a paraméterhibak
tipusainak kiilonbozdsége is milyen mértékben te-
heti az eredmények mindsitését bizonytalanna.
Ami az elméletet magét illeti, a klasszikus statisz-
tikdra tdmaszkodd, a modellparaméterek hibdira

Magyar Geofizika 36. évf. 4. szam

vonatkozdan jol kidolgozott mindsitési mddszernek
az 4altaldnositdsa tetszdleges mérési hibatipusok és
kiilonb6z6 norméik eseteire a fentiek szerint matema-
tikailag e pillanatban szinte megvalGsithatatlannak
latszik. Szerencsére azonban a statisztika nem mads,
mint matematika + szdmitdstechnika, és ahogyan azt
korabban lattuk egy egyszerid graviticids inverzios
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modell hibaviszonyainak vizsgélatdval kapcsolat-
ban, a szdmit4stechnika (a maga hosszadalmas
Monte Carlo-vizsgélataival) hozzasegithet a meg-
oldashoz benniinket akkor is, amikor az egyébként
olyannyira elegdns matematika egyeldre csddot
mond.

Végiil, ambar korintsem utolsésorban, de va-
l6szindleg feleslegesen hivjuk fel tisztelt olvaséink
szives figyelmét arra, hogy a gravitaciés modell-
példan e dolgozatban részletesen bemutatott Monte
Carlo-eljaras dltaldnosan, elvileg barmilyen inverzio
esetén alkalmazhaté a paraméterhibdk meghatdro-
zdsdra. A Q, | Q, -ardnyra éltaldnos stabilis elosz-
l4s, mint mérési hibatipus-modell esetén 2/(1+2"4)
a becsiilt érték, igy a dolgozatban ismertetett Monte
Carlo-procediiraval nyert q -bél a

0,- =250, (12)
formuldval becsiilhetjiik valamely mérési adatrend-
szer inverzidjaval nyert geofizikai modellparamé-
tereink hibait.

Még egy utols6 megjegyzés: ha mérési hibaink
tipusat az fz(x) szupermodell egy elemével szeret-
nénk modellezni, a (12)-vel (némi tovabbi
kozelitéssel ugyan, de) tovédbbra is dolgozhatunk,
mivel nemcsak azt tudjuk mar régebbrdl (kvalitative
Id. pl. a STEINER [1990] 247. oldal4n lev$ dbrat),
hogy az fa(x) eloszlastipusokhoz a Gauss-Cauchy
tipustartomanyban a stabilis eloszldsok nagyon ha-
sonldak, de Gjabb eredményként kvantitative is meg
tudjuk adni [HAJAGOS és STEINER 1995], hogy adott
a-ju fa(x)-tipushoz milyen a-val jellemzett stabilis
eloszlastipus 4ll a legkozelebb. Vildgos, hogy e
kozelitések (beleértve a (12) faktorat is) még tovabbi,
sokoldalu vizsgélatot kovetelnek, de ezek a szam-
értékek szignifikdns véltozasara semmiképpen nem
fognak vezetni.

A szerz8k koszonetet mondanak az OTKA ti-
mogatasanak, amely nélkiil a dolgozatban javasolt
modszer tesztjeit (pl. tobbezer sokvéltozds globélis
minimumhely-meghatarozast) nem 4llt volna méd-
jukban végrehajtani.
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KOZKELETU TEVEDESEK A ROBUSZTUS STATISZTIKA
ELMELETEBEN ES GYAKORLATABAN

Steiner Ferenc

A statisztikai algoritmus hatdsfokanak anyaeloszldstipust6l val6 jelentds fiiggetlensége, azaz
robusztussdga, azonos az outlierekre (9uwa hib4ju adatokra) val6 érzéketlenséggel, azaz
ROBUSZTUSSAG = REZISZTENCIA.

A rezisztencia puszta tényének ellendrzése (akdr csak néhdny tetsz6leges jarulékos adat
szerepeltetése a mérések valédi értékei mellett, és az igy kapott inverzié eredményének
egybevetése az outliermentes inverzié eredményeivel) tehdt elegend6 a robusztussdg fokdnak a
megitéléséhez.

A P,- és P; -normék minimalizdldsdn alapulé algoritmusok, kozos neviikon MFV-eljardsok a
legkisebb négyzetes elv (azaz az L,-minimalizilds) specidlis iterativ siilyozdssal megvaldsitott
variansai, azaz

MFV-ELJARASOK = SPECIALIS IRLS-MODSZEREK.
(IRLS: iteratively reweighted least squares, MFV: most frequent value).

3] MFV-ELJARASOK = SPECIALIS ML-MODSZEREK

(ML: maximum likelihood)

4] A SKALAPARAMETER-FORMULA MEGVALASZTASA
CSEKELY FONTOSSAGU A HELYPARAMETER
TULAJDONSAGAINAK (PL. ROBUSZTUSSAGANAK)
A SZEMSZOGEBOL.

A REZISZTENCIA VIZSGALATAKOR ELHAGYHATOK
A KLASSZIKUS KATASZTROFAPONT- (BREAKDOWN
BOUND) VIZSGALATOK.

(Az ut6bbi fogalom definici6jara nézve Id. Andrews et al. immar csaknem negyedszdzaddal
ezeldtt megjelent, "Robust Estimates of Location" c. konyvét).

MEGJEGYZESEK A FENTI TEVEDESEKHEZ,

Ad. 1: A robusztussdgot ma mar kvantitativ mé-
roszammal illik jellemezni. Ennek meghataroza-
saban outlierek egyaltalaban nem jatszanak szere-
pet, igy a robusztussig mértéke a rezisztencia
mértékétdl teljesen fiiggetlen lehet abban az ér-
telemben, hogy két, Al-gyel és A2-vel jelolt
statisztikai algoritmus (hibatipusok valamely vart
gyakorisagara vonatkozd) r robusztussagira fenn-
allo r(A1)>r(A2) relaciéval egyidejiileg (vala-
mely, szintén val6szintinek itélt outlier-modell
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esetén) a rezisztencia mértékére akar éppen a
forditott relacié is teljesiilhet.

Ad. 2: Az els6 (kezdettSl fogva tobb ismeretlen

mennyiség statisztikai jellegli szdmitdsira meg-
fogalmazott) MFV-eljardis 1965-ben norma-ex-
trémumhely keresésként definidltatott, amelyben
semmiféle iterativ stilyozds nem szerepel. A pa-
raméterekt6] vald linedris fiiggés specialis ese-
tében valdban sokdig kényelmes volt az MFV-
eljardsok normaminimum-kereséseit kész least
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squares programokkal végrehajtani, de a fent
emlitettek vildgossa teszik, hogy ezek az ut6bbi
esetek tekintendSk az 4ltalinos Pi- és P;'-nor-
makra épiil0 statisztikus eljarasok specialis esete-
inek és nem megforditva.

Ad. 3. A T helyparaméter (vagy paramétervektor) és

az S skalaparaméter meghatirozdsa minden elmé-
letileg megalapozott statisztikai eljardsnal egyet-
len algoritmuson beliil, szimultin torténik. Mar-
pedig kimutathatd, hogy ennek skdlaparaméter
meghatarozasra vezetd részalgoritmusa (a
klasszikus Gauss-eloszlas hipotézisét, mint egyet-
len kivételt figyelmen kiviil hagyva) sohasem
vezet azonos formuldval megadhat6 feltételre a
skdlaparamétert illetben, ha egyszer az infor-
macidveszteséget minimalizaljuk (azaz MFV-el-
jarasokkal dolgozunk), maskor pedig a likeli-
hood-fiiggvény S szerinti parcidlis derivéltjara
nézve koveteljiik szokdsosan meg, hogy az zérus
legyen. (Ez az utdbbi kovetelmény egyébként
nem is vezethet rezisztens eljardsra, mar magabol
a ML-elvbdl kovetkezGen sem). Mivel a (7,S)
értékpart egyetlen algoritmus egyidejileg szol-
giltatja, a 3 tévedésben az egyenlGségjel akkor
sem tehetd ki, ha az algoritmus 7-re vonatkozd
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részalgoritmusa betirdl betlire megegyezik az
MFL és az ML esetekre.

Ad. 4: A helyparaméter meghatarozas robusztussagi
mérdszdma lényegesen kiilonbozhet azonos 7-
meghatdrozdsi formula esetén is, ha a skila-
paraméter formuldk kiilonbozok.

Ad. 5: Sziikséges tudni az alkalmazni kivant méd-
szerekr6l, hogy azok maximum hény szdzaléknyi
outliert tolerdlnak még az eredmények szigni-
fikans valtozdsa nélkiil. Kuriézum, de megemli-
tendd, hogy ez az n,,/n arany (n,, az outlierek
szdma, n az Osszes adatok szima) érdekes médon
még a 0,5-6t is meghaladhatja bizonyos Py, ill.
P;* normak alkalmazisa esetén (egy graviticios
inverzié analizisével kapcsolatban SZUcCS P. mu-
tatott be erre példat az 1995 decemberében Mis-
kolcon tartott , Geofizikai inverzié” témdajd or-
szagos tudomanyos ankéton).

Megjegyzés: A tisztelt olvasénak, akit részletek,
ill. bizonyitdsok is érdekelnek, annak a két dolgozat-
nak az ittanulményozéasat ajanlom, amelyek a Geo-
physical Transactions 38. kotetében (1993-ban) a
193. oldaltél a 230. oldalig jelentek meg (HAJAGOS
B. és a szerzd tollabdl).
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