
A geofizikai inverzióval nyert paraméterhibák 
meghatározása, ha az inverziót egyrészt tetszőleges mérési 

hibatípus esetére, másrészt a reziduálok tetszőleges 
normája abszolút minimumhelyének globális 

optimalizációval történő meghatározásával hajtjuk végre1

A módszer részletes bemutatása gravitációs környezetgeofizikai modellre, a mérések 
Tarantola-hibájára és a Pc-norma alkalmazására történik

STEINER FERENC2,HAJAGOS BÉLA2

Az univerzális gravitációs állandó különböző munkacsoportok által meghatározott értékeinek 
különbsége egy egész nagyságrenddel is nagyobb lehet, mint az egyes szerzők által a saját mérési 
eredményükre becsült hibák. Különös élességgel veti fel ez a körülmény azt, hogy az inverzió 
hibaviszonyainak vizsgálatát megelőzően mindenekelőtt olyan hibajellemző alkalmazásában kell 
megállapodnunk, amely hibatípustól függetlenül megbízhatóan alkalmazható. Az elővezetett 12 
lehetőségből a Q interszextilis félterjedelem több szempont szerint is megfelelőnek mutatkozik (és 
ráadásul a Gauss-hibatípus esetén értéke csaknem azonos a szórás értékével, így a megszokott 
klasszikus statisztikához ezzel a köldökzsinórral csatlakozik).

A tetszőleges reziduál-norma globális minimalizálásával, tetszőleges mérési hibatípusú 
környezetben végrehajtott geofizikai inverziónak az eredményei (pl. gravitációs modell geometriai 
paraméter értékei) nyilván hibával terheltek, azonban az adott premisszák esetére jelenleg a 
matematika még nem szolgáltat olyan elegáns lehetőséget a modellparaméter-hibák 
meghatározására, mint az L2-normára épülő klasszikus statisztika nyújt a szokásosan elfogadott 
(de ritkán teljesülő) premisszák mellett. A dolgozat szerzői jól definiált Monte Carlo-módszert 

javasolnak a meghatározott paraméter értékek hibáinak a meghatározására, a fenti értelemben 
felfogott általános geofizikai inverzió esetére.

F. S t ein er , В. h a ja g o s: Determination of the parameter errors (demonstrated on a 
gravimetric example) if the geophysical inversion is carried out as the global minimization 
of arbitrary norms (demonstrated by the Pc norm)

It seems to be unavoidable to accept leastways in the geosciences a new error-characteristic 
instead of the scatter (standard deviation) to exclude e.g. in the practice of inversion such crass 
contradictions (see Fig. 1) which are at least partly due to the error determination method of the 
classical statistics. From the presented 12 possibilities the semi-intersextile range (Q) was chosen 
and used by the authors for characterize the errors of model parameters gained by general 
statistical inversion methods. As for the errors of the gravimetrically measured gi values Tarantola 
type (i. e., Cauchy type) was supposed (Tarantola: uthe Cauchy function ”... ”seems to be adequate 
for modelling suspected outliers by an unknown amount1'), the global minimization of the Pc 
norm of the X/ residuals was applied as inversion method. The nowadays not yet reachable 
measuring accuracy figuring in the paper has no influence to the conclusions but the authors 
strived after such presentation of the proposed method and of the results which are as simple as 
possible, see e.g. the extreme simplicity of expression (11) which is to be minimized in such 
circumstances. Unfortunately, for arbitrary type of measuring errors and for arbitrary residual 
norms as yet not any mathematical method is available (to make clear the difficulties: even the 
error distribution types of the estimates for different model parameters figuring in a single 
inversion can differ from each other significantly). The Monte Carlo method proposed by the 
authors for the error determination of inversion results is generally applicable.

1 Elhangzott a MGE Általános Geofizikai Szakosztálya Tudományos Ankétján, Miskolcon 1995. december 12-én. (A szerzők a tisztelt olvasó 
kollégák megértését kérik azért, hogy a dolgozaton néhol túlságosan érezhető az előadásszöveg jelleg, mivel nem tettünk elegendő lépést annak 
érdekében, hogy a dolgozatok — pardon: dolgozataink— szövegezésének egyébként megszokott szürkeségi szintjét elérjük.)

2Miskolci Egyetem Geofizikai Tanszék, H-3515 Miskolc,Egyetemváros
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A gravitációs körökben közismert Barta és Ha- 
JÓSY [1985, 1986] cikk egyik elgondolkodtató áb
ráján ugyanarra az univerzális állandóra (nevezete
sen az általános tömegvonzás konstansára) három 
szerzőtől látunk eredményeket, hibaintervallumuk
kal együtt. A három hibaintervallumnak egyetlen 
közös pontja sincs, amiből megrendültén értesülünk, 
statisztikai szemszögből értékelve a szituációt, hogy 
a konvencionális hibaszámítást elfogadva teljesen 
abszurd helyzetekkel is szembesülhetünk. Varga 
Péter igazgató úr jóvoltából, aki egyik szakmai 
konzultációnk során újabb mérési eredmények lelő
helyére, Chen és Cook [1993]-ra hívta fel figyel
memet, módom van most egy analóg, és még ri
asztóbb ábra bemutatására, négy szerző eredményei 
alapján, akik ugyancsak az általános tömegvonzás 
á llandójának  m eghatározását tűzték  ki célul 
(1. ábra). Az 1. ábra alapján könnyű megállapítani,

1. ábra. Ugyanazon mennyiségre végzett mérések 
eredményei között egy nagyságrenddel is nagyobb lehet az 

eltérés, mint amilyen hibát a szerzők (feltehetően a 
klasszikus statisztika formuláival számolva) megadtak saját 

adatuk bizonytalanságának a jellemzésére
Fig. 1. Real differences can be by an order larger than the 
estimated errors. This contradiction can be (at least partly) 

due to the mechanical application of the results of the 
classical statistics

hogy ugyanarra az univerzális állandóra meghatáro
zott értékek különbségei e egész nagyságrenddel 
is nagyobbak lehetnek, mint a szerzők által jó
hiszeműen, a klasszikus statisztika alapján megadott, 
azaz vélhetően empirikus szórásként számított hi
baértékek. Azt hiszem, egyetértünk, hogy BECKETT 
és Ionesco drámáin, az abszurditás mértékét il
letően, ez az 1. ábra messze túltesz.

Az okok egyikére Steiner et al. [1996] már 
rámutatott, hogy ti. nagyobb valószínűséggel kap
hatunk a a  szórás valódi értékére szignifikáns mér
tékben optimista becslést (azaz a valóságosnál jelen
tősen kisebb értéket, mint amilyen valószínűséggel 
annál nagyobbat), ha a közvetlenül mért mennyi
ségek szokásosan korrigált empirikus szórását szá
mítjuk a a szórás becsléseként. Legyen szabad a 
következőkben egy másik lehetséges, szintén sta
tisztikai jellegű okra felhívnom a figyelmet.

Az 1. ábrán eredményeikkel szereplő kutatók vagy 
teamek nyilván levezetett mennyiségként számították 
az univerzális gravitációs állandó értékét. Ennek leg
egyszerűbb esetében az у levezetett mennyiséget a 
közvetlenül mért X1J 2mennyiségekből 
valamely g(x\, ..., xr) függvény segítségével szá
míthatjuk, azaz

y=g(xl,x2,...,xj, . . . j r). (1)

Ha az összes Xj-tGauss-típusú (ún. normálelosz
lású) hiba terheli, akkor a jól ismert formulával az у 
leszármaztatott mennyiség ay szórását a következő 
formula szolgáltatja:

(2)
ahol a parciális deriváltak értékei természetesen az 
X j -к meghatározott értékeivel számítandók, a 
°x  pedig az xj szórása.

Tekintettel arra, hogy a Gauss-eloszlásra vonatko
zóan a q interkvartilis félterjedelem a <7=0,6745ct 
összefüggés szerinti érték, a qy számítása nyilván a 
következő összefüggés alapján történik:

(3 )

Itt q helyett bármely interkvantilis félterjedelem
re, pl. a Qinterszextilis félterjedelemre is áttérhet
tünk volna; utóbbi esetben a Gauss-eloszlásra érvé
nyes 0= 0 ,9674  a  összefüggést idéztük volna. (A 
q-га. és ß -га vonatkozóan emlékeztetőül Id. a
2. ábrát.)

A (3) kifejezés általánosítható, mégpedig arra az 
esetre, amikor az Xj-к hibái nem Gauss-típusúak, 
hanem valamely más szimmetrikus, ún. stabilis 
eloszlást követnek, azaz sűrűségfüggvényük az 

00

f j x )  = — I exp(-ГУ a).cos (t(0 < a < 2 )  (4)

formulával írható le standard esetben [ld. pl. Stei
ner 1990]. (Bizonyára emlékezünk arra, hogy a 
stabilitás fogalma a következőt jelenti: valamely 
a-val jellemzett típusú valószínűségi változókat 
összegezve az eredmény is ugyanazzal az a  
típusparaméterrel jellemzett stabilis eloszlás lesz.) 
Ezek után lássuk a (3) tetszőleges szimmetrikus 
stabilis eloszlásra érvényes, általános alakját. íme:
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(5)

(ld. újra az imént idézett könyvet). Az a = 2-vei а (3) 
formulaként közölt (Gauss-típusú hibára vonatkozó) 
kifejezést kapjuk valóban vissza, azaz az (5) valóban 
a (3) általánosítása.

Jó lenne tudni, hogy a z o n o s ^  primer hibákhoz 
qy-xa. ez az utóbbi,vagy a klasszikus (3) szolgáltat-e 
nagyobb eredményeket. Egy teljesen általános vizs
gálat bonyodalmait elkerülendő, radikálisan egy
szerűsítő feltevéssel élünk: feltesszük, hogy mind
egyik xj hibája azonos mértékben járul hozzá a qy 
hibájához, azaz fennáll, hogy

2. ábra. A q interkvartilis, ill. a interszextilis 
félterjedelmek definíciói (a törtszámok valószínűségek)
Fig. 2. The definition of the semi-interquartile (q) and 

semi-intersextile ( ) ranges

Ritkán hivatkozunk tekintélyekre, de most (és a 
dolgozat további részeiben is) fogadjuk el az inverzió 
egyik pápájának, TARANTOLÁnak a felfogását arra 
vonatkozóan, hogy Cauchy-eloszlású hibát feltéte
lezve egyúttal már az outlier-előfordulásokat is mo
delleztük. Legyen szabad ezt Tarantola [1987] 
303. oldaláról szó szerint is idéznem: „the Cauchy- 
function...seems to be adequate for modeling sus
pected outliers by an unknown amount” . A leszár
maztatott hiba szemszögéből persze édes mindegy, 
hogy az Xj-к hibái milyen effektusok eredőjeként 
adódtak Cauchy típusúaknak. Ismeretes másrészt, 
hogy az a  =  l típusparaméterhez tartozó stabilis 
eloszlás azonos a Cauchy-eloszlással, amikor is az 
általános (5) formula a következő, igen egyszerű 
alakot ölti:

A két formula összehasonlításából az következik 
tehát, hogy a leszármaztatott mennyiségnek a Taran- 
tola-feltevésnek megfelelő (8) formulából számít
ható, reális qy hibaértékéhez képest a klasszikus (9) 
formula négy közvetlenül mért mennyiség esetén 
csak feleakkora, kilenc közvetlenül mért mennyiség 
esetén csak harmadakkora értéket szolgáltat. A Ta- 
rantola-feltevés negligálása, azaz a klasszikus (2) 
formula használata a leszármaztatott mennyiség hi
bájának meghatározására ahhoz vezethet tehát, hogy 
a valóságos hibánál 50%-kai, 67%-kai vagy akár 
ennél is nagyobb mértékben, — mindenesetre, ha a
(7) szerinti egyszerűsítés jó közelítéssel teljesül —, 
általában 100 • 4 r  %-kal csökkentett hibaértéket 
kaphatunk eredményül még akkor is, ha a (2)-ben a 
közvetlenül mért mennyiség hibájának valódi 
értéke szerepel. (Persze nem felejtettük közben el, 
hogy ezekre is többé-kevésbé, de esetenként irreáli
san optimista becsléseket alkalmazunk a klasszikus 
statisztika gyakorlatában, St e in e r  et al. [1996] sze
rint.)

A jelen dolgozat szerzői nem gondolják, hogy az
1. ábrán nyilvánvalóvá tett ellentmondások egészük
ben statisztikai eredetűek, de már maga az is meg
döbbentő, hogy a konvencionális módon nem kezel
hető hibatípusokra a klasszikus statisztikát mecha
nikusan alkalmazva elvileg lehetséges az, hogy ezek 
az ellentmondások kizárólag statisztikai okokra le
gyenek visszavezethetők.

Mindezeket átgondolva (és esetleg még egyszer 
egy pillantást vetve a hibát illetően félelmetes mér
tékű bizonytalanságokat tükröző 1. ábrára) talán 
kimondhatjuk, hogy ha a szórás helyett újabb hiba
jellemzőt keresünk, megengedhető, hogy az már a
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definícióját tekintve is valamennyire, mondjuk 
15-16% -os mértékben bizonytalan legyen. Külön
ben is, az inverzióval meghatározandó mennyiségek 
hibáit általános esetben aligha várhatjuk lényegesen 
kisebbnek, mint mondjuk 5 %-osnak, s így ha a hiba 
hibája 20%-os lenne is, ez maximálisan 1 %-ot jelent 
a hiba meghatározott értékében.

A tisztelt olvasó már kezdhet jogosan aggódni, 
hogy a dolgozat végül révbe ér-e abban az értelem
ben, hogy valamilyen gravitációs inverzió hibavi
szonyainak bemutatásáig sikerül-e eljutni. De ezzel 
a kérdéssel nem foglalkozhatunk addig, míg vala
mely javaslattal nem élünk és meg nem állapodunk 
az alkalmazandó hibadefiníciót illetően, amely tehát 
kielégítően működik a Tarantola-féle hibamodell ese
tében is, és nem mutatja a szórásnak, általában a 
klasszikus statisztikának az imént egy kicsit közelebb
ről is megismert, hibaszámításra vonatkozó veszé
lyeit.

A hibadefiníciók kiválasztásához bemutatok egy 
táblázatot 13-féle hibát bemutatva (mint egy étlapot 
ld. az I. táblázat felső részét, amelyet Hajagos és 
Steiner [1993] dolgozatából vettünk át), amelyek 
öt jól ismert hibaeloszlás-típus standard eseteit jel
lemzik. A táblázat alsó része megadja ennek az ötféle 
sűrűségfüggvénynek az analitikus alakját is.

Időhiány miatt lehetetlen most 13-féle hibával 
foglalkoznunk. Az I. táblázat utolsó két oszlopában 
az interkvartilis (q) és interszextilis (Q) félterjedel
mek állnak (ezek — főleg az utóbbi — definíciójára 
vonatkozóan legyen szabad újra a 2. ábrára utal
nunk).

Az s dihéziónak a táblázat utolsó sorában máso
dikként feltüntetett egyenletnek kell eleget tennie. Itt 
Xi a teljesen általános értelemben vett eltérés vagy 
másképpen fogalmazva: reziduál (mért mínusz 
számított érték, akárhány ismeretlen paraméter 
szerepeljen is a számított érték meghatározási al
goritmusában). Ugyanezekkel az A,-kkel definiált 
(ugyanezen sor elején) a P^-norma, amelyet 3 
esetén P/-vel, k=2  esetén index nélküli P-vel, k=  1- 
et választva Pc-ve\, végül к = 1/2-nél P/r vel jelö
lünk (legyen szabad ezúttal mellőznünk a jelölések 
indokolását). Ugyanezeket az indexeket kapják a 
Pír normák minimális értékei is, amelyeket határo
zatlanság-jellemzők lévén, Uj-vd, al, Uc-vd és 

Uirvei jelölünk. A határozatlanságot jelentő „uncer
tainty” szó első betűjéből származnak a határozat
lanságok U-jelölései, valamint az 17/ és Un
jelölések is, amelyek az itt nem definiált P* -normák 
minimális értékei (közelebbit ezekről Hajagos és 
Steiner [1993] közöl), és így szintén határozatlan
sági jellemzők.

Mivel leggyakrabban a P  norma minimalizálá
sával dolgoznak e dolgozat szerzői az ismeretlen 
regressziós vagy modellparaméterek meghatározá
sakor, szorítkozzunk most a 8-féle ill. Uk közül
csak egyetlenegyre: az [7-ra.

A II. táblázat jelentősen csökkenti ugyan a hibák 
számát (az I. táblázatban szereplő 13 helyett 6-ra): a 
d  átlagos eltérést, a a  szórást, az I I  határozatlan
ságot, mint rendre az Li-norma, az Рг-погта, vala
mint a P-norma minimális értékeit hagytuk csak meg 
a hibák első csoportjából. (Az utóbbi esetben, azaz

U-nál, teljesülnie kell az e dihézióra az I. táblázat 
utolsó sorában szereplő feltételnek; ugyanitt szere
peltettük a P*-norma formuláját is.)

A hibák számának csökkenésével ellentétben a 
hibaeloszlások típusválasztéka а II. táblázatban je
lentősen megnövekedett: háromféle szupermodell 
típusai szerepelnek a táblázatban; a T  hely-, ill. S 
skálaparaméterre vonatkozóan standard alakban e 
szupermodellek sűrűségfüggvényeinek általános 
analitikus alakjait is feltünteti a II. táblázat.

A II. táblázat a típusparaméterek (az vagy a) 
bizonyos értékeire adja meg az immár csak hatféle 
hibát. Kérdés, hogyan értékeljük ezt az így is ten
gernyi adatot?

Legjobb a kályhától elindulni: a jól ismert és 
megszokott, (már-már a vérünkben levő) Gauss-el- 
oszlás 1 értékű szórásától a legkevesebb eltérésre 
vezető hibadefiníciót fogadjuk el. Látjuk, hogy az 
1-es értékhez a Gauss-típusnál legközelebb a Q 
interszextilis félterjedelem értéke áll, mindössze 
3,26%-os eltéréssel. Ha tehát a továbbiakban a Q 
interszextilis félterjedelmet tekintjük hibajellem
zőnek, akkor ez a Gauss-eloszlásnál majdnem pon
tosan ugyanarra a hibaértékre vezet, mintha a szórást 
számolnánk (persze utóbbi esetben pontosan, azaz 
extrém nagy a mintaelemszám és outlier-mentesség 
esetén).

A táblázat utolsó oszlopai a nagy ß -ra  vonatkozta
tott hibaarányokat adják meg re, cr-ra, ra és e-ra.. 
Em lékezve arra a m egállapodásunkra, hogy 
15-16% -os eltéréseket hibák definíciói esetében 
még megengedhetőnek tartunk, érdemes áttekinteni 
az arányok oszlopait, hogy ez a feltétel milyen 
típustartományokra teljesül. Ami az U/Q arányt il
leti, csak a két tűszerűén hegyes, Eiffel-torony-szerű 
jp-eloszlásnál nem teljesül ez a feltétel — ld. az 

U/Q-arányok értékeire bekeretezéssel végrehajtott 
(és csak két adatot elhagyó) markírozást a II. táb
lázatnak ebben az oszlopában. A kimaradt hiba- 
modellekkel (azaz 1-nél kisebb p-kkel) azonban alig
ha dolgozunk a földtudományokban. Konklúziónk 
végül az, hogy a Q interszextilis félterjedelem és a
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I. táblázat 
Table I

P-norma minimális értéke egyaránt javasolható hiba- 
jellemzőként. Az utolsó előtti oszlop bekeretezett 
részeinek bizonysága szerint ez a ß-va 1 való „felcse
rélhetőség” (az elfogadott bizonytalansági interval
lumon belül), ismételjük, az f a(x) szupermodell 
összes feltüntetett típusára teljesül; az L\ minimális

értékére: d-re azonban a d/Q  arányok az 1±16% 
feltételt ugyanazoknak a z /a(x)-típusoknak csak kb. 
a felére teljesítik.

Hogy elfogultsággal ne legyünk vádolhatok (hi
szen az U határozatlanságnak, mint hibajellemzőnek 
a használatát a miskolci Geofizikai Tanszék statiszti-
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//. táblázat 
Table II
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kai teamje javasolta először), a továbbiakban a nagy 
ß-kkal dolgozunk, feltüntetve azonban a megszo
kottabb kis q-kai is. (Mondhatnánk, bizonyos ér
telemben megfelelve a valóságnak, hogy ez utóbbit 
egyrészt a BESSEL iránti tiszteletből tesszük, aki még 
egyszerűen „valószínű hibának” nevezte ezt a hiba
jellemzőt; lényegesen kacifántosabban, de ma már 
egységesen „interkvartilis félterjedelemnek” — 
„semiinterquartile range”-nek — nevezik ezt a kis 
q-t.) Persze lehetne úgy is gondolkodni — de most 

nem tesszük ezt, — hogy a a  szórás az Z,2-norma 
minimális értéke volt, s ezért konzekvensebben 
járnánk el, ha az új hibajellemzőt szintén norma
minimumként definiálnánk; emlékezünk, hiszen az 
imént említettem, hogy az U hibajellemző, (amit 
határozatlanságnak neveztünk el,) a P-norma mini
mális értéke. Még egyszer rápillantva azonban a II. 
táblázatban a bekeretezéssel kiemelt U/Q értékekre, 
csak megismételhetjük, hogy gyakorlatilag (azaz 
± 15—16%-on belül) nincs különbség a két de
finícióval adódó értékek között.

Végre eljutottunk tehát odáig, hogy a gravitációs 
inverzióval, pontosabban az inverzió hibaviszonyai
val foglalkozzunk. Az eredményeket a következő, 
környezetgeofizikai jellegű modellre mutatjuk be: 
talajvízszint fölötti, 2,6 t/m 3 sűrűségű kőzetbe kör 
keresztmetszettel vájt vízszintes vágatpárra vonat
kozóan a mélységeket, a vágatsugarakat és a víz
szintes elhelyezkedést, azaz 6 modellparamétert 
kell graviméteres mérések eredményeiből kiindulva 
meghatározni. A 3. ábra alsó fele a valóságos vi
szonyokat mutatja be, az ennek megfelelő, hibátlan 
g-szelvényt a 3. ábra felső részén sima görbe vonal
ként láthatjuk. Utóbbi szelvény értékeit a mérési 
pontokban nullkörök jelzik (a 3. ábra ezeket szám
értékekként is feltünteti). Biztos vagyok benne, hogy 
olvasóim közül többen emlékezetből is felírnák a 
vízszintes hengerre vonatkozó ^-hatásnak a formu
láját, amelyből modellünkre a következő egyszerű 
képlet származtatható:

( 10)

(Az yi ugyanúgy méterben értendő, mint a modell- 
paraméterek számértékei.)

A formula egyszerű ugyan, de az ismeretlen pa
raméterekben nem lineáris. Ez a körülmény az in
verzió végrehajtását, azaz a modellparaméterek 
meghatározását megnehezítő körülménynek számí
tott még nem is olyan régen. A globális (azaz ab
szolút) minimumot egyre inkább gazdaságosan szol

gáltató algoritmusok, ill. programok megjelenésével 
azonban az inverzió feladata ún. „optimalizációs” 
feladattá egyszerűsödött; döntenünk csak arra vonat
kozóan kell ilyenkor, hogy a reziduálok melyik 
normáját akarjuk minimalizálni.

Nyár elején Miskolcon volt a középiskolai fizi
katanárok országos ankétja, amikor is az inverzió 
lényegét ezzel a modellel mutattam be, 3 pGal 
szórású Gauss-hibát szuperponálva a hibátlan gi ada
tokra. Ekkor természetesen a reziduálok L2-normáját 
minimalizáltuk; az eredményül kapott hat modell- 
paraméter-érték eltérése a valódi értékektől 6; 6; 9; 
2; 2, ill. 3%-os volt.

Az alább bemutatandó vizsgálati eredmények az 
OTKA által támogatott tudományos kutatás kere
tében születtek, amikor is illik a jövő  (persze a nem 
túl távoli jövő) várható mérési és számítástechnikai 
lehetőségeiből kiindulni. Jól tudjuk, hogy a mikro- 
graviméter-mérések Q hibáját 3 pGal-nál kisebb 
értékre jelenleg gyakorlatilag nem lehet lecsökken
teni, de nem tartjuk irreálisan távolinak azt az időt, 
amikor további műszerfejlesztésekkel (gondoljunk 
pl. a Scintrex-mikrograviméterbe épített automa
tikus mérésismétlőre, az eredménysorozat azonnali 
értékelőjére, mely utóbbit pontosabb eredményre 
vezető algoritmussal lehetne működtetni akár már 
ma is, ld. Hajagos és Steiner [1992]), valamint 
a mérés-kivitelezés és a korrekciószámítás további 
tökéletesítésével V3 pGal-ra is le lehet majd szo
rítani a mikrograviméter-mérések hibáját. Vizsgá
latainkat tehát a hiba Q=J3 pGal nagyságának a 
feltételezésével végeztük, de ez nem érinti követ
keztetéseinket: próbaképpen Q=2 УЗ pGal (tehát 
3 pGal-nál nagyobb) hibával terhelt mérési adatokra 
is végeztünk teljesen problémamentesen inverzió 
sorozatokat azzal az egyáltalában nem meglepő ered
ménnyel, hogy a paraméter-hibák is megkétsze
reződtek.

A Monte Carlo-vizsgálatok túlnyomó többsé
gében ezt a Q= УЗ pGal nagyságú hibát Tarantola- 
hibaként szuperponáltuk a valóságos ható 19 pontban 
mért hatásának tetszőleges pontossággal ismert érté
keire. Ennek egyik realizációját a 3. ábra tört vonalú 
szelvénye mutatja be. A példát — a könnyebb ábrá- 
zolhatóság kedvéért — a viszonylag szelídebb esetek 
közül választottuk, hiszen gyakran léptek fel a 19 
pont közül 1, 2, 3 (vagy még több) pontban többször 
10 pGal abszolút hibával terhelt outlierek. Persze 
látjuk, hogy még ebben a szelídnek minősített eset
ben sem ritkák a teljes g-változási tartomány 10%- 
ánál is nagyobb eltérések: történetesen a pontok 
37%-ában tapasztaljuk ezt az ábrázolt példa ese
tében.
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3. ábra. Környezetgeofizikai jellegű gravitációs 2D-modell rajza (balra alul) a pontos modellparaméter-értékekkel együtt (alul 
jobbra). Felül ennek a modellnek a hibátlan gí-hatásait jobbra számértékekkel, balra (sima vonallal összekötött) nullkörökként 

adtuk meg. A tört vonalú szelvényt a Tarantola-hiba egy realizációjával kaptuk
Fig.3. Gravity 2D-modeI with given geometrical parameters. The error-free values are given (as -values as well as by a 

smooth curve). The zigzag line represents one single (and moderate) realisation of the measured profile if Tarantola type
errors occur

Egy rövid kitérő: a mérési adatok Qg hibáját miért 
választottuk ausgetippelt Q V3 pGal-nak? Nos, ez 
a nagyságú Tarantola-hibamodell azonos a Cauchy- 
típusú eloszlás standard változatával, amikor is a 
interkvartilis félterjedelem és az s dihézió is pon
tosan 1-gyel egyenlő, hozzájárulva a viszonyok vala
mivel jobb technikai áttekinthetőségéhez.

A továbbiakban ezt a Qg hibát a priori ismertnek 
tekintjük, hiszen graviméterek esetében valóban nem 
irreális feltételezni a hiba előzetes ismeretét. Ha 
valamilyen okból ez a feltétel mégsem teljesülne, az 
inverzióval kapott paraméterekkel számított érté
keket célszerű levonni a mért értékekből, és az így 
kapott reziduál adatrendszer empirikus értékét 
fogjuk Qg-ként elfogadni. Mondhatná valaki, hogy

268 Magyar Geofizika 36. évf. 4. szám



ez utóbbi eljárás pontossága megkérdőjelezhető. Ez
zel a problémával azonban a P- és Pc^norma ro
busztussága miatt teljesen felesleges foglalkozni.

A V3 -választás formai egyszerűsítést tesz le
hetővé a minimalizálandó formulát illetően: végül 
tehát csak a

П < 1 +л?)  ( “ >
i*0

kifejezés minimumhelyét kell megkeresnünk.
Hogy azonos hibaviszonyok esetén hogyan vi

selkednek az egyes normák, ezzel a problémával 
Szűcs [1995b] foglalkozott, nem kevesebb, mint 10 
normára vonatkozóan. Nem tudom azonban meg
állni, hogy egyetlen ábrát (ld. 4. ) ne szenteljek
a Pc- és L2-norma viselkedésének összehasonlítására 
a vizsgált gravitációs modellnél.

A megállapodásunk szerinti (V3 pGal-os Taran- 
tola-) hibát szuperponáltuk 25-féleképpen a hiba
mentes gi értékekre, és mind a 25 esetre elvégeztük 
a Pc-inverzió mellett az Z-2-inverziót is. A hat mo- 
dellparaméter mindegyikére tehát 25-25 db értéket 
kaptunk, így az inverzióval kapott Rí, mi, ti, P 2, m2 

és Г2 értékek ß-hibäit mindkét normát illetően meg 
tudtuk határozni, így a arány is képezhető
volt. Persze 25 adat még elég kevés ahhoz, hogy 
megbízható értékeket kapjunk, ezért az egész pro
cedúrát 5-ször megismételtük; az így adódó 5 db 

Q JQ p arányt mind a hat modellparaméterre a 
4. ábra felső felén ábrázoltuk, mediánjaikat hosz- 
szabb vonallal. E mediánok legkisebb értéke 1,8 
volt, a legnagyobbja 2,76, és amint azt az utolsó 
sorban látjuk, a mediánok mediánja kereken 2,4-nek 
vehető. Konklúziónk tehát az, hogy Tarantola-hibák 
esetén az L2-inverzióval nyert paraméterek hibái 
lényegesen (aktuális Monte Carlo-vizsgálatunk ese
tében 2,4-szeresen) nagyobbak a Pc-inverzióval 
nyert paraméterértékekhez viszonyítva.

Mondhatná valaki, hogy ebben semmi meglepő 
nincs, hiszen a Tarantola-hibákhoz adekvát módon 
a Pc-inverzió tartozik. Fordítsuk meg ezért a szitu
ációt :  s z u p e r p o n á l ju n k  ugyancsak  
nagyságú, de Gauss-típusú hibákat a hibamentes gi 
értékekre, egyebekben pedig szóról szóra ugyanazt 
hajtsuk végre, amit az előbbiekben tettünk: 5-ször 
megismételve a 2x25 db inverziót, a hat modell
paraméterre vonatkozóan ugyanúgy a !QP 
hibaarányokat hordjuk fel (ld. a 4. ábra alsó felét), 
végül pedig (az utolsó sorban) a mediánokat. A 
mediánok mediánja most meglepően közel adódik 
1-hez (pontos értéke 0,91), így Gauss-típusú hiba 
esetén gyakorlatilag mindegy, hogy L2- vagy Pc-in-

verziót alkalmazunk-e. Ez az eredményünk már 
aligha nevezhető triviálisnak, hiszen ez úgy is inter
pretálható, hogy az Z,2-normát még Gauss-típusú 
mérési hibák esetén sem kötelező alkalmazni, esetleg 
csak akkor, ha az outlier-mentesség és a kristálytiszta 
Gauss-típus egyidejűleg abszolúte garantált. A P<y 
norma alkalmazása pedig ez utóbbi, szinte sohasem 
előforduló esetre sem növeli 10%-nál nagyobb mér
tékben az L2 alkalmazásakor jelentkező paramé
terhibát.

A 4. ábra csak hibaarányokat tüntet fel, az egyes 
modellparaméterekre vonatkozó abszolút ér
tékeit nem. Persze ami késik, az nem múlik, de 
legyen szabad először felvetnünk azt a kérdést, hogy 
az előzőekben fontos praktikus előnyökkel bírónak 
megismert Pc-inverzió esetén lehet-e valamilyen re
ményünk arra, hogy ezeket a paraméterhibákat az 
L2-inverzióhoz hasonló módon, kellő matematikai 
megalapozással, elegánsan számíthassuk. Sajnos, 
nemleges a válaszunk. Megvizsgáltuk ugyanis a 
Tarantola-hiba 200-féle realizációjával azt, hogy a 
PcHnverzióval nyert paraméterek milyen típusú hi
baeloszlást mutanak az f a(x) szupermodellen belül 
(ilyen vizsgálatokhoz 25 adat nyilván kevés lenne). A 
vizsgálatokat megismételtük Gauss-típusú hibák 200- 
féle szuperponálásával is. Az 5. ábrán a t= l/(ö-l) 
típusparaméter-tengelyen hordtuk fel az adatokat az
zal a meglepő eredménnyel, hogy a mélység- és 
vízszintes távolság-adatok (mi, és Í2) típusa a 
í=0,25-tel jellemzett geostatisztikus típushoz áll kö
zel, az Pi és P 2 hengersugár-adatok pedig jó köze
lítéssel Gauss-eloszlásúaknak 0) vehetők. (A tí
pus-meghatározások Steiner és Hajagos [1995] 
szerint történtek.) Ebből az önmagában is érdekes 
eredményből — amelyre nézve érdemes volna még 
további vizsgálatokat is végezni, — most csak azt a 
következtetést vonjuk le, hogy egy elméleti meg
közelítésben jelentősen eltérő típusokat egyidóben 
kellene kezelni tudni, s ezért vagyunk kénytelenek 
arra következtetni, hogy a közeljövőben elegáns 
matematikai eredményt a Pt-inverzióval nyert 
paraméterek hibáinak meghatározására aligha vár
hatunk. (Bár ne lenne igazam.)

Adós vagyok még a Pc-inverzióval nyert para
méterek hibaértékeinek a megadásával. Ha a 
nyok (ld. 4 .ábra) elfogadható pontosságú megha
tározására elegendőek voltak 25-elemű paraméter
halmazok (25-féleképpen szuperponálva Tarantola- 
hibát a hibamentes értékekre és valamint Pc-in- 
verziót végrehajtva), akkor ez bizonyára itt is ele
gendő lesz; esetleg a procedúrát nem 5-ször, hanem, 
mondjuk, 10-szer fogjuk megismételni.
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4. ábra. Tarantola-hibájú ^-adatrendszer inverziója az L2-normával kb. két és félszer nagyobb paraméterhibákra vezet, mint a 
Tarantola-hibának megfelelő Pc-normával végrehajtott inverzió, az utóbbi normával azonban Gauss-típusú mérési hibák 

esetében is az optimálisnál alig nagyobbak a modellparaméterek hibái
Fig. 4. The errors of the model parameter values gained by the Z,2-inversion are more than twice as great than by using 
Pc-inversion, if the measured values show Tarantola type error. In the contrary, both inversions lead to very near lying 

parameter error values, if the measured data have Gaussian error

5. ábra. A 3. ábra gravitációs modelljénél a geometriai paraméterekre vonatkozó becslések eloszlástípusa a Gauss-féléhez 
közelinek adódott a hengersugarak (R\ és Rí) esetén, míg a mélység- (mi és m2) és távolságparaméterek (fi és ti) becsléseinek 

eloszlástípusa a geostatisztikus eloszlástípushoz (a=5) adódott közelinek, attól függetlenül, hogy a méréseket Gauss-féle,
vagy Tarantola-típusü hiba terhelte-e

Fig. 5. Independently of the type of the errors of the measured g-data, the estimates of two model parameters (R\ and Ri) 
show nearly Gaussian type, in the contrary, the estimates for the other four model parameters (mi, m2, /1 and f2) are

approximately geostatistically distributed
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A 6a., 6b., 6c., 6d., 6e., és 6f .  ábrák vonalpárjai 
rendre az R\, R2, mi, m2 , és (2 modellpara- 
méterekre vastag vonallal az interszextilis 
lumot jelzik, ahol a mediánt és a kvartilisek értékeit 

is bejelöltük. Meghosszabítottuk továbbá — vékony 
vonallal — a hibákat jellemző, 2 hosszúságú inter
vallumot az aktuálisan minimálisnak, ill. maximális
nak adódó paraméterértékig.

A vonalpárok közül a felső mind a hat paraméterre 
annak az esetnek felelt meg, amikor 25-féleképpen 
szuperponáltunk Tarantola-hibát a hibamentes ér
tékekre. A tízszeres ismétléssel 9 cm-tól 17 cm-ig 
terjedő 10 db Q hibaérték adódott az R\ hibájára, 
amelynek mediánja 10,5 cm-nek, azaz 7%-osnak 
adódott.Ugyanezt a procedúrát végrehajtva R2-K  
6,3 %-os a meghatározott hiba; mi-re 8,5 %-os, m2-re 
6,9%-os hibát kaptunk. A ii-re  és í2-re nyilván nincs 
értelme, hogy százalékosan adjuk meg a hibát, hi
szen a ti és t2 távolságot egy önkényesen felvett 
origótól szám ítottuk. A vízszintes távolságok 

Q , ill .Qabszolút hibaértékei meglepően kicsi
nyeknek: 39 cm-nek, ill. 25 cm-nek adódtak. A 
vázolt eljárás után szinte pillanatokon belül meg lehet 
adni a becslést a hibák (szintén Q értelemben felfo-

gott) hibájára is: ez az érték 7?i-re, /?2-re, mi-re, 
тг-ге, ti-re és tj-re rendre 14%-os, 21 %-os, 16%- 
os, 17%-os, 27%-os és 33%-os értékűnek adódott.

És ezzel le is zárhatnám a paraméterek hibáira 
vonatkozó ismertetésemet, ha megelégednék elmé
leti tájékozódással, ill. tájékoztatással. Fülembe 
cseng azonban a gyakorlati szakember felettébb jo 
gos kérdése: uram, ez mind nagyon szép, de nekem 
nem 25 (vagy pláne 10x25), hanem csak egyetlen
egy gi adathalmazom van 19 elemmel, és ebből mind 
a hat paraméterre csak egyetlenegy értéket tudok 
meghatározni; ennek a mindössze hat paraméter
adatnak a hibájáról szeretnék tájékozódni: mi ilyen
kor a teendőm?

Indoklás nélkül ugyan, de válaszként azonnal 
megadom a receptet a feltételezett kérdezőnek: a 
mért (tehát hibával terhelt) adatokra szíveskedjék, 
mondjuk 25-ször, az eredeti hibával azonos, újabb 
hibákat szuperponálni, (ez idáig analóg az Arany 
János-féle szőlősgazda jégveréskor alkalmazott 
módszerével, amikor doronggal paskolván szőlejét, 
így kiáltott: „én uram-isten! csak rajta! hadd lám: 
mire megyünk ketten!”), — és az inverziót (az elsőn 
túl) még 25-ször elvégezve szíveskedjék megrajzolni 

mindegyik modellparaméterre az 
interszextilis intervallumot. Az 
így kapott intervallumhossz fele
ként adódó Qp kétharmadával, 
mint felső vena's nélküli Qp . -vei 
kellő biztonsággal jellemezheti az 
első, egyetlen inverzió során kapott 
modellparamétereinek hibáit.

6a. ábra. 25-ször függetlenül generált 
19 db Tarantola-hibának a gravitációs 
adatokra való szuperponálása után az 
R\ becsült értékeinek bizonytalanságát 
a vastag vonallal rajzolt interszextilis 
intervallum félhossza ( j jellemzi 
akkor, ha a szuperpozíció hibátlan 
adatokra történt (Id. a vonalpárok 
közül a felsőt). Ha már hibás mérési 
adatokra történt ugyanezen véletlen 
számok szuperponálása (10 esetre 
realizálva a primer módon hibás mérési 
adatokat), akkor az inverzióvalJkapott 
eredmények bizonytalanságait Qp , a 
vonalpárok közül az alsón vastagod 
rajzolt vonalszakasz félhossza jellemzi
Fig. 6a. Figure to the proposed Monte 
Carlo method for the estimation of
Qrx

szám itolt értéke
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6b. ábra. 25-ször függetlenül generált 
19 db Tarantola-hibának a gravitációs 
adatokra való szuperponálása után az 
Rí becsült értékeinek bizonytalanságát a 
vastag vonallal rajzolt interszextilis 
intervallum félhossza (Qp ) jellemzi 
akkor, ha a szuperpozíció'hibátlan 
adatokra történt (ld. a vonalpárok közül 
a felsőt). Ha már hibás mérési adatokra 
történt ugyanezen véletlen számok 
szuperponálása (10 esetre realizálva a 
primer módon hibás mérési adatokat), 
akkor az inverzióval kapott eredmények 
bizonytalanságait Q y a vonalpárok 
közül az alsón vastagón rajzolt 
vonalszakasz félhossza jellemzi
Fig. 6b. Figure to the proposed Monte 
Carlo method for the estimation of 
Qri

6c. ábra. 25-ször függetlenül generált 
19 db Tarantola-hibának a gravitációs 
adatokra való szuperponálása után az m\ 
becsült értékeinek bizonytalanságát a 
vastag vonallal rajzolt interszextilis 
intervallum félhossza (Qp ) jellemzi 
akkor, ha a szuperpozíció'hibátlan 
adatokra történt (ld. a vonalpárok közül 
a felsőt). Ha már hibás mérési adatokra 
történt ugyanezen véletlen számok 
szuperponálása (10 esetre realizálva a 
primer módon hibás mérési adatokat), 
akkor az inverzióval kapott eredmények 
bizonytalanságait Q a vonalpárok 
közül az alsón vastagón rajzolt 
vonalszakasz félhossza jellemzi
Fig. 6c. Figure to the proposed Monte 
Carlo method for the estimation of Qm^
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6d. ábra. 25-ször függetlenül generált 
19 db Tarantola-hibának a gravitációs 
adatokra való szuperponálása után az 
m2 becsült értékeinek bizonytalanságát 
a vastag vonallal rajzolt interszextilis 
intervallum félhossza (Qp ) jellemzi 
akkor, ha a szuperpozíció hibátlan 
adatokra történt (ld. a vonalpárok közül 
a felsőt). Ha már hibás mérési adatokra 
történt ugyanezen véletlen számok 
szuperponálása (10 esetre realizálva a 
primer módon hibás mérési adatokat), 
akkor az inverzióval kapott eredmények 
bizonytalanságait Q  ? a vonalpárok 
közül az alsón vastagón rajzolt
_T 1 ^  vonalszakasz félhossza jellemzi
10 12 _
m2 számított értéke Fl8- ™■ Figure to the proposed Monte 
Carlo method for the estimation of
Ö/H2

6e. ábra. 25-ször függetlenül generált 
19 db Tarantola-hibának a gravitációs 
adatokra való szuperponálása után a t\ 
becsült értékeinek bizonytalanságát a 
vastag vonallal rajzolt interszextilis 
intervallum félhossza (Q ) jellemzi 
akkor, ha a szuperpozíció hibátlan 
adatokra történt (ld. a vonalpárok közül 
a felsőt). Ha már hibás mérési adatokra 
történt ugyanezen véletlen számok 
szuperponálása (10 esetre realizálva a 
primer módon hibás mérési adatokat), 
akkor az inverzióval kapott eredmények 
bizonytalanságait Q  ? a vonalpárok 
közül az alsón vastagón rajzolt 
vonalszakasz félhossza jellemzi
Fig. 6e. Figure to the proposed Monte 
Carlo method for the estimation of
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6f. ábra. 25-ször függetlenül generált 
19 db Tarantola-hibának a gravitációs 
adatokra való szuperponálása után a tj 
becsült értékeinek bizonytalanságát a 
vastag vonallal rajzolt interszextilis 
intervallum félhossza jellemzi 
akkor, ha a szuperpozíció hibátlan 
adatokra történt (Id. a vonalpárok közül a 
felsőt). Ha már hibás mérési adatokra 
történt ugyanezen véletlen számok 
szuperponálása (10 esetre realizálva a 
primer módon hibás mérési adatokat), 
akkor az inverzióval kapott eredmények 
bizonytalanságait Qp , a vonalpárok 
közül az alsón vastagon rajzolt 
vonalszakasz félhossza jellemzi
Fig. 6f. Figure to the proposed Monte 
Carlo method for the estimation of

A fenti recepthez bizonyítékul először а 6а., 6b., 
... ,6f. ábrákon szereplő vonalpárok közül az alsókat 
szíveskedjenek tekinteni: ezek úgy készültek, hogy 
10 esetben egy-egy 0 g= V 3 pGal-os Tarantola- 
hibát szuperponáltunk a hibamentes adatokra, majd 
ezeket rögzítetten tartva szuperponáltuk ugyanazt a 
25-féleképpen realizált Tarantola-hibát, amelyek 
eredményeképpen a 6a.—6f. ábrák vonalpárjainak 
felső részén a már megtárgyalt, de a gyakorlat 
igényeit nem kielégítő módon a -intervallu
mokat megszerkeszthettük.

Az összesen 60 vonalpár összehasonlítása ráné
zésre igazolja azt, hogy az ajánlott Monte Carlo-re- 
cept szerint adódó Qp. -kel túlnyomóan felső becs
lést kapunk az egyetlen inverziónkból származó mo- 
dellparamétereink Qp . hibájára. Ez teljesen érthető, 
hiszen a Q JQ p aranyok egyrészt 1-nél biztosan 
nagyobbak, hiszen a Tarantola-hiba egy másik (igaz, 
hogy rögzített) Tarantola-hibával van növelve. Más
részt, ha mind a 25 esetben két független Tarantola- 
hiba összegét szuperponáltuk volna a hibátlan érté
kekre, akkor — a gi hiba típusának stabilitásából és 
a  =  1-ből következően — pontosan kétszer akkora 
Tarantola-hiba terhelné mérésünket, amely — aho
gyan arról már szó volt, — a paraméterhibákat is 
m egkétszerezné. Ebből az következik, hogy

a Q IQp arányok mindegyike 1 és 2 közé esik, így, 
kissé nagyvonalúan, 1,5-nek becsüljük ezt az arányt. 
Az ebből következő 2/3-os értékű korrekciós faktor 
használhatóságát a 7. ábrán feltüntetett táblázat ér
tékpárjainak összehasonlításával ellenőrizhetjük. A 
10 adatpár csak a ti modellparaméternél bizonyult 
kevésnek, a 2x10 adatsor furcsa eloszlását, és ezzel 
41%-os felső becslést eredményezve. A többi öt 
modellparaméternél a dolgozatban javasolt módszer
rel számolt és a valódi hibaértékek közötti eltérések 
nem haladták meg abszolút értékben a 16%-ot.

Itt tulajdonképpen most már valóban vége is le
hetne a dolgozatnak, de befejezésül röviden legyen 
szabad még egyszer visszatérnem a paraméterhibák 
Monte Carlo-számítások n, matematikai ered
ményekre támaszkodó elegáns számíthatóságára, ill. 
egy ilyen eljárás kidolgozásának a reménytelen
ségére, amely módszer tehát tetszőleges normára és 
bármilyen mérési hibatípusra alkalmazható lenne.

Mint láttuk az 5. ábrán, geostatisztikai, ill. közel 
Gauss-eloszlású paraméter-eloszlásokat kaptunk 
ugyanazon inverzió során. A tisztán geostatisztikus 
típust s tan d ard esetben  a ß = 0 ,5 4 9 6 , ill. a 
ст = 1/ Vö -  3 = 1/ y jl -  0,7071 hiba jellem zi; 
cs/Q tehát 1,29. Emlékezünk, hogy a Gauss-elosz- 
lásra ez az arány mindössze 1,03 volt, azonos ö-hoz
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7. ábra. Előzetes Monte Carlo-igazolás a Qp =2/3 ~ Q p összefüggéshez 
Fig. 7. Preliminary Monte Carlo verification to tíie equation'' QP/ =2/3 = Q p

tehát pusztán típuskülönbségből származóan 60%-os 
variancia-eltérések tartozhatnak. Talán ez az egyet
len adat is érzékelteti azt, hogy már a paraméterhibák 
típusainak különbözősége is milyen mértékben te
heti az eredmények minősítését bizonytalanná. 
Ami az elméletet magát illeti, a klasszikus statisz
tikára támaszkodó, a modellparaméterek hibáira

vonatkozóan jól kidolgozott minősítési módszernek 
az általánosítása tetszőleges mérési hibatípusok és 
különböző normák eseteire a fentiek szerint matema
tikailag e pillanatban szinte megvalósíthatatlannak 
látszik. Szerencsére azonban a statisztika nem más, 
mint matematika +  számítástechn, és ahogyan azt 
korábban láttuk egy egyszerű gravitációs inverziós
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modell hibaviszonyainak vizsgálatával kapcsolat
ban, a számítástechnika (a maga hosszadalmas 
Monte Carlo-vizsgálataival) hozzásegíthet a meg
oldáshoz bennünket akkor is, amikor az egyébként 
olyannyira elegáns matematika egyelőre csődöt 
mond.

Végül, ámbár korántsem utolsósorban, de va
lószínűleg feleslegesen hívjuk fel tisztelt olvasóink 
szíves figyelmét arra, hogy a gravitációs modell- 
példán e dolgozatban részletesen bemutatott Monte 
Carlo-eljárás általánosan, elvileg bármilyen inverzió 
esetén alkalmazható a paraméterhibák meghatáro
zására. A Qp /Qp -arányra általános stabilis elosz
lás, mint mérési hibatípus-modell esetén 2/(1 + 2 1/ű) 
a becsült érték, így a dolgozatban ismertetett Monte 
Carlo-procedúrával nyert Qp . -ból a

®P) ~ j +2 Ua (12)

formulával becsülhetjük valamely mérési adatrend
szer inverziójával nyert geofizikai modellparamé- 
tereink hibáit.

Még egy utolsó megjegyzés: ha mérési hibáink 
típusát az f a(x) szupermodell egy elemével szeret
nénk m odellezn i, a (12)-vel (ném i további 
közelítéssel ugyan, de) továbbra is dolgozhatunk, 
mivel nemcsak azt tudjuk már régebbről (kvalitatíve 
ld. pl. a Steiner [1990] 247. oldalán levő ábrát), 
hogy az f a(x) eloszlástípusokhoz a Gauss-Cauchy 
típustartományban a stabilis eloszlások nagyon ha
sonlóak, de újabb eredményként kvantitatíve is meg 
tudjuk adni [Hajagos és Steiner 1995], hogy adott 
a-jú / a(r)-típushoz milyen a-val jellemzett stabilis 
eloszlástípus áll a legközelebb. Világos, hogy e 
közelítések (beleértve a (12) faktorát is) még további, 
sokoldalú vizsgálatot követelnek, de ezek a szám
értékek szignifikáns változására semmiképpen nem 
fognak vezetni.

A szerzők köszönetét mondanak az OTKA tá
mogatásának, amely nélkül a dolgozatban javasolt 
módszer tesztjeit (pl. többezer sokváltozós globális 
minimumhely-meghatározást) nem állt volna mód
jukban végrehajtani.
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KÖZKELETŰ TÉVEDÉSEK A ROBUSZTUS STATISZTIKA 
ELMÉLETÉBEN ÉS GYAKORLATÁBAN

Steiner Ferenc

[5] A REZISZTENCIA VIZSGÁLATAKOR ELHAGYHATÓK 
A KLASSZIKUS KATASZTRÓFAPONT- (BREAKDOWN 

BOUND) VIZSGÁLATOK.
(Az utóbbi fogalom definíciójára nézve ld. Andrews et al. immár csaknem negyedszázaddal 

ezelőtt megjelent, "Robust Estimates of Location" c. könyvét).

MEGJEGYZÉSEK A FENTI TÉVEDÉSEKHEZ

Ad. 1: A robusztusságot ma már kvantitatív mé
rőszámmal illik jellemezni. Ennek meghatározá
sában outlierek egyáltalában nem játszanak szere
pet, így a robusztusság mértéke a rezisztencia 
mértékétől teljesen független lehet abban az ér
telemben, hogy két, Al-gyel és A2-vel jelölt 
statisztikai algoritmus (hibatípusok valamely várt 
gyakoriságára vonatkozó) r robusztusságára fenn
álló r(A l)> r(A 2) relációval egyidejűleg (vala
mely, szintén valószínűnek ítélt outlier-modell

esetén) a rezisztencia mértékére akár éppen a 
fordított reláció is teljesülhet.

Ad. 2: Az első (kezdettől fogva több ismeretlen 
mennyiség statisztikai jellegű számítására meg
fogalmazott) MFV-eljárás 1965-ben norma-ex- 
trémumhely keresésként definiáltatott, amelyben 
semmiféle iteratív súlyozás nem szerepel. A pa
raméterektől való lineáris függés speciális ese
tében valóban sokáig kényelmes volt az MFV- 
eljárások normaminimum-kereséseit kész least
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squares programokkal végrehajtani, de a fent 
említettek világossá teszik, hogy ezek az utóbbi 
esetek tekintendők az általános /V  és ^ ‘-nor
mákra épülő statisztikus eljárások speciális esete
inek és nem megfordítva.

Ad. 3. А Г helyparaméter (vagy paramétervektor) és 
az S skálaparaméter meghatározása minden elmé
letileg megalapozott statisztikai eljárásnál egyet
len algoritmuson belül, szimultán történik. M ár
pedig kimutatható, hogy ennek skálaparaméter 
m eghatározásra vezető  részalgoritm usa (a 
klasszikus Gauss-eloszlás hipotézisét, mint egyet
len kivételt figyelmen kívül hagyva) sohasem 
vezet azonos formulával megadható feltételre a 
skálaparamétert illetően, ha egyszer az infor
mációveszteséget minimalizáljuk (azaz MFV-el- 
járásokkal dolgozunk), máskor pedig a likeli- 
hood-függvény S szerinti parciális deriváltjára 
nézve követeljük szokásosan meg, hogy az zérus 
legyen. (Ez az utóbbi követelmény egyébként 
nem is vezethet rezisztens eljárásra, már magából 
a ML-elvből következően sem). Mivel a (7)5) 
értékpárt egyetlen algoritmus egyidejűleg szol
gáltatja, a 3 tévedésben az egyenlőségjel akkor 
sem tehető ki, ha az algoritmus re vonatkozó

részalgoritmusa betűről betűre megegyezik az 
MFL és az ML esetekre.

Ad. 4: A helyparaméter meghatározás robusztussági 
mérőszáma lényegesen különbözhet azonos T- 
meghatározási formula esetén is, ha a skála
paraméter formulák különbözők.

Ad. 5: Szükséges tudni az alkalmazni kívánt mód
szerekről, hogy azok maximum hány százaléknyi 
outliert tolerálnak még az eredmények szigni
fikáns változása nélkül. Kuriózum, de megemlí
tendő, hogy ez az noul/n arány (nout az outlierek 
száma, n az összes adatok száma) érdekes módon 
még a 0,5-öt is meghaladhatja bizonyos /**, ill. 
Pk* normák alkalmazása esetén (egy gravitációs 
inverzió analízisével kapcsolatban Szűcs P. mu
tatott be erre példát az 1995 decemberében Mis
kolcon tartott „Geofizikai inverzió” témájú or
szágos tudományos ankéton).

Megjegyzés: A tisztelt olvasónak, akit részletek, 
ill. bizonyítások is érdekelnek, annak a két dolgozat
nak az áttanulmányozását ajánlom, amelyek a Geo
physical Transactions 38. kötetében (1993-ban) a 
193. oldaltól a 2 3 0 . oldalig jelentek meg (HAJAGOS 
B. és a szerző tollából).
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