Lateralisan gyengén inhomogén kozegben terjedo P-SV
hullamok diszperzios relacioja és elmozdulasfiiggvényei'

FANCSIK TAMAS?

A dolgozatban a WKB-mddszert felhaszndlva megadjuk a sokréteges, laterdlisan inhomogén

kozegben terjedé P-SV hulldmok diszperzids reldciojdt és elmozduldsﬁiggve’ngeit. A dis:
egyenlet numerikus megolddsa alapjdn elemezziik a csatolds hatdsdt, a fazisse

vényt és az inhomogenitds kimutathatdsdgdt.
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T. FANCSIK: Dispersions and displace functions of P-SV waves propagating in laterally

weakly inhomogeneous media

Using the WKB-method dispersions and displace functions are given for P-SV waves propa-
gating in a laterally inhomogeneous media. By means of numeric solutions of the derived dispersion
equation coupling effect, phase velocity—place function and the detectability of laterally inhomo-

genities.
Bevezetés

Széntelepes Osszletek hullamvezetd tulajdonsagat
EVISON [1955] vette észre, a probléma részletes el-
méleti targyalasat el6szér KREY [1963] kozolte. A
szakirodalomban e témadt azéta alaposan feldolgoz-
tak. Igy az SH hullamok abszorpcidjat elészor BU-
CHANAN [1987] targyalta a konstans Q modell segit-
ségével szimmetrikus, haromréteges Osszletre, mig
haromréteges aszimmetrikus szerkezetre a Poynting-
Thomson test alkalmazasdaval DOBROKA és ORMOS
[1983] vezetett le komplex diszperzios relaciot és
elmozdulasfiiggvényeket. Rayleigh tipusi hulla-
mokra DRESEN et al. [1985] publikalt diszperzids
gorbéket.

Sokréteges, rétegenként homogén, izotrop banya-
beli szerkezetek diszperzios sajatsagait RADER et al.
[1985] vizsgalta SH hullamok esetén (fazisrekurzios
algoritmus), mig SH és P-SV hullamokra egyiitt
BUCHANAN  [1987]  targyalta e  problé-
mat(matrixrekurzios technika).

Szerkezeteken beliili inhomogenitasokat, disz-
kontinuitasokat els3sorban véges-differencids algo-
ritmusokkal modellezték a szakirodalomban. Anali-
tikusan, a horizontdlis inhomogenitasok hatasat SH
hullamok diszperzids sajatsagaira DOBROKA [1987]
irta le a WKBJ modszer alkalmazasaval haromréte-
ges, disszipativ Osszletet alapul véve. Ugyanilyen
modellre, de vertikalis inhomogenitas esetén DANI-
LOV et al. [1990] végzett vizsgdlatokat. Homogén,
disszipativ, lassan valtozo telepvastagsagu szerke-
zetben terjed6é Love tipusu telephullimokat WKB
kozelitésben pedig DOBROKA [1988] irta le.

Ez utdbbi vizsgalatokhoz kapcsolodva, ebben a
dolgozatban a P-SV hullamok diszperzios tulajdon-
sagait elemezziik lateralisan gyengén inhomogén,
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sokréteges, veszteségmentes kozegben a WKBI-
approximacio felhasznalasaval.

Analitikus 6sszefiiggések

A problémat az 1. dbrdn lathato N réteges szerke-
zet feltételezésével targyaljuk, ahol a kdzeg rétegen-
ként gyengén inhomogen, azaz a A és u Lamé-allan-
dok az x koordinata fliggvényében lassan valtoznak.
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A
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Ay (X) By (%), p,y ,doshy
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1. dbra. A rétegsor geometriaja
Fig. 1. Geometry of layers

(A stiriségeket rétegenként konstansnak vettiik,
tekintettel a P-SV hullamok nem til jelentds
striiségérzékenységére).

An (), pp (x) : Lamé-allandok;

P, : siriség;

d,:az(x,y) sik és az n-dik réteg aljanak tavolsaga,

h, : az n-dik réteg vastagsaga.
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Inhomogén kézegben a hullamterjedést a mozgas-
egyenlet segitségével irhatjuk le:

a 2
6!2 pAu,+(7L+p)——d1vs +

¢y

a
Qﬂ_u_k.,.%divg:

DL OH
axk 6x,~ aX,'

axk axk

ahol 5= (u,,0,u,) elmozdulasvektort, i, k pedig az x,
z indexeket jelenti altalaban. A feladat lateralis inho-
mogenitas figyelembe vétele mellett is kétdimenzids,
tehat a /0y =0 kikotést megtehetjiik. A mozgds-
egyenlet ekkor az SH hullamot és a minket érdekld
P-SV hullamot leiro y-tol fiiggetlen (1) mozgasegyen-
letre szeparalodik, vagyis az elmozdulastér egy
Ssi = (0, uy, 0) és egy 5= (uy, 0, u;) egymdstol fiig-
getlen két elmozdulastérre bonthato. A tovabbiakban
(1) egyenlet vezetett hullam megoldasat keressiik.

Ismert, hogy az 5 vektortér egyértelmii felbonta-
sahoz jutunk, ha egy forras- és egy 6rvénymentes

vektortér osszegeként illitjuk elS. A ¢ skalar és §

vektorpotencial segitségével 5” legyen :
s=Ve+roty , ?)

ahol ¥'= (0, y, 0). Az (1) -et "L idofiiggés feltétele-
zése mellett irjuk vektoros alakban:

PAS” + p?s” + (A+u)graddiv 5™ + 2(grad p, grad)s” +

+grad pu X rot 5+ grad A divs™=0. 3)

Helyettesitsiik (2)-t (3)-ba, de a kdvethetdség ked-
véért foglalkozzunk elGszor csak a ¢-t tartalmazé
tagokkal:

(A+2p) grad Ap + pop +
4)

-

+2 (grad p,grad) grad @ + grad Mg + 7y =0,

ahol 7y a rot - bol eredd rész. A (4) egyenlet dtala-
kitasahoz még tovabbi Osszefiiggéseket kell felhasz-
nalni, nevezetesen

(A+2p) grad Ag = grad [(A+2p) Ap]-Ap grad (A+
+2p) rot (grad ¢ x grad p) = grad @Ap—grad pAp+
+ (grad p,grad (grad ¢ - (grad ¢, grad) grad p .

Ezeket (4)-be irva kapjuk, hogy
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grad [(A+2p) Ap+pwp] + 2rot (grad pxgrad p) +
)
+2[(grad o, grad) grad p—grad Au]+ 7y = 0.

A -t tartalmazo rész atalakitasahoz vissza kell nyul-
ni az (1) egyenlethez. Mivel

- Ou O
axk ax,~ ’

_Pu

Ox; | Oxy wk Oxy, Ox; #k

9o [Q& ] L
ezért az (1)-ben szerepld ou/0Ox-val aranyos tagok

W OB
axk Oxy
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Oxy Ox;
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Z—L _& 6u,
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Oxy Ox; Oxy OXxy
atalakitassal (1) egy masik vektoros alakja:
AS”+ pw?s ™+ (A+2p) graddiv 5” + 2grad (grad p, 5 -

- grad pxrot 5 (5,grad) grad p + grad Adivs”=0".

(6)
A rot y’(6)-ba torténd helyettesitése utan a kdvet-
kezd Osszefiiggéseket alkalmazzuk:

HA rot = rot (uUAY) — grad uxAYy’,
gradxrotrot ' = grad pxgraddiv ¢’ - grad uxAy’,
rot (ugraddiv ) = grad pxgraddiv y’.

Ezek alapjan (6) uj alakja:
rot (WAY + o>y - p graddiv ) +
+ 2grad (grad p, rot ) - )

~ 2(rot , grad) grad p + 75 =0,

ahol 7, a ¢- t tartalmazo tagokat jelenti. Kombinaljuk
az (5) és (7) egyenleteket és tegyiik meg a kovetkezo
kikotéseket:

lgrad ¢l » |~ [(grad o, grad) grad p-grad @Ap] | ,
pw

®

[rot | » -22- (rot , grad) grad p. d

pw
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Az egyenlétlenségek teljesiilése esetén, tehat ami-
kor az elmozduldshoz képest a Lamé-allandé maso-
dik deriviltjaival aranyos tagokat elhanyagolhaténak
tekintjiik, a kovetkez6 6rvény- és forrasmentes fel-
bontast kapjuk:

grad [(A+2p) Ap + po’p + 2(grad p, rot )] +

+ rot [uAY - p graddiv ' + 2 grad uxgrad @] = 0.
(8a)

A (8) egyenlétlenségeket a gyenge inhomogenitas
feltételeként irjuk elS. A rot operacidval elGallithato
vektortér valtozatlan marad, ha az operacid argu-
mentumahoz egy grad® skalarfiiggvényt adunk. Ese-
tiinkben

P
0 = p div \Tf—fgradp div ¢ ds
Po

valasztdssal élve a gyengén inhomogén kozegben
terjed6 hullamokat leiré differencialegyenlet-rend-
szer a kovetkez6:

Ap + 0?s% (grad p, rot )

l+2
®)

AV + o’spy = -ﬁ (grad pxgrad ) ,

ahol 54 = 1/ longitudinalis, sg = 1/ transzverzilis
lassisdg. Vegyiik észre, hogy (9) levezetéséhez nem
hasznaltuk ki a laterdlis inhomogenitas egyszerisito
feltételét, ugyanis (1) alakja formailag nem valtozik,
ha az y koordindtat és a 0/0y # O-t is tekintetbe
vessziik. Tehat haromdimenzids inhomogenitas ese-
tén a hullamterjedést formailag egy (9) alaku csatolt
egyenlet-rendszer irja le. Ebbol az kovetkezik, hogy
mar gyenge inhomogenitas fennalltakor sem tekint-
hetiink el a P és az S hullamok csatoldsatol, tehat
tisztan longitudinalis és transzverzalis hullimok mar
els6 kozelitésben sem léteznek.

Lateralisan inhomogén kozegben (9) a kovetke-
z6képpen alakul:

- du oy
Ap + 0’s5p = x+2p dx oz
(10)
Aw+m2§w-—%£

Ilyen kitételek mellett — a fenti meggondolasok
alapjan — (10) a P és SV hullamok terjedését irja le
(ez ugyanis a /0y = 0 kikotés kovetkezménye). A
(10) egyenletrendszer megoldasit WKB-mddszer
felhasznalasaval keressiik meg. Legyen
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® = w(z) V(x)
v = u(z) ) (10%)

szorzatként eldallithato, melyet (10)-be irva és ren-
dezve:

A fazist @(x)-szel jelolve— ugyanarrol a hullam-
rol 1évén sz6 — a v(x) és r(x) fliiggvényekre

v ~el®®

, i) (11a)

Osszefiiggések érvényesek, ahonnan nulladik kozeli-

tésben
1(d? 25 | . 122 22
;v— 2 o [dx] =0 (x) ’
" 2
L[5+ -

egyenletek adédnak. Az ws(x) az x-t6l gyengén fiig-
g0 szeparacios paraméter. Megoldasok ebben az eset-
ben:

w=AeP% + BePt

u=Ce 9 + De%*

¢ = of s(®) dt,
p=ww/§2:s%_; q=0)\/?:s%_.

Ezeket a megoldasokat a kozelités kovetkezo 1é-
pésében felhaszndlva — ahol az els6 és masodik
derivaltakat is figyelembe vessziik — kapjuk a

Wx) ~ r(x) ~ 7= o] s d¢ (12)

eredményt [BUDDEN 1966, DANILOV, DOBROKA,
YAMSHIKOV 1990]
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1 ds

o2 dx «1 (12a)

feltétel mellett, valamint a kovetkez6 egyenletrend-
szert:

d*w
— -
dz?

2 (s*-s%) w (Ce % - De?)

x+2 dx ot
(13)

2
%2‘— - @ (P-sh)u = %%1:— P (AeP: - BeP).

(13)- at megoldjuk a konstans variaciéo mddszerével,
mayjd felhasznalva (10a)-t és (12)-t az elmozdulaspo-
tencialok:

Q= fls— (AeP* + Be"’z)e"".‘-s ®d

dpy _gqg 1

(Ce™®+ Dettyeiaf® %,
X+2p dx 2—q \/_

=(Ce™ + Dettyciof s @ ¢k

‘7|~

s __E _q_ ‘/__ (Ae—pz + BepZ)enmJ's (¢39) d§

jelolést az elmozdulaskomponensek (2) alapjan:

U, = \/_l—_s [ikA [1+L1;£x)] eP+gq 1+—g—ik . x)] e 9 +
+ikB [ “21:7(:)] o7 - qD[ 1+i3(i)] o] oiof s @
e 1) ] 92

+pB [ l-izﬁ] ePt + ikD[ I—H%J e??] ei“’j“ L
(14)

Megjegyezziik, hogy a (11) egyenletek — a (11a)
Osszefiiggések miatt — csatolt differencidlegyenlet-
rendszerként is megoldhatdk, s az igy kapott eredmé-
nyek szintén a (14) altal megadott elmozduldsokra
vezetnek.

A vezetetthullim-megoldashoz tekintetbe kell
venni a hatarfeltételeket, nevezetesen az u, és u,
elmozduldsok, o, normélirényl'x fesziiltségek
folytonossagat a reteéilatérokon, valamint z—* o0
esetén a reguldris hullimmegoldast. Ekkor egy tet-
szbleges n-dik rétegre felirhato a kdvetkezd egyenlet
[BUCHANAN 1989]:

p dx p2-g?
Bevezetve a An+l= (dn) Qnﬂ ‘7r:+l o An (dn) Qn ‘Z:, (15)
hol
s B aho
P(x) - E _d—x 2L s
Pd = [Ay, Cpy B, Dyl
(16)
2 dp q SR
Qx) = A+ 21 dr e A, (d,) = diag[e™r, e™9%, ePr%, &3]
ikRlp gnRio ikR]p -4.Rig
o -an”ZP ikR’ZIO anHZP lkRnZQ
~ikpaptn (Rip+Rop)  —pn (CRo0*qaR10)  ikpaptn (Rip+R3p)  —pn (K Rao+qiRi0)

PLERs KA, R p

PnPr(x)
ik

En = A-n"'zl'lm R’IIP =1+
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(15)-ben V., a konstansokat tartalmazé vektor av,-
nel kifejezhetd és ezt kiterjeszthetjiik az els6tol az
utolsé rétegig. Az eredmény ( a matrixmiveletek
végeredményeként kapott 4x4-es matrixot 2x2-es al-
matrixokkal irva):

0 A
0 M My, || C

= 17
B, [le My ([0 an
D, 0

ahol felhaszndltuk a regularitasi feltételeket, azaz
z— o esetben B;=D;=0 és z— - esetre Ay=Cn=0.
A (17) egyenletnek minden frekvencidra és hullam-
szamra érvényesnek kell lennie, ami akkor lehetsé-
ges, ha

detM;; =0 (18)

teljesiil. A (18) tehat nem mas, mint a laterdlisan
gyengén inhomogén kozegben terjeds csatolt P-SV
hulldmok diszperzios relacidja a (12a) és (18) egyen-
I6tlenségek teljesiilése mellett. Nyilvanvalo, hogy
du/dx =0 esetben (14) a homogén kozegre levezet-
het6 elmozdulasfiiggvényeket, (18) pedig az ennek
megfeleld diszperzids relaciot szolgzi{)tatja.

A kovetkez6 fejezetben megvizsgaljuk a csatolds
hatdsdt és az inhomogenitds okozta hatasokat, vala-
mint konkrét modellpéldan a rétegparaméterek és
perturbaciojuk kimutathatdsagat.

Numerikus eredmények

A csatolds hatdsanak érzékeltetésére mutatunk
egy jellemzd példat az 1. tdbldzatban szerepld para-
méterek meghatirozta modellre, mely egy lyukoba-
nyai hdromréteges széntelepes szerkezetnek felel-
tethetd meg. Az inhomogenitast — az egyszeriiség
}(eldvéén — mindhdrom rétegben ugyanugy vettiik

el.

V,[mys] | Vilm/s] | p[kg/m’] | H [m]
3000 1200 2100 »
2000 700 1400 3
3000 1200 2100 -

S
Inhomogenitasfiiggvény: p(x) = p, (1,3-0,3e or’ )

1. tdbldzat. A haromréteges modell paraméterei és az
inhomogenitasfiiggvény, ahol p, a V, longitudinalis és V;
transzverzalis testhullaimsebességek barmelyike lehet; x a

helykoordinata

Table 1. Parameters of three-layered model and function of
inhomogeneity, where p, is a ¥, longitudinal and V; shear
velocity; x is a place coordinate

A (18) egyenlet alapjdn az x=0 pontban szamitott
fazis- és csoportsebességeket a 2. dbrdn tiintettiik fel,
valamint az ugyanebben a pontban szamolt, de ho-
mogénnek tekintett szerkezetben terjed6 csatolatlan
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Fézis és csoportsebesség (m/s)
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400
Frekvencia (Hz)

2. dbra. Csatolt (0) és lokdlisan homogén szerkezet (+) fazis-
és csoportsebessége az x=0 pontban

Fig. 2. Phase and group velocity of coupling (0) and locally
homogeneous structure (+) at x=0

hullam diszperzids gorbéit is abrazoltuk. Ez utobbi
az inhomogén szerkezetnek lokalisan homogén szer-
kezettel torténd kozelitését jelenti. Az abra tanusaga
szerint a két eset szinte ugyanarra az eredményre
vezet, a gyakorlat szempontjabol a csatolds tehat
gyengén inhomogén kozegben elhanyagolhatd. Te-
kintettel DOBROKA SH hullamokra végzett vizsgala-
taira, kimondhato, hogy lateralisan gyengén inhomo-
gén kozegben terjed6 P-SV és SH hullamok diszper-
zi6s reldcidja lokalisan homogén szerkezetek disz-
perzids relacidjaként adodik. A tovabbiakban ezért a
csatoldstdl eltekintiink és az egyszeriibb, a homogén
esetnek megfelel6 diszperzids egyenletekkel szamo-
lunk adott x tavolsag esetén.

Az inhomogenitas fazissebességre gyakorolt hata-
st az 1. tablazat modelljén tanulmanyozzuk, de az-
zal a viltoztatdssal, hogy csak a szénrétegbeli p
Lamé-allandot tekintjiilk az ott megadott fiiggvény
szerint helyfiiggnek. Azért ezt az esetet vizsgaljuk,
mert a fedd és a fekii kézetei kompaktabbak, homo-
génebbek a telephez képest, tovabba a szénbeli pet-
turbaciok hatasat tudjuk igy kimutatni.

A fazissebességnek rogzitett frekvenciakon a hely
fliggvényében torténd alakulasat a 3. dbrdn lathatjuk.
Szembetiind, hogy legjelentdsebb valtozast az Airy-
frekvencia kériili gérbe mutat (250 Hz), kisebb az
500 Hz-en és legkisebb az 50 Hz-en szamolt gorbe
valtozékonysaga. Az effektus magyarazhat6 a disz-
perzio sajatsaga alapjan, de a jelenség jobb megérté-
sét és tovabbi kovetkeztetések levonasat teszi lehe-
tové az un. érzékenységi paraméter alkalmazasa.

Definidljuk tehat a hullimterjedés valamely jel-
lemzdjének, példaul a c fazissebességnek a ¢, érzé-
kenységét egy p rétegparaméterre vonatkozoan a
kovetkezo Osszefiiggéssel:

[c (p+Ap)-c (p)l/c(p) _dInc(p)
Ap/p dinp

@ = lim
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1200

T esom

\

g

3 =250 Hz

Helyflggd fizissebesség (m/s)
g

=il
// =500 Hz

0 0 0 60
Tévolség (m)

3. dbra. A fazissebesség hely fiiggvényében torténd alakulasa
rogzitett frekvenciak esetén

Fig. 3. Formation of phase velocity in x coordinate at the
given frequencies

Ha ¢t a frekvencia fiiggvényében abrazoljuk,
akkor un. érzékenységgorbéket kapunk. Az érzé-
kenység dimenzidtlan és a benne szereplé mennyisé-
gek nagysagrendjétdl fiiggetlen mennyiség, mely
megmutatja, hogy p 1%-os megvaltozasa a fazisse-
bességben hany szazalékos valtozast jelent.

A fazisebességnek transzverzilis és longitudina-
lis testhullamsebesség érzékenységét a 4. dbrdn lat-
hatjuk. Megfigyelheto, hogy a transzverzalis hullam-
sebesség-érzékenység gorbe alacsony frekvencian
nullatdl indul, ugyanis — a nagy hullamhossz miatt
— a hullamterjedést a félterek paraméterei befolya-

1200

|

=50 Hz

g

7 =250 Hz

Helyfiggd thzissebesség (m/s)
g

0 20 40 60
Tévolség (m)

4. dbra. Fazissebesség érzékenység a telep transzverzalis (¢7)
és longitudinalis (¢f) hullamsebességeire

Fig. 4. Parameter sensitivity in the case of sheat (¢;) and
longitudinal (¢?) velocity
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soljdk. Az Airy-fazis kozelében — ahol a hullam-
hossz 6sszemérhetd a telepvastagsaggal — az érzé-
kenység egyes feletti maximuma azt jelenti, hogy a
szénbeli transzverzalis hullamsebesség valtozasanal
a fazissebesség valtozds mértéke jelentdsebb (kozel
1,4-szerese). Nagyfrekvencidk tartomanydban, va-
gyis kicsi hulldimhosszaknal — amikor is a hullam a
telepben egyre inkdbb testhullamként terjed — 1-hez
kozeli érzékenységet kapunk, ami tehat csékkend
diszperziot és a réteg majdnem kizarélagos hatdsat
jelenti. Ezek az erdmények Osszhangban vannak a
3. abra gorbéinek viselkedésével, ami azt a kovetkez-
tetést vonja maga utan, hogy a telepbeli inhomoge-
nitasok kutatdsara az Airy-frekvencia és az attdl na-
gyobb frekvenciak alkalmasak. Tekintetbe kell venni
azonban, hogy az Airy-fazis koriili frekvenciasav
alapjan a perturbdcio jelentésebb hatdssal jelentkezik
a valésagosnal, tényleges mértékérdl nagyfrekvenci-
akon kaphatunk informaciot.

A 4. abra masik gorbéje a longitudinalis testhul-
lamsebesség érzékenység kozel egy nagysagrenddel
kisebb a transzverzalis sebesség érzékenységhez vi-
szonyitva. A P-SV hullamok altal detektalhato szén-
beli inhomogenitasok ezek szerint szinte csak a
transzverzalis testhullimsebesség perturbaciojabol
eredeztethetok. A terepi mérések hibait és
bizonytalansagait figyelembe véve az a kovetkezte-
tés vonhato le, hogy P-SV hulldmmal a longitudinalis
sebesség gyakorlatilag nem vizsgalhato.

Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban lateralisan gyengén inhomo-
gén kozegben terjedé P-SV hullamok diszperzids
reldcidjat és elmozdulasfiiggvényeit adtuk meg a
WKB-approximacio segitségével, kijelolve a kozeli-
tés érvényességi tartomanyat is. A mozgasegyenlet
megoldasa soran kideriilt, hogy ilyen koriilmények
kozott — még a peremfeltételek figyelembevétele
el6tt — a longitudinalis és transzverzalis komponens
csatolédik. Modellszamitasok alapjan azonban ki-
mondhaté — melyek koziil egy jellemzd példat be is
mutattunk —, hogy elegendéen gyenge inhomogeni-
tds esetén gyakorlatilag a csatolastol eltekinthetiink,
s a diszperzios reldcio lokalisan homogén szerkeze-
tekre érvényes diszperzios egyenletként adhaté meg.

A gyakorlat, tehat a méréstervezés és értelmezés
szempontjait figyelembe véve egy haromréteges
szerkezetre alkalmaztuk eredményeinket. Megmu-
tattuk, hogy széntelepbeli inhomogenitasok elsésor-
ban a telep transzverzalis testhullamsebességének
perturbalddasahoz kéthetdk, melyek az Airy- és attdl
magasabb frekvencidkon jelentkeznek. Megallapi-
tottuk tovabbd, hogy a telep longitudinalis sebessé-
gérél — a csekély érzékenység miatt — telephulla-
mokkal gyakorlatilag nem juthatunk informacichoz.
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