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Numerikus elekiromdgneses modellezés
linearis egyenletrendszereinek megoldasa

STEINER TIBOR*

A dolgozat numerikus elektromdgneses modellezési feladatokkal kapesolatos linedris egyenlet-
rendszerek megoldasi mdédszereivel foglalkozik. Elemzi az egyes eljardsokat, azok elényeit kilinbizé
szitudcidkban.
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The paper deals with the solution methods of linear equations systems related to numerical electro-
magnetic modelling studies. Various methods are discussed their advantages in various situations.

1. Bevezetés

Az elektromégneses (B ) terepi adatok értelmezése a mért és az elméletileg
szamolt értékek Gsszehasonlitédsdval torténik. A sziikséges elméleti mennyiségek
kiszdmitdsa lehet egyszer(i (mint példdul egy-dimenzi6s geoelektromos szerke-
zetek folott) vagy nagyon bonyolult (mint a hdrom-dimenziés szerkezetek tobb-
ségénél).

i A 2D és 3D szerkezetek numerikus modellezése vagy a differencidlegyenletek
(DE) vagy az integralegyenletek (7F) médszerével torténik. Mindkét médszer
linearis egyenletrendszer megolddsahoz vezet. A DE mddszer nagy, ritka szalag-
métrixokat allit el, mivel az ismeretlen térértékeket egy az egész sikot (2D),
ill. teret (3D) lefed§ hélé minden egyes csomépontjira meg kell hatdrozni. Az
IE médszernél az ismeretlen térértékekre vonatkozé linedris egyenletrendszert
csak az inhomogenitdst tartalmazé tartoményra kell feldllitani. Igy az £ méd-
szer matrixai nem ritkék, de kis méretiiek, ezdltal a szdmitégép memoériaigénye
is kisebb mint a DE mébdszereknél.

Bonyolult geolégiai szerkezetek modellezése a DE médszerrel célszeri. A
véges differencidk médszere (FD) volt az els§, amelyet numerikus M 7' model-
lezésre hasznaltak. A mddszer népszertiségérsl tantskodik szdmos szerzd irdsa:
Brewitt — Taylor és Weaver (1976), Praus (1976), Tdtrallyay (1977), Jones és
Vozoff (1978 ), Zdanov et al. (1982)

A masik DE lehetSség a véges elemek (FE) médszere. A médszert az 50 -es
és 60-as években mérnokok alkalmazték elészor tobb miiszaki teriileten a diffe-
rencidlegyenletek megolddsara (elaszticitdsi egyenletek stb., Bank, 1981). A
modszert a 60-as években altaldnositottdk gy, hogy alkalmas lett dltaldnosség-
ban differencidlegyenletek numerikus megolddsara.

EM problémak megoldisira az FE moédszert Coggon (1971) alkalmazta
eldszor. Ezt kovetfen szdmos tanulmény jelent meg az F'E médszerrd] (pl. Sil-
vester és Haslam 1972, Kaikkonen 1977, Wannamaker et al. 1986). A médszer
hasznélata egyre jobban terjed mind #M feladatok, mind egyéb nem geofizikai
problémék megoldasara.
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Egy EM FE médszer leirisa az alabbi részekbdl 4ll:

- a fizikai hittér ismertetdse
— megoldandé egyenletek
— hatérfeltételek

-~ a szoftver leirasa
— hélokészités
— a linedris egyenletrendszer felallitasdnak leirasa
— az eredmények bemutatasa

Az BEM FE modellezési médszerekkel foglalkozé tanulmanyok a fizikai
hattér ismertetésével foglalkoznak behatdan és kevésbé részletesen a szoftver
leirdséval, még akkor is ha tobb FE szoftver forrdskédja hozzaférhets a kutatok
szamdra. Ezen beliil is kiilonosen kevés figyelmet szentelnek a felallitott linedris
egyenletrendszer megolddséra, holott a szoftver futdsi idejének 809,-4t (kis halé
esetén) vagy akér 98‘?/ -4t (Lozepes méretili hald esetén) ez a lepes emészti fel.
Ugyanakkor egy # M indukcids probléma megoldasa nemcesak a vélasztott méd-
szert6l figg ({E, FD, FI stb.) hanem legaldbb ilyen mértékben a véalasztott
egyenletmegoldési madszertdl.

Az aldbbiakban dsszefoglaljuk, milyen moédszerek lehetségesek egy differen-
cidlegyenlet FE mddszerrel torténd kiszamitdsandl elfallé linedris egyenlet-
rendszer megolddsira. A médszerek dltalanos jellegiiek, azaz nem korldtozédnak
az EM-modellezésnél elGails linedris egyenletrendszerek megoldasira. Egyittal
ravildgit a médszerek osszehasonlitasa arra is, hogy a megfelelG linearis egyenlet-
rendszer- megold6 mddszer kivilasztdsa gondos tervezést igényel. Csak igy biz-
tosithaté a megfelel()' osszhang a kivant pontossdgi eredmény és az elfogadhatéd
koltség kozott.

Az FE mdbdszerekkel elGallé linearis egyenletrendszereket alapvetSen két
maédon lehet megoldani: direkt és iterativ médszerekkel. A f6bb mddszerek (me-
lyek koziil néhanyat hasznéltak HM feladatok megoldésara is):

— direkt médszerek:
— Cholesky mddszere
— {frontdlis médszer
— ,.nested dissection” mdbdszere "

— iterativ médszerek:
— gradiens mddszer
— konjugalt gradiens médszer
— prekondicionélt konjugalt gradiens médszer
— szukeessiv tulrelaxdcié
— multigrid médszerek

2. Cholesky modszere

A médszer lényege, hogy a feladat diszkretizdldsandl el6allé szimmetrikus,
ritka A szalagmétrixot A=LL7 alakban faktorizéljuk, ahol L, alulrél, L7 feliil-
r6l trianguldris szalagmaétrix.

Ha az A métrix savszélességét

nband = max {k]al 14170, b =0}
i=1,

no



definidlja, akkor L ill. L sivszélessége szintén nband. Az MT FE médszereknél
el6allo tipikus szimmetrikus szalagmétrixnak az alabbi d/ldi tartalmaznak nem-
zérus elemeket:

— foatld

— fG4t16 feletti és alatti atlok

— f6atlétol o( NDZ) tavolsagra levs atlék, ahol NDZ a Z irdnya halésze-

mek szama, o( NDZ) NDZ nagysigrendje,
-- esetleg o(NDZ)—1, o(NDZ)—-2, ... &tlok.

fgy az A matrix sdvezélessége o (NDZ), mig csupén 3 —§ 4tl6ja tartalmaz
nem zérus elemeket. Azonban a Cholesky-dekompozicié eredményeként elé-
4ll6 L méatrix olyan helyeken is tartalmaz nem-zérusokat, ahol A zérus elemeket
tartalmazott, s6t tipikusan: L teljes nband = o (NDZ) sévszélességében nem-
zérusokat tartalmaz. A fenti jelenség (an. fill-in) az oka annak, hogy az MT FM
mddszerrel torténé modellezés nagyon memoériaigényes.

Példa:
NDY (yiranyt halészemek szama) 80
- NDZ (z irdnyt hélészemek szama) 60
M = NDY % NDZ (6sszes halészemek szama) 4 800
A nem-zérus elemeinek a szdma: ~J % M 24 000

L nem-zérus elemeinek a szdma:~NDZx M 288 000
I, térolasdhoz sziikséges memdria egyszeres
pontossdgii (RE AL % 4) aritmetika esetén 1,1 M B

27 2

Tehét egy NDY % NDZ méreti hal6 alkalmazisinal el6alléo métrix térola-
séra kb. ND Y % NDZ % NDZ taroléhely sziikséges. A fill-in az oka, hogy F'E
moadszerrel térténd modellezés eddig jobbéra csak nagy szamitégépeken tortén-
hetett. :

Az M % M-es nband sévszélességli A matrix Cholesky-dekompoziciéjanak
miiveletigénye (azaz a sziikséges szorzasok és osztasok szdma) o M % nband?).
Azaz, ha az y irdnya hilészemek szamét dupldjira noveljiik, a dekompoziciéhoz
sziitkséges 1d6 is duplézédik, mig ha csak a z irdnyt hélészemek szdméat noveljitk
dupldjara, a futédsi id§ §8-szorosara ng. Ezért a dekompozici6 lassi..

Ha mér elGallt az A = LLT dekompozici6, akkor az Ax = b megolddsa igen
gyorsan elGall.

Mivel az M7 FE moédszerrel torténé modellezés esetén az egyéb miiveletek
elhanyagolhaté futdsi id6vel rendelkeznek, a futési idGt szinte kizarélag a dekom-
pozicié idGigénye adja meg.

Ezen hatranyok ellenére a Cholesky-dekompoziciét hasznalja tobb M7 FE
modellezé program tekintettel a médszer egyszer(iségére és numerikus stabilita-
sara, azaz a kerekitési hibakkal szembeni viszonylagos érzéketlenségére (példaul:
Rijo, 1977).

3. Frontalis modszer

¥Ennél a médszernél az egyenletrendszer osszedllitasa és az elimindci6 péar-
huzamosan torténik. S6t nem sziikséges az egész métrixot a meméridban tarolni,
hanem az egész matrix mésodlagos w.rolon van és mindig csak az éppen sziik-
séges rész van a memoridban.
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4. ,,Nested dissection” modszere

Ebben a médszerben a csomék szdmozésira alapvetéen mas médszert hasz-
nalnak, mint a Cholesky-dekompoziciéval térténd megoldéds esetén:

1 6 v 4 16 21 10 11 12 13 14

2 7 12 Ji7/ 22 15 v b 2 16
3 8 13 18 23 17 7 9 8 18
4 9 14 19 24 79 3 6 4 20
5] 10 15 20 25 21 22 23 24 25
Hagyomdnyos Nested dissecton
(Cholesky-dekom pozicio, frontdlis

mddszer)
Az eliminécids sorrend:

I — 4 csomdk
5 — 6 csomOk
7— 9 csomdk
10— 25 ecsomdk

A nested dissection modszere azért hatékonyabb a hagyoméanyos médsze-
reknél, mert kevesebb fill-in-t general.

5. Iterativ modszerek

Az iterativ médszerek kozos jellemzGje, hogy az Ax = b egyenlet megol-
désat (A szimmetrikus, ritka, pozitiv definit) az f(x) = xAx/2—bx fiiggvény
minimalizéléséra vezeti vissza. Az iterativ mddszernek lényege az elimindcids
moédszerekkel szemben, hogy az elGbbieknél az A métrix nem valtozik, mig az
utébbiakndl igen és ezaltal fill-in-t produkalnak. Az iterativ médszereknél me-
moriaprobléma kevésbé jelentkezik, helyette belép a konvergenciasebesség
probléméja. Be lehet bizonyitani, hogy az f(x) = xAx/2 —bx minimumét meg-
kerest

R b e db = 0,1,

iterdcié (ahol &° valamely kezdeti kozelités a megoldésra, &F az egymds utdn
kozelitéseket, d* az egymés utani keresési iranyokat, o, pedig a keresési irdny
menti elmozdulést jelenti) konvergencidjanak sebessége az A méatrix

%(A) = lmax/lmin

kondiciészdmatol, azaz a maximalis és minimélis sajatérték ardnydtol fiigg.
Mégpedig »(A) minél kisebb (minél kizelebb van I-hez), annal gyorsabb a kon-
vergencia. Ha »'A)= =1, akkor azt mondjuk, hogy A4 rosszul kondicionalt. Saj-
nos a tipikus ## mdédszerrel ad6dé (és az MT FE moédszerrel el6allé) matrixok
is rosszul kondicionaltak, s6t minél finomabb a halébeosztas (igy minél tobb a
hélészem), annél rosszabbul kondicionalt a matrix. Mig a kondiciészdm romlésa
a véges (direkt, elimindciés) moédszereknél csak a pontossdgot rontja esetleg
(de a Cholesky-dekompoziciéét alig, mivel a mdédszer numerikusan igen stabil),
addig iteraciés médszereknél divergencidhoz is vezethet a pontossdgromlés
mellett.
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6. Gradiens modszer

A legegyszer(ibb iterativ modszer a gradiens médszer (legmeredekebb
lejté moédszere), azaz a

Ek+1 — Eky o dk
@5 —F(ER) = —(AEK—h)  B=10.1, ...

iteracié alkalmasan megvélasztott (kicsi) pozitiv konstans «-val.

Példa: legyen
-2
0 2,

és 0<Ay <A, b =0. Vegyilk az f(x) = xTAx—bx = (A,2,.2+ 2,2, /2 minimali-
zlasi probléméat. f szintvonalai elnyujtott ellipszisek, féltengelyeik 7/, és 1/2,
Az iteraciéban el6allé &-ket mutatja az 1. dbra. Latjuk, hogy amint né x(A) =

= /A, Ugy lesznek egyre elnyultabbak az ellipszisek, a &;, &, ... sorozat annél
jobban ide-oda ugrdl és a konvergencia egyre lassabb.

&2

f=
1 ¢ 2
(1/A2)2{

e

(1/x)2
Geo 88/13-1

1. dbra. Gradiens maédszer iterdcidja rosszul kondiciondlt matrix esetén
Puc. 7. Atepanua MeTofa rpagyueHToB B Civyae IJ10X0 00VCJIOBJIEHHOH MaTpHIlbl
Fig. 1. Iteration of the gradient method in the case of illconditioned matrix

7. Konjugalt gradiens modszer

Ebben a mdédszerben az «, 1épéskozoket optimélisaknak, a d* keresési ird-
nyokat konjugéltaknak valasztjuk, azaz .

diAd/ =0 i)
A konjugélt gradiens médszer a kovetkezs: keressiik &k-t és df-t (k = 1, 2,

-.) Ggy, hogy

EFH1 = Fk 4 g d-k

ridt
ak e

d*Ad*

dk+l = _pk+iy g gk (1)
pk+1A gk
T drAdk
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Tehéat a médszerben (1) szerint az 0] keresési irdny (d**!) a gradiens (rk+1)
és a régi keresési irdny (d*) kombindcidja. Bzdltal az 1. 4brdn ldthaté cikk-cakk-
szerli konvergencia lényegesen gyorsabb. Azonban a konvergenciasebesség itt is
alapvetden a kondiciészamtol fiigg, ami M7 FE mdbdszereknél még mindig eset-
leg elfogadhatatlanul lassti konvergencidhoz vezet.

8. Prekondicionalt konjugalt gradiens modszer

A médszerben egy € nemszinguldris szimmetrikus métrixot alkalmazunk
ugy, hogy A’ = C-TAC~1-nek jobb legyen a kondiciészdma mint A-nak. A kon-
jugélt gradiens médszert az

Alx/ — b/
egyenletrendszerre alkalmazzuk, ahol
A’ =CTAC!
b’ = 6-Th
x' = Cx

Az M = C7C matrixot prekondiciondlé métrixnak nevezziik. J6l megva-

lasztott M méatrix igen gyors konvergencidhoz vezet.

9. Szukeessziv tulrelaxacioé

Az Ax = b egyenlet megoldhaté az

=1 n
RN = w[bi— Dot — > g x(0 ]/a”+(1—w)x§")
j=1 j=1i+1
iteraciéval, amelyet szukcessziv tilrelaxdciénak neveziink w-vel mint relaxdciés
faktorral. A médszer gyors konvergencidhoz vezethet, ha -t alkalmasan véalaszt- -
juk, de abszolit értékéhez képest tobb nagysagrenddel kisebb mennyiséggel valé
megvaltoztatdsa is az optimélishoz képest a konvergenciasebesség nagy mértéki

romldsdhoz vezet. :
Bzt a médszer haszndlja Jugyin M. N. és Ananevics B. A. (1987 ) prog-

ramja.

10. Multigrid médszerek

Ujabban olyan FE megoldisi médszereket fejlesztettek ki, amelyek opti-
malisak az altaluk sziikséges miiveletek szdméban, ami o(M), ahol M a valtozék
szdma. Fzek az un. multigrid médszerek iterativ médszert hasznélnak, ahol
fokozatosan térnek rd egyre durvabb elemii halékra. Egy tipikus multigrid méd-
szer egy 1épése (&k-bbl &k *1 kiszdmitdsa) a kovetkezikbal 4ll:

— simitasi lépés, amely m kozonséges gradiens 1épés

— haélékorrekei6.

A multigrid médszerek azért olyan hatékonyak, mert a simitdsi lépésben a
hiba nagyfrekvencids komponensei, a hélékorrekcié alatt a kisfrekvencids
hibakomponensek csokkennek nagy mértékben. Kzt a mdédszert hasznélja
Varga (1988) programja.
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11. Direkt és iterativ médszerek hatékonysaga

Alapvetd osszefiiggés néhdny fent targyalt FI mdédszer hatékonysiga ko-
zott nem MT moédszerek esetén (MT moédszerek hatékonysdginak osszevetése
még nem tortént meg) az aldbbi (Johnson, 1987). Aszimptotikusan a megoldés
miiveletigénye o(M,) (M a hélészemek szama), ahol «-t az aldbbi tdblazat tar-

talmazza:

Médszer 2 dim 3 dim
GCholegky-deKompPozICI0 & et e s sisisls siors vsusia (55 513 ahs 20l s ovs) ayats 2 2.33
siNOSted AISEOCEIONY: *5iis creisie vrenistemtara s aiaros ols os stela siarsla oin ov s 1.5 2
onjughlt, gradionsii e o7 siovsies bl disis, i iets ok sratble saleve 556 o o 55800 1.5 1.33
Prekondicionalt konjugalt gradiens .............c.cciiiiinnian, 1.25 1.17
LT o T b G S B ot T B i e N B 1 A AT A e oA LD 1 1

Létszik, hogy kiilonosen nagy M-re a prekondiciondlt konjugélt gradiens
és a multigrid médszer jobb a Cholesky-dekompoziciéndl vagy a nested dissection-
nal. Mésrészt a multigrid médszer bonyolult programot igényel sok bels§ mun-
kamez&vel, mig a Cholesky-médszer kevés egyéb mezét kivan. Igy sem az MT
modellezésben, sem a differencidlegyenletek é4ltaldnos numerikus elméletében
nem eldontott kérdés még, melyik médszer egyértelmiien jobb a mésiknal.

12. Osszefoglalas

Lattuk, hogy szémos mdédszer 1étezik linedris egyenletrendszerek megol-
désdra és ezek koziil mar hasznéltak tobbet numerikus elektromégneses model-
lezési feladatok megoldédsdra is. A médszerek koziil aszerint kell valasztani, mi a
fontos szempont. Ha az egyenletmegolddsi lépéssel nem kivanunk kiilonssebben
foglalkozni, akkor a standard Cholesky-dekompozici6 a legegyszertibb. Ha a
memdriafoglalds csokkentése fontos cél, akkor valamely egyszerd iterdciés méd-
szer a legjobb (pl. szukcessziv thlrelaxacié), mivel ezeknél kevés egyéb valtozora
van szitkség magin az egyenleten kiviil, az egyenlet pedig tomoritve tarolhatd.
Az iterativ mdédszerek (killondsen a prekondiciondlt konjugélt gradiens és a
multigrid) jelentésége novekvében van, mivel tobbnyire jél egyesitik a hely-
foglalés, az elfogadhaté futési idS és a bonyolultsidg csokkentésének kivetelmé-
nyét. Olyan problémékban azonban, ahol az egyenlet egyiitthatéi gyorsan
véaltoznak, nehéz lehet a megfelels iterativ médszer megkeresése. Ilyenkor a véges
modszerek kinaljak a lehetséges alternativat jelenleg.

TRODALOM

Bank, R. E.and Dupont, T.: An Optimal Order Process for Solving Elliptic Finite Element Equa-
tions, Math. Comp. 36 (1981), 35—51.

Brewitt-Taylor, C. R. and Weaver, T.: On the Finite Difference Solution of Two-Dimensional Induec-
tion Problems, Geophys. J. R. Astr. Soc. 47, 1976, 375 —396.

Coggon, J. H.: 1971, Electrimagnetic and Electrical Modeling by the Finite Element Method,
Geophysics 36, 132 —155.

3% 7



Concus, P., Golub, G. H. and O'Leary, D. P.: A Generalized Conjugate Gradient Method for thes
Numerical solution of Elliptic Partial Differential Equations in Sparse Matrix Computations
ed. J. R. Bunch and D. J. Rose, Academic Press, New York, 1976.

@eorge, A.: Nested Dissection of Regular Finite Element Mesh, Siam J. Num. Anal. 11, 1973,
345 —363.

Hackbusch, W.: Multigrid Metheds and Applications, Springer Series in Computational Mathe-
maties 4, Springer, 1985.

Johnson, C.: Numerical Solution of Partial Differential Equations by the Finite Element Method,
Studentliteratur, Lund 1987.

Jones, F. W. and Vozoff, K.: The Calculation of Magnetotelluric Quantities for Three-Dimensional
Conductivity Inhomogeneities, Geophysics 43, 1978. 1167 —1175.

Jugyin, M. N., Ananevics, B. A.: Két- és hiromdimenzios MT szimité program, kézirat, 1987.

Kaikkonen, P.: A Finite Element Program Package for Electromagnetic Modeling, J. Geophys. 43,
1977, 179 —192.

Praus, 0.: Numerical Solutions of the MT Field in Inhomogeneous Structures, in A. Adédm (ed).,
Geoelectric and Geothermal Studies, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1976, 231 —144.

Rijo, L.: Modelling of Electric and Electromagnetic Data; Ph. D: Thesis, Univ. of Utah, 1977.

Silvester, P. and Haslam, C. R. S.: Magnetotelluric Modeling by the Finite Element Method, Geo-
phys, Prospecting 20, 1972, 872 —891.

Tatrallyay M.: Valtozo elektromdigneses terek meghatarozasa kétdimenzios szerkezetekben a véges
differencidk maddszerével, Kandidatusi értekezés, MTA GGKI, 1977.

Varga M.: Két-dimenziés modellezé program multigrid médszerrel, szébeli kozlés, 1988.

Wannamaker, P. E., Stodt, J. A. and Rijo, L.: Two-Dimensional Topographic Rosponses in Mag-
netotellurics Modeled Using Finite Elements, Geophysics 51, 1986, 2131 —2144.

Zhdanov, M. S., Golubev, N. G., Spichak, V. V. and Varentsov, Iv. M.: The Construction of ‘Effec-
tive Methods for Electromagnetic Modeling, Geophys, J. R. Astr. Soc. 68, 1982, 589 —607.



