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A hibameghatarozas bizonytalansagai

CSERNYAK LASZLO*~-HAJAGOS BELA**—-STEINER FEREN C**

A hiba becsilt értéker a mintaelemszdam (n) novekedésével egyre jobban kozelitenek egy elvi értéket;
aktudlis esetben, ha n elég nagy, legkinnyebben a hibabecslés aszimptitikus szérasa alapjan téjékozéd-
hatunk a bizonytalansdg mértékérél. Matematikai statisztikas kézikonyvek (Id. pl. Cramér 1958) meg-
adjak a hiba empirikus szérdsdra (ogemp) €3 a valészinti hibdra (Q) wvonatkozé dltaldnos formuldkat,
de ha a fejlédés a gyakran elGfordulé esetekben j hiba definicié alkalmazdsdt igényls (Id. a P definicid-
jat illetben Ferenczy et al. 1988), akkor a gyakorlati szakembernek az erre vonatkozé bizonytalansdg-
r6l 18 tdjékozottnak kell lennie. A dolgozat megadja a P aszimptétikus szérdsdnak formuldjat és (dbra-
kon) az értékeit is (fy(x)-re optimdlis k-kra és konstans k = 2-re egyardnt) és az f, () szupermodellen
hasonlitja 6ssze az eredményeket egyéb mbdon szdmitott hibak (elsbsorban oemp) aszimptotikus szérdsdval.

A dolgozat végil megadja a leggyakoribb értékek aszimptdtikus szérdsdra vonatkozé becslésnek a

hibdgdt is.

C yseauuenuem koauuecmea 3semeHmos npob (n) oyerusaemoe 3xayerue npubaudcaemcs
K 0NpeoeneHHOMy Meopemu4ecKoMy 3Hadenur; 6 OelicmeumensHOCmU, ecAl 4ucA0 n 00CMamoyHo
8eAUK0, MO cmeneHb 00CIMOGEPHOCMU Npowje 6ce20 Moxcem Gvimb 0YeHeHa HA O0CHOse acumnmomu-
yeckoli Oucnepcuu oyeHrKu nozpewHocmu. B cnapeodruixax no Mamemamuueckoll cmamucmuke
(cm., nHanpumep, Kpamep, 7958 ) npusodamcs obuyue gopmyast 043 0npedeneHus IMnupudeckotl
oucnepcuu u eeposamuoll nozpewrocmu (Q), 00HaK0 uacmo 603HUKAem HE06X00uMocmb npu-
MEHEHUA H08020 Memoda onpedeaeHus no2pewHocmu (@ €6a3U € onpedeseHuem nozpewHocmu
P cm. pabomy Depenyu u 0p., 1988); npudem cneyuaaucma, npuMeHANOWeE20 IMoOm Memoo Ha
npaxmuke, He06X00uMo UHPOPpMUPoeams 0 00CMOGePHOCIU Memooa.

B pabome npusodumca @opmyaa acumnmomuyeckoll Oucnepcuu P, ee 3nauenus (cm. pucyH-
Klt) 042 f, (X) npu OnMUMAAbHLIX 3HAYEHUAX K U NOCMOAHHOM e3HAYeHuu k = 2, a maxdxice
¢ nomowbro cynepmodeau f, (x) pesysbmamsl CpasHUEAOMCA ¢ ACUMNMOMUYecKol Oucnepcuell
(6 nepsyio ouepeds gsnm) nozpewrocmeti, onpedeseHHbIX Opy2uMuU cnocobamu.

B 3arawouenue ¢ pabome npugodumcs no2peuwiHoCms OYeHKU acumnmomuyeckoll ducnepcuu
Memodom naubosee yacmelx 3HaYeHUll.

The estimations of error approximate in general more and more a theoretical value, if the sample
8ize (n) increases; the uncertainty is measured by the asymptotic variance of the error estimation.
Handbooks of statistics (e. g. Cramér 1958) contain general formulae for the asymptotic variance of the
samle standard deviation (cemp) and that of the probable error (Q), but new error definitions (as e. g. the
definition of P in Ferenczy et al. 1988) need corresponding informations about the uncertainties of the
error estimations in question. They are given in the present paper for the dihesion e, for P and for the
asymptotic variance of the most frequent value (A py), mainly on ground of the supermodel f,(x). Com-
parisons are made with the asymptotic variance of the sample standard deviation and with that of the
semi-intersextile range. — Preliminary Monte Carlo investigations show that in the domain §=n=<160
the uncertainties of the dihesions can be calculated already according to the given asymptotic rule.

1. Bevezetés

Még nem is olyan tul régen felesleges elméletieskedésnek szdmitott gyakor-
lati szakemberek korében a hiba hibajaval foglalkozni. A szémitéstechnika fejls-
dése azonban lehet§vé tette nagy hatasfokii, de sok miiveletet igényls statiszti-
kai algoritmusok alkalmazését, s ez kiilonboz6 médszerek gyakorlati 6sszehason-
litésa esetén (a relativ hatésfok becslésekor) elengedhetetlenné teszi a hiba kells-
en pontos ismeretét. A 209, koriili hatésfok-kiilonbségnek példdul mér komoly
koltségkihatasai lehetnek, — de ezt a kiilonbséget nyilvan még indikéIni sem tud-

* ELGI, Budapest
** NME Geofizikai Tanszék

113



juk kell§ biztonsdggal, ha a hibabecslések szérdsa mondjuk 309%,. A hiba hibéjé-
nak a vizsgélata tehdt ma mar kozvetlen gyakorlati fontossdggal bir, és béar to-
vébbra is szigoribbak a kovetelményeink a szazalékos hibat illetGen magara a
primer médon mért mennyiségekre, mint a hiba hibajara vonatkozéan, az ut6bbi
ma mér semmiképpen sem fogadhato el oly nagy értékiinek, hogy az alig legyen
tobb nagysdgrendi tdjékoztatdsndl. Sajnos a gemp értéke bizonyos kériilmények
kozott az adatok tilnyomé tobbségére jellemzi eltéréseket még nagysagrendileg
sem jellemzi helyesen, igy mas mdédon példdul a P hibaval torténd jellemzés
ilyenkor egyenesen elengedhetetlennek tiinik, de a Ferenczy et al. 1988-ban defi-
nidlt P egyébként is sokkal megbizhatébb (robusztusabb, rezisztensebb) hiba-
jellemz8. A P hibajira vonatkozé vizsgédlat ennek a jellemzd&nek a behatdébb is-
meretét, adekvat hasznilatit és ezeken keresztiil a foldtudoményi adatrendsze-
rek gazdasdgos interpretéciéjat egyarant elGsegitheti.
A P definiciéja adott f(x) stirliségfiiggvény esetén (Id. Ferenczy et al. 1988)

revonft fuliofi e o

ahol x a mért adatnak a k faktorral végrehajtott, dltaldnos leggyakoribb érték
szerinti kiegyenlités (Id. Steiner 1985) eredményétdl valo eltérése, f(x) ezen el-
térések val6szintliségstirtiség-fiiggvénye és ¢ az f(x) dihézidja. (Szimmetrikus hiba-
eloszlas esetén sok esetben felesleges a fenti, bonyolultan hangzé specifikaci6, hi-
szen a kiegyenlitések ugyanazt a hiperfeliiletet, illetleg pontot — a szimmetria-
pontot — definidljék; utébbi esetben — barmely kiegyenlitésnél — az x a mért
érték tavolsdga a szimmetriaponttdl.)

Foglalkozzunk elGszor a
P = Pfs (1a)

hib4jénak a meghatérozasaval.

2. A P-meghatirozas hibaja
A robusztus statisztika egyik kézépponti jelentdségii fogalma az IC(x)-szel
jelolt hatasfiiggvény, amelynek definiciéjat kozvetleniil P-ra irjuk fel:
16 = G DM =) = =l )
4-+0

ahol é(z) a Dirac-6 (1d. pl. Steiner 1985). Latjuk (kicsiny 4-kat feltételezve), hogy
a hatésfiiggvény A-szorosa minden z-re azt adja meg, hogy egy A valészintiséggel
jelentkezd jarulékos z-értékii adat mennyivel valtoztatja meg P értékét.

Els§ 16pésként konstansnak tekintjiik e-t. Ekkor irhatjuk (behelyettesitve
(1)-b8l P = P|e-t a (2) kifejezésbe):

IC(z) = }jl_r.r(l)%{exp[ fln[l +( ] ] f(x)dx +
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— =] ~1[=P : (3)
(Az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy barmely >0 mennyiségre, a I’'Hospital
szabély szerint

: ud—1 . ud Inu
lim = lim = lnwu.
40 A 4-0 1

Az aszimptétikus szérdsnégyzet 4ltaldnos alakja (Id. pl. Steiner 1985):
fzoz x)dz, (4)

igy konstans ¢ esetén az aszimptotikus szérés (3) alapjan

—=1"l/fln H[ ]] - f(@)d. (5)

(Furcsa, hogy az integrandusznak zérushelye van Ic_x =VP_ 1-nél; persze, ha
&€

valamilyen z-re val6ban elfogadhat6, hogy az nem szémit P hibéja szempontja-
bél, annak koézel kell lennie P-hez; Cauchy-nél ez az x = V3 = 1,73 valéban nincs
messze P = 2-t6l.)

3. A dihézio meghatarozasinak hibaja

Valamely S skélaparaméter meghatarozésanak aszimptétikus szérdsnégy-

zete (1d. pl. Steiner 1985)
2 % d.
/ 2 [ z ]f(x) x

A% = S% — : (6)

[ [7G) 5]

ha S-et az



kovetelés definidlja és f(x) az origéra szimmetrikus. A minta alapjén valé S-meg-
hatérozéas (7) osszeg-megfeleljével torténik.

A x-fiiggvény analitikus alakja az ¢ dihézi6 meghatérozésakor
3x2—1
z) = ————.
(xz +1 )2

Nincs tehdt semmi akaddlya, hogy f(x) = f,(x)-szel az a tipusparaméter fiigg-
vényeként szdmitsuk ki a (6) szerinti 4, aszimptétikus szérdst, mint a fiigg-
vényét, ahol f (x) a Csernydk és Stevner 1982 dltal modellezési célokra bevezetett
eloszldsmodell-csaldd. (Az f,(z)-et definidl6 formuldt Ferenczy et al. 1988 is

kozli ebben a folydiratszdémban.)
Az A,ra (6) -tal, illetve (8)-cal kapott numerikus eredményeket kitiinGen

(8)

kozelitia> 1,8, azaz 0< % <1,25 esetén a kovetkezd empirikus formula:
a —
a—2

w-(@—1) |

A, = 25[1 ’ 9)

Az A,/e pontos értékeinek fiiggését az eloszléstipustél a 0<%< 2,5]
a—

tartoményra az 1. dbra vastagon kihtzott gérbéje mutatja. (A (9) egyszerti em-
= 2,6-nél,

a—1 ¢

= 1,67-nél,

pirikus formula a<1,8 is haszndlhat6, csak pontatlanabb:

azaz a = 1,4-hél §9%, koriili eltéréssel adja A, helyes értékét; :
a—

azaz a = 1,6-nél mar csak 29, az eltérés.)

4. A skalaparaméter-becslés tovabbi két modszerének a hibija

Az 4ltalénos leggyakoribb érték-szdmitds mésodik varidnsénédl, amely
Hajagos 1985 eredményeire épiil, skdlaparaméterként (roviden megfogalmazva)
kozvetleniil ¥ meghatérozésa torténik az alabbi x-fiiggvény szerint:

2_
(a+1)z>—1 . (10)
(14272
(A fenti, kissé nagyvonaly, ui. 4ltalénos esetben csak kozelitSleg érvényes meg-
fogalmazés az éltaldnos leggyakoribb érték szémitédsdra vonatkozéan teljesen
korrekt az egész f,(x) tipus-csalddra, azaz a (10) alapjadn kapott & ekkor pontosan
ke-nal egyenld, ahol k az dltaldnos leggyakoribb értékszamités szokésos variédn-
séban hasznalt paraméter, (1d. pl. a k(a)-ra vonatkozé empirikus formulat a Fe-

renczy et al. 1988-ban).
Az A? aszimptétikus szérdsnégyzet egzakt formuldjadt nem tal bonyolult

analitikus alakban sikeriil megadnunk, ha bevezetjiik a kovetkezd jelolést :

x(x) =

8, = /[—L]jﬂx)dx. (11)
Sz+x2

—co
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a skalaparaméter-,
meghatdrozds relativ _—
aszimptotikus szérdsa £ e

0% 1 2 .1.1.

Geo 8851

1. dbra. A skélaparaméterbecslés relativ bizonytalansiga haromféle meghatérozési médszerre vonat-
kozéan, az f,(z) szupermodell kiilénb6z6 eloszléstipusaira

Puc. 7. OrHOCUTeNbHAsl JOCTOBEPHOCTh OLEHKH MapaMeTPOB WIKAJBI ISl TPEX DPA3NUYHBIX
MeTO/I0B OIpeJesieHusi, sl PA3JIMUHBIX TUIIOB PACTIpefieIeHHsT CYNePMOAENH fo(x)

Fig. 1. Uncertainties of scale parameter estimations of different kind, in cas e of model distributions
from the supermodel f ().

fgy 8 = &-ra (6) alapjén a kivetkezs eredmény adédik:

2
AR i (|
a+1 a+1
=
3a+5 S2+2(a+2) s,
a+1 a+1

(12)

g =3
AE—E

4[81—

Ha az aktudlis f(x) azonos valamelyik f,(x)-szel, akkor figyelembe vessziik az
8kre, illetve ezek osszefiiggéseire vonatkozé ismert képleteket (1d. Hajagos
1985), s igy az f,(x)-ekre vonatkozéan a kovetkezd alakra egyszertisodik 42 ki-
fejezése:

4% 2. (@a+2)-(a+4)-(a®+3a+6) : (13)

. 2a(a—1)-(a+1)-(a+6)

. Az A;[e értékeit szaggatott vonallal rajzolt gérbe mutatja az 1. dbrdn.
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Miel6tt azonban diszkutédlndnk a kapott eredményeket, irjuk fel a skéla-
paraméter maximum likelihood-elv szerinti meghatérozdséhoz tartozé y-fiigg-
vénytis:

—1).22—
(LM, (14)

€T) =
() o

valamint az ebb6l szarmaztathaté 4ltaldnos aszimptétikus szérdsnégyzet-for-
mulat (S = &-sal):

» el £ 2
A§ _ o (a—1)*—2a(a—1)8; +a%8, . (15)
4a?(S; — S,)?
Ha f, (z) az aktualis eloszlds, akkor
- s (16)
2(a—1)

A;[e gorbéjét az 1. dbra pontozott vonala mutatja.

Az z és ¢ tehat egyardnt kisebb szdzalékos hib4dval hatdrozhaté meg az egész
Gauss-Cauchy tipustartoményon, mint az ¢ dihézi6. Ennek azonban az az ara,
hogy az & meghatérozds a Gauss-féle eloszléstipushoz kozeledve egyre kevésbé
rezisztens, azaz a durva hibédk egyre nagyobb értékben torzithatjik az eredmé-
nyeket, és ezt dltaldban nyilvan nem kockéztathatjuk. A szédrnyak szennyezés-

mentes voltdra még az e-szdmitdsndl is kényesebb az e-meghatarozés (I1d. Cser-
nydk és Steiner 1985b erre vonatkozé részletes vizsgélatait; hogy gyakorlatilag a
szérnyakra tédmaszkodik a maximum likelihood-elv szerinti skélaparaméter-
meghatérozés, azt az is mutatja, hogy az IC-fiiggvény a szdrnyakndl veszi fel
maximalis értékeit). — Ez az utébbi alternativa azonban egyéb okok miatt sem
ajanlhaté gyakorlati alkalmazdsra: mint Csernydk és Steiner 1985a kimutatta,
még szimmetrikus eloszlésnél is el6fordulhat ennél a skélaparaméter-becslésnél
az, hogy a kettds iterdcié mésik dgdnak eredményeként kapott helyparaméter-
becslésnek (azaz a statisztikai algoritmus &altaldban leglényegesebb eredmé-
nyének) végtelen nagy lesz az aszimptétikus szérasa. —

Megemlitjiik még, hogy az (11)-ben definidlt S; mennyiségek bevezetésével
természetesen a szémunkra legérdekesebb eset: b dihézié- -meghatérozds A}
aszimptétikus szérdsnégyzete is kifejezhets, ha tetszéleges f(x) esetét akarjuk
vizsgélni. A (6)-bél és (10)-b8l adédé formula a kovetkezd (S = e-ra):

98, — 248, + 168, i

A2 = g2 =
(148, — 168,)

5. A P hiba empirikus értékének a bizonytalansagai

Aszimptétikus értelemben jogos a P-re az IC-fiiggvényt az aldbbiak szerint fel-
irni:
IC(P; ) 1 1C(¢; ) i IC({’; z) ! (18)
P P> P
Ezzel P relativ hib4jira vonatkozéan a kovetkezd kifejezés adédik 4ltaldnos
esetben:

4,/P =V (45/P)*+ (Ae)+C, (19)
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ahol

C = % /IO(e; ) - I0(P; ) f(x)dz. (19a)

A (19)-ben a gyok alatti els§ tagként elfogadjuk a konstans e-ra kapott
(5)-b8l ismert kifejezést; a szdmitdshoz sziikséges P-t ekkor (1), illetve (1a) sze-
rint f,(x) csalddra

P= ezp{ f In[1+2?]- fa(:v)d:c}
0

definidlja. (Ha az f,(x)-csalddon Kkiviili f(x) valdsziniiségeloszldsra akarunk
Ap |P-t szémolni, a (19) egyenletbe nyilvén az 4ltaldnos (1), illetve (1a), valamint
az (5) formuldk alapjdn meghatarozott P és A5 keriil. Ugyanekkor persze a (17)
fogja a mésodik tagot szolgéltatni.)

A O szédmitésahoz sziikségiink van az IC(e ; ) fiiggvény formuléjéra:

3[ﬁ]2— 1
i : (20)

(148, — 165,)- [1 +[i]2 ]2

&

IC(z) = ¢

(a (11) szerint és S = e-nal szémitott S,-vel, illetve S;-mal); a C' integranduszé-
ban szerepl6 mésik fiiggvényt: IC(P; x)-et mér (3)-bdl ismerjiik.

Mivel az A,/P értékeit az f (x) szupermodellre szdmitjuk ki, amikor is a (19)-
ben a gyokjel alatti mésodik tag egyszeriien (9) szerint szdmithaté.

-gyel jellemzett eloszlastipus

A 2. dbra mutatja az Ap[P gorbéjét az N

filggvényében. Az 1. dbra Ap[e gorbéjével val6 osszehasonlitdskor kideriil, hogy

< 1 intervallumban

A,/P-ben a dihéziémeghatdrozds hibdja domindl a 0 < ;
a —

olyannyira, hogy ebben a tipustartoméanyban az 4,/P-re vonatkoz6 gyors téjé-
kozbédéasként akar az A,.[e-ra vonatkozé (9) formulét is hasznalhatjuk.

A P relativ aszimpt6tikus hibdja a Gauss-eloszldstél a Cauchy-eloszlasig
kb. 1,8-szeresére novekszik a 2. dbra szerint. Az ebben az iranyban tapasztalt no-
vekedést az eloszlas-szdrnyak stlyossidganak novekedése miatt természetesnek
talaljuk. — S6t, a novekedés mértéke inkdbb mérsékeltnek mondhaté, kiilonssen,
ha az 4, /P gorbéjét az Agemp/oemp gorbéjével hasonlitjuk ossze.

6. A szoéras empirikus értékének a meghatirozasi hibai

A, emp Vizsgalatakor az x alatt tovabbra is a kiegyenlités eredményét6l mért
tdvolsdgot értjiik; ez ebben az esetben persze a legkisebb négyzetek elve szerinti
kiegyenlitést jelenti. (Legegyszer(ibb eleve szimmetrikus hibaeloszlésra gondolni,
amikor a kiilonbségtétel felesleges.) A matematikai statisztika kézikonyvei (1d.
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2. dbra. A hibabecslés relativ bizonytalan-
saga kétféle hibadefiniciéra vonatkozéan,
az f,(z) szupermodell kiilonb6z6 eloszlés-
tipusaira
Puc. 2. OtHOCHTENbHAs1 AOCTOBEPHOCTH
OLIEHKH TIOTPEeIIHOCTel IS JABVX pas-
JIMYHBIX METOMIOB OIPENEJICHHsT Iorperl-
JEFFREYS HocTel, JUIsl pa3JM4YHBIX TUIOB pacrpe-
infervullu]’1 JIeJIEHHsT CYIepMOJeNH fu(x)
0 T T T T
0 025 05 05 - 1 0%1‘ Fig. 2. Uncertainties of error estimations
GAUSS CAUCHY of different kind, in case of model distribu-

Geo 88/52 tions from the supermodel f ().

pl. Cramér 1958) kozlik a Oemp-Te vonatkozé aszimptoétikus szorés (A4, emp) formu-
lajat:

At 2L [ (@) de—ot; (21)
a — OO

ennek a kifejezésnek a létezéséhez f(x) negyedik momentuménak véges voltt
persze fel kell tételezniink. .

Ez az utébbi feltétel az f,(x) eloszldscsalddnél csak a>4 esetén teljesiil.
fey a 3>a=5 tartoményban a nagy szémok térvényének teljesiilési iitemérsl
nincs kozelebbi informéciénk, csak azt tudjuk, hogy nem 4ll fenn a meghatéro-
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zési pontosség novekedésére vonatkozéan az 1/Vn-nel valé ardnyosség megnyug-
taté sajatsdga; a pontossdgnovekedés iiteme éppen nagy n-eknél lassul le, amikor
pedig éppen lehetSleg pontos értékekre torekednénk. — Ha @ =3, mér o sem léte-
zik, igy ezeknél az eloszldsokndl a nagy szdmok térvénye mar semmilyen formé-
jéban sem teljesiil: nem novekszik a pontossidg n novekedésével. (Hogy a nagy
szdmok torvénye forditva is teljesiilhet, arra nézve ld. Csernydk és Steiner 1982
vizsgélatait.)

Kimutathaté (1d. Hajagos és Steiner 1988), hogy az f,(x) eloszléscsalddra a
kovetkezd egyszerii formuldval szémithatjuk oemp esetén a relativ hibét:

a—2
A, emp/Oemp = V2(—a_—5)— (22)
Az aszimptétikus szérés relativ értékeinek ezt a gorbéjat szintén a 2. dbra mu-

tatja be.
Kovetkeztetéseink az aldbbi pontokba fogalalhaték, beleértve az eddigi meg-

éllapitasokat is:

1. a=35-re végtelen nagy a gemp-meghatérozés aszimptétikus szérésa ;

2. & Oemp 68 & Pemp relativ aszimptétikus hibdja a ~ 6-nél egyezik meg (ez a Jeff-
reys-intervallum szélén levé eloszléstipus);

3. a>6 esetén ugyan kisebb gemp relativ hibdja, mint Pemp-é, a rezisztencia teljes
hidnya miatt azonban oemp alkalmazésa ebben a tipustartomdnyban sem ja-
solhaté a geofizikai és geolégiai vizsgélatok tilnyomé tobbségénél.

A fentiek lényegében oemp diszkvalifikdldsét jelentik minden olyan esetben
(pl. hatésfokbecsléseknél), amikor a hiba hibdja nem lehet tilsdgosan nagy. (Ha
szinte csak hiba nagységrend meghatérozésira korldtozédnak igényeink, vagy
valéban a Gauss-eloszlds kozvetlen kozelében levs sziik tipustartomény jelent-
kezése varhat6, rdadésul garantdltan durvahiba-mentesen — mint pl. egyes geo-
déziai méréssorozatokndl, — akkor a o.mp tovébbra is elfogadhaté hibajellemzs-
nek.)

7. A P’-meghatarozas hibai

A P hibat bevezetd dolgozat (Ferenczy et al. 1988) k = 2 alkalmazdsét java-
solja arra az esetre, ha nincsenek a hibaeloszlés tipuséra vonatkozo6 el6zetes is-
mereteink (ekkor, ha sziikségesnek itéljiik a megkiilonboztetést, a P’ jelolést
alkalmazzuk). Indokolt tehét, hogy vizsgilataink erre az egyszer(ibben haszndl-
haté hibadefiniciéra is kiterjedjenek.

A 3. dbra gorbéje mutatja az erre az esetre vonatkozé relativ aszimptétikus
sz6rés-gorbét. (A szémitdsok — mutatis mutandis — most is (19) alapjén tortén-
tek.) Tal4n meglepének taléljuk, osszehasonlitva a 3. dbrdt a 2. dbrdval, hogy a
Gauss-Cauchy tartoményon valamivel kisebb ingadozéssal adédnak a hiba hibéi
P’-nél, mint P-nél (s6t konnyti tdjékozddésul akér praktikus is elfogadni A4p/
P’ = 1,8-at jellemz§ értéknek, amitdl az eltérés maximélisan 249, alatt marad a
teljes Cauchy — Gauss tartoményon). Nem szabad elfeledkezniink azonban arrdl,
hogy a hiba hibdjénak praktikusabb viselkedésével szemben a k = 2-vel vég-
zett helyparaméter-meghatdrozdsok valamennyivel kisebb pontossiga 4ll a

0= =1 intervallum két végéhez kozeledve.

a—1
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) a hiba relativ .
aszimptotikus szdrdsa >

_~ o minta interszextilis félterjedelme

1 // 11! -1
£ [F a-v6-F 16 ]
0 . : -
0 p 05 1 ‘ﬁ
GAUSS CAUCHY

Geo 88/5-3

3.Pdbra. Az interszextilis félterjedelem és a P’f becslési! bizcnytalansdgainak ¢sszehascnlitésa a
fo(x) szupermodell kiilonb6z6 eloszléstipusaira

Puc. {3. CpaBHeHHe JI0CTOBEPHOCTH MHTEPCEKCTUIIEHOTO NONYCcOheMa HOLEHKH P JIsi pasiHuHbIX
B Lbe TUIIOB pacnpe/ieSieHHsi CYIIepMosesu fo(x)

Fig. 3. Comparison of the estimation uncertainties of the semi-intersextile range and those of the
P’ in case of model distributions from the supermodel f ,(x).

8. Az interszextilis félterjedelem empirikus értékének bizonytalansagai

Tanulsdgos megvizsgélni, hogy a 2:7 valdsziniiségardnyt pontosan megvalé-
sité interkvantilis félterjedelmek, mint hibajellemzdk, milyen hibédval hatéroz-
haték meg. — Az f, (x)-csalddra vonatkozdéan az altaldnos formulékat Hajagos
és Steiner 1988 kozli tetszéleges kvantilisre, igy semmi akadélya ezek alapjan egy
az eddigiekkel analég gorbe szerkesztésének.

A 3. dbrdn bemutatott, szaggatott vonalu gorbe kedvezd képet mutat az in-
terkvantilis félterjedelem-meghatédrozés hibdjéra a 2:1 valészintiségardnynal.

(Legyen szabad e helyen felvetni az interszextilis félterjedelem terminus tech-
nicus hasznélatat az interkvartilis félterjedelem mintajara a szinte hasznélhatat-
lanul nehézkes, és még igy sem ennyire egyértelmli kovetkezd kifejezés helyett:
a 2:1 valdszindiségardnyhoz tartozoé interkvantilis félterjedelem. — Az interszextilis
félterjedelem nyilvan a kovetkezSképpen irhaté fel az F eloszlasfiiggvény inver-
zével:

% [F-1(1-1/6)— F-(1/6)],

mig az interkvartilis félterjedelem kifejezése

% [F-1(1— 1/4) — F~1(1/4)].
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A tovabbiakban élni fogunk a javasolt kifejezéssel.)
Az interszextilis félterjedelem (mint hibajellemz§) relativ aszimptétikus

szérésa csaknem ugyanolyan kedvez§ értékrél indul - =0-nél, mint a gemp-re
a —

vonatkozé gorbe a 2. dbrdn. Nagy kiilonbség, hogy a gemp — & mésik hibajellemzd-
vel ellentétben — nem robusztus: az §-hoz kozeli (de annél nagyobb) a-k esetén
teljesiil ugyan még a nagy szdmok toérvénye, de igen nagy aszimptétikus szérés-
sal (1d. a (22) formulat), 5-nél kisebb a-kndl pedig még ennél is kedvezstlenebb
sajatsdgok lépnek fel. (Err6l a korabbiak sordn mér emlitést tettiink; pl. a
Cauchy-eloszldshoz kozeledve n-nel egyre inkdbb novekv6 oemp-értékeket ka-
punk (!), ami a hiba megitélését persze teljesen tévitra vezetheti.)

A fentiekben csak a robusztussdg szempontjait emlitettiik, a 3. dbra két gor-
béjének osszehasonlitdsakor azonban, amikor is két robusztus hibameghatérozési
eljarast kell egybevetniink, djra gondolnunk kell a durva hib4ja adatokra
(outlier-ekre) vald érzéketlenség, azaz a rezisztencia szempontjaira is. — Nem
maradhatnak figyelmen kiviil szdmitéstechnikai vonatkozasok sem.

Az utbébbiakkal kezdve: az interszextilis félterjedelem empirikus értékének
meghatédrozésahoz sziikség van olyan miiveletekre (pl. nagysig szerinti sorba
rendezés), amelyek plusz gépéraigényt és memoériakapacités-tobbletet egyarant
jelentenek (magéhoz a kiegyenlitéshez viszonyitva). Meggondoland, hogy meg-
éri-e ez azt a tobbletet, amit a hibameghatarozds pontossdgdban nyeriink né-
vekv§ a-val a Jeffreys-intervallum felé, majd azon tul haladva a Gauss-eloszlas-
ig. — Ha nincs informéciénk az eloszlastipusrél, amely Cauchy-félének is adéd-
hat (amikor pedig mér forditott a helyzet a pontossigot illetGen), akkor lehet,
hogy faradsdgosabban jutunk pontatlanabb hibajellemz&hoz.

Elgondolkodtat6 mindenesetre az interszextilis félterjedelem 3. dbran 14t-
haté6 pontosségi folénye a Gauss-Cauchy tipusintervallum nagyobbik részén: ha
érdemesnek itéljiik, véallalni fogjuk a fentiekben emlitett szdmitéstechnikai tobb-
letet, — anndl is inkdbb, mert igy nem csak kozelitSleg, hanem pontosan 2:1
valészinfiségardnyt megadé hibédhoz fogunk jutni. (Ami a pontossidgok maximélis
eltérését illeti, a Gauss-eloszlésnal 329,-kal kisebb az interszextilis félterjedelem
relativ aszimptétikus szérdsa, mint a P’-é.)

A fentiek azonban természetesen csak arra az esetre vonatkozhatnak, ami-
kor az adatok eloszldsa tiszta f,(z) eloszldssal modellezhets. A rezisztencia problé-
méinak teljes, vagy legaldbb valamennyire részletes elemzése nagyobb terjedel-
met igényelne, ezért ezt mellézni vagyunk kénytelenek. Annyi azonban azonnal
belathatd, hogy ha adataink tobb mint egy hatoda mindsiil durva hib4junak a
redlis adattomoriilés egyik oldalédn, akkor az interszextilis félterjedelemnek sem-
mi koze sem lesz az anyaeloszldshoz, mig a P tovdbbra is dontéen az anyaeloszlés
jellemzdje marad a legtobb ilyen extrém esetben is. (Rédadésul még arra is lehetd-
ségiink van, hogy kénnyen megszabaduljunk a tévoli adatoktél suly szerinti vé-
géssal, 1d. pl. Steiner 1988, ilyen megoldésra, mint erre Ferenczy et al. 1988 mér
utalt, akkor lehet sziikség, amikor a durva hibaju adatok igen tdvoliak, ugyan-
akkor a szézalékos ardnyuk is jelentds. Egy igen egyszerti példa bemutatésa bizo-
nyara hasznos lesz: ha Osszesen 15 adatunk koziil 3 db + 50-es értékii durva
hibaju adatunk van, egyébként 12 adat a (— 72, + 12) intervallumon egyenletes
eloszlasbdl szdrmazd un. idedlis minta (+£1, +3, +5, =7, +9 és +11), akkor az
interszextilis félterjedelem empirikus értékét 28,5-nek talaljuk, — azaz tobb,
mint hdrom és félszer akkordnak, mint magabél az ideélis mintabél nyerhetd 8-as
értéket. — A P’ is megérzi a nagy szdzalékban jelenlevé durva hibdkat, de ezek
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P’ értékét viszonylag csak kis mértékben: 23%,-kal novelik (az interszextilis fél-
terjedelem-meghatdrozas ebben az esetben tehéit 15,5-szer nagyobb hib4val van
terhelve). fgy — ha némi torzuldssal is, — Py, tovabbra is az adattomorodésre
magéra vonatkozéan informél benniinket a hiba nagysdgérdl (s itt nem éltiink
még a suly szerinti elimindlds imént emlitett tartaléklehetGségével sem). Rezisz-
tencia-okokbél tehat (egyéb itt nem targyalt esetekben is) a P hiba alkalmazésat
fogjuk éltalaban kedvez&bbnek itélni, hiszen mint lattuk, durva hibdju adatok
miatt kénnyen elveszithetjiik azt a pontossigi elényt a hibameghatérozésban,
amit a 3. dbra gorbepérja a vizsgalt tipusintervallum Gauss-eloszlés felé esd ré-
szén mutat. Ilyen, viszonylag mérsékelt elényoknek a sokkal nagyobb, esetleg
katasztréfalis mértéki hatranyok kockézatédnak megsziintetése érdekében torté-
né feladésakor szokés a robusztus statisztika irodalméban, Anscombe 1960 nyo-

mén, a biztositdsi dij hasonlatdval élni. Az e, ¢ és ¢ meghatérozési hibéjira vo-
natkozé, az 1. dbrdn lathaté gérbék egybevetésekor ugyantigy idézhets lett volna
ez a taldlé analdgia.

9. A leggyakoribb érték aszimptétikus szérasanak meghatirozasi
bizonytalansigai

Az eddigiekben térgyalt hibadefiniciék az anyaeloszlésra vonatkoztak, azaz
az egyes adatok hib4it jellemzik. Ezek értékei nem fiigghetnek n-t61 (pontosabban
csak az empirikus értékek statisztikus ingadozésa 411 kapesolatban n-nel). Magé-
nak a leggyakoribb értékek szerinti kiegyenlités eredményének, pl. az M leg-
gyakoribb értéknek a hibéja persze annal pontosabb, minél nagyobb az n értéke.
Pontosabban: bebizonyithaté (1d. Csernydk és Steiner 1983), hogy szimmetrikus
eloszldsokra az aszimptétikus szérds mindig véges, azaz a nagy szdmok torvénye
a legelényosebb alakban: }Yn-nel ardnyos pontossignivekedést biztositva telje-

sil.
Szimmetrikus eloszlésokra és k = I1-re az M aszimptétikus hibdja

A 6

(Csernydk és Steiner 1983 ), ahol n(e) azonos S;-gyel. Az n(.) jelolés arra szeretne
figyelmeztetni, hogy ennek a mennyiségnek heurisztikusan kénnyen értelmezhe-
t6 (és gyakorlatilag is hasznélhaté) jelentése van: n.n(.) azonos a kiegyenlités
altal figyelembe vett effektiv adatszdmmal. — A mintdkra a kapott dihézié
osztva a stulyosszeg gyokével nyilvan az M -ek szérdsdra ad becslést.

A leggyakoribb érték 4ltaldnositédsdra Hajagos 1985 adott elvi alapot. Erre
az 4ltaldnos leggyakoribb értékre az aszimptétikus szérist

Va+2 ke
A, = .
SR a Vn(ke) 23

adja (a k£ faktor az a tipusparaméternél eredményez optimélis hatésfokot; a
k(a)-fiiggvény képletét illetGen 1d. Ferenczy et al. 1988).

Jeloljiik ((la) mint4jara) 4-sal az 4 ,,/e hdnyadost ; ezt nagy n-nél ¢ ingadozé-
sai mér csak jelentékteleniil befolyésoljak, gondolatmenetiink tehat teljesen ana-
16g lehet a 2. és 5. pontban kovetetthez. Igy az 4,; mennyiség relativ aszimpté-
tikus szérésa (4 a,,/A4,,) felirhat6 a kovetkezéképpen (v. 6. a (19) formuléval):
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ApylAy = V(Ae)*+ (4z[A)+ K, (25)

ahol
K = 22— f IC(g; 2) - IC(4; ) f(x)d. (25a)
Foglalkozzunk el6szor az A becslésének aszimptétikus szérasival, 47-sal. —

Kiinduldsunk most is a hatésfiiggvény:
s —
IC(z) = EHSZ{A[(I —MNf(@)+4-6(x)] - A[f(x)]} =

sy kVa+2 [ 1 D Al
4-+0 a-A LAY sl T (ke)? V’n(ks) :I
| a-4)-nke)+4 %
g L Hat2 1 o [
a~0 A a-Yn(ke) V(I—A)[l e (ke)? ]
n(ke)((ke)? + *)

- L [1 b (a)” ] (26)
2 n(ke) - ((ke)?+ ?)

(az utolsé lépésben, a hatdratmenet el6tt, felhaszndltuk a binomindlis sorfejtést).
Ebbdl az aszimptétikus szérdsnégyzet (Id. Gjra a (4) 4ltaldnos formulét,) a ko-
vetkezd:

2 _Zal o 5 (ke)® 2 21
A> =4 - f [1 e ((k8)2+m2)] flx)de = [ 82 (27)

(az S;-k definici6jat illetden Id. a (11) formuldt). Felhasznalva az f,(z) csalddra
érvenyes

g tlg g g 04 (28)

a+2 a

osszefiiggéseket (mindkettsre nézve 1d. Hajagos 1985 ), az A relativ aszimptétikus
szérésa az f,(x) szupermodellre vonatkozéan végiil az

— 1
Al = V 2(a+2)-(a—1) 20)

alakban irhaté fel. A (25)-6t (és (9)-et) figyelembe véve tehdt végiil az f,-csalddra
vonatkozéan a kovetkezdt irhatjuk:

1
Wb, V [ (a_l)] R (30)

(a K értékeit illetéen 1d. a T'dbldzatot.
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Tdblazat

k=Kk(a) k=2
a 3 Agle -
K Agpf4dM | n(2e) Aja K Agpl4m
1,4 1,503 2,797 2,492 3,269 0,480 0,418 0,812 2,969
1,6 1,273 2,379 1,665 2,749 0,571 0,333 0,607 2,526
2 1,000 2,000 1,000 2,263 0,666 0,250 0,444 2,123
2,5 0,812 1,793 0,666 1,989 0,721 0,202 0,363 1,902
3 0,697 1,686 0,500 1,842 0,750 0,176 0,323 1,788
4 0,561 1,576 0,333 1,687 0,778 0,151 0,283 1,671
6 0,428 1,489 0,200 1,559 0,799 0,131 0,252 1,577
10 0,314 1,432 0,111 1,472 0,811 0,118 0,232 1,515

Nagy a-értékekre a gyok alatti mésodik és harmadik tag elhanyagolhatéan
kicsiny lesz, — de még a Cauchy-eloszldsnél (¢ = 2) is csak 1/8 a mésodik tag
értéke, s bar ekkor mar K = 1, — az elsd osszeadandé 4-es értéke mellett, —
az A a,,/Ay értékét az A ingadozdsainak a figyelembevétele még a Cauchy-el-
oszlésnal is csak kb. 13%,-kal emeli meg, 4./¢ értékével sszehasonlitva. Ez any-
nyit jelent, hogy a Gauss-Cauchy tipustartomanyon nyugodtan hasznilhaté az

An,, /Ax

3 e A

Sl
f t a-1__
0 1 2 Geo 86/54

4. dbra. A leggyakoribb érték aszimptétikus szérésanak becslési bizonytalanségai kétféle k-vélasztés
esetén, az f,(x) szupermodell kiilonbaz6 eloszléstipusaira

Puc. 4. JlocTOBepPHOCTb OLEHKH AaCHMITOTHYECKOH [UCIepCHd MeTOA0M HauboJiee dYacToro
SHaYeHUs ISl JBYX Pa3/IMYHBIX SHAUeHWH k, JUIsl, PasjMuUHBIX TUIIOB paclpejeseHuit cvmep-
MOZeNH fu(x)

Fig. 4. Uncertainties of the estimations for the asymptotic standard deviations of most frequent
values, at alternative choice of the value %, in case of model distributions from the supermodel f ()
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kozelités.

Hasonlé kovetkeztetésre jutunk abban az esetben, amikor az aktudlis el-
oszléstipust6l fiiggetleniil, pontosabban: a tipusra vonatkozé ismeret hidnyéaban
k = 2-vel végezziik szdmitdsainkat. Az o kiilonbozd értékeihez a (25) gyok alatt
szereplé mennyiségeit, valamint a & = 2 esetre vonatkozé 4 4,,/4,, értékeket a

tébldzat tartalmazza. (Maga A,, ekkor, azaz k = 2 esetén, 1,1-¢/)n(2¢)-ként
‘szémitandé.) — A 4. dbra bemutatja mind a & = k(e), mind a £ = 2 esetre vo-
natkozéan az Aa,,/A ) gorbét.

Az ¢ konstans voltat (pl. P bizonytalansagénak vizsgalatakor) az dttekinthe-
t6ség meglrzésére torekedve tételeztiik fel. Szigortan, véve a P-nek és A4,,-nek
a bizonytalanségara kozolt eredmények fels§ korlatnak tekintenddk, azonban
mind a részletesebb (itt nem kozolt) analitikus vizsgalatok, mind pedig Monte-
Carlo-eredményeink azt mutatjik, hogy a valésdgos értékek olyan kozel vannak a
fels6 korlathoz, hogy az eltérés a gyakorlat szdmara egyel6re érdektelen. — Végiil
megemlitjiik el6zetes Monte Carlo vizsgélatainknak azt az érdekes eredményét,
hogy a dihézié meghatarozasinak hibajara vonatkozéan mar kicsiny mintaelem-
szdmnél is igen jé kozelitéssel teljesiil a dolgozatban megadott aszimptétikus
torvényszerliség.
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