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MAGYAR GEOFIZIKA XXIX. EVF. 8. SZAM

Bevezetés

Matematikai statisztikai médszerek nélkiilozhetetlenek a geofizika gyakor-
latdban; hatékonysédguk elsGsorban attél fiigg, hogy kell6 mértékben robusztu-
sak és rezisztensek-e. Robusztussdg alatt azt értjiik, hogy a statisztikai médszer
hasznélhatésiga nem figy tulzottan az aktuélis valészintiségeloszlds tipusdtdl, a
rezisztencia a durva hibdkra val6 érzéketlenséget jelenti.

A leggyakoribb értékek szerinti algoritmusok kifejlesztésében (tobb vagy
kevesebb, kiilonboz6 jellegfi, de mindenképpen értékes munkéval) sok magyar
geofizikus kolléga, valamint két matematikus vett részt az elmilt mésfél évti-
zedben. Ennek kiszonhetSen egy 1985-ben tartott 6tnapos mérnsktovabbképzd
tanfolyam keretében mér a robusztus statisztika elméletébe dgyazott 4ltaldnos
verzi6 ismertetésére keriilhetett sor; a tovdbbképzs anyaga egyetemi jegyzet-
ként is megjelent 1985-ben, ,,Robusztus becslések” cimmel. Ezzel megnyilt az
it a kiterjedtebb gyakorlati alkalmazésok el6tt, noha az elmélet még koréntsem
tekinthetd lezartnak.

E fiizet els6 cikke a fent emlitett tovdbbképzésen részt nem vett, illetve a
jegyzet anyagét részleteiben nem ismerd geofizikus kollégak széméra ad rovid
4ttekintést az alapfogalmakrél és a legfontosabb eljardsokrél. A mésodik dol-
gozat a leggyakoribb értékek szerinti szdmitésok néhdny karotédzs alkalmazaséit
mutatja be, megadva egyben e médszernek a matematikai statisztika elméletén
beliil elfoglalt helyét. A harmadik és negyedik dolgozat tj hibadefinici6t vezet be
és tesz vizsgélat targy4va, mivel a szokasos alapfeltevésektdl valé elszakadés min-
den téren, igy a hibaszdmités terén is kotelességiinkké teszi a dolgoknak az ala-
poktél induld, szisztematikus tjragondoldsét. Ennek gyakorlati fontossdga alig-
ha lehet kérdéses, hiszen példdul az &ltalinosan alkalmazott empirikus szérds
megengedhetetleniil bizonytalan hibaértékeket adhat mér a Gauss-tipusitél
nem t1l tévoli eloszléstipusok esetén is.

Steiner Ferenc

BBejenne

MeTo/bl MATEMATHUECKOH CTATUCTUKH SIBJISIIOTCS He3aMEHMMBIMU B re0pu3u-
yecKolf MpaKTHKe ; 3DHEKTUBHOCT ITHX METOJ0B 3aBUCHT B NEPBYIO Ouepeab OT
TOr0, B JOCTATOYHOM JIM CTENEHH OHM YCTOMYMBBI M PE3UCTEHTHBI. 101 VCTOH-
YUBOCTbIO MMEETCS] B BHMAY TO, UTO TNPUMEHsIeMOCTb HAHHOr0 CTaTUCTHYECKOro
MeTOa TPAaKTUYECKU He 3aBUCUT OT THMa JAeHCTBUTEbHOr0 pacrnpeieeHns
BEPOSTHOCTH, A PE3UCTEHTHOCTb O3HAYaeT HEe3aBUCHMOCTb OT BIIMSHUSA rpy0ObIx
OLIMOOK.

BeHrepcKMMH reodu3MKami M MaTeMaTHkamu ObUl paspaboTaHbl METOJbI
Haubosiee YacTbIX 3HAUEHHMil. DTH METOIBl SBJISIIOTCS YCTOWUMBBIMU M PE3UCTEHT-
HBIMM, KPOME 3TOro, MX MPOCTOTA 00eCeunBaeT BO3MOXKHOCTb HX palMOHab-
HOTO TIPUMEHEHMSI. :

B naHHOM HoMepe JKypHana «Benrepckasi reopusukay ony01MKOBaHO YeThbIpe
CTaTbM, CBsi3aHHBIE C 9TO¥ Temoil. B mepBoil cTaTbe KPaTKO pacCMaTpHBAKTCA
MeToAbl Haubosee yacThiX 3HAYEHWid, BO BTOPOH OMUCAHbI BO3MOXKHOCTH MpH-
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MEHEHHUs1 NaHHBIX METOJO0B MpHU reo(pu3HUYeCKOM KapoTa)ke (34eChb )Ke paccMaTpu-
BAeTCs1 CBSI3b METO/0B HanboJjiee YacThIX 3HAYEHHIH C OCHOBHBIMM TIPUHIMIIAMU
MaTeMaTHYECKOH CTaTHCTUKH).

B TpeTbeil M ueTBepTO# CTaThAX paccMaTPMBAETCS HOBOE MOHATHE MOrperl-
HOCTH, KOTOpO€ SIBJISIETCS] VCTOMYMBBIM, PE3UCTEHTHBIM M IIOJIHOCTbIO COOTBET-
CTBYET OCHOBHBIM NpPHMHLMNAM MeToJa Hauboyiee YacTbIX 3HAUEHWH.

@. Ilmeiinep

Introduction

Statistical tools are unavoidable in the practice of geophysics; the efficiency
of their use depends first of all upon their robustness and resistency. Robustness
means that the usefulness of a statistical method doesn’t depend in an undesirable
degree on the type of the actual probability distribution, resistance means the vn-
sensitwity to outliers.

Hungarian geophysicists and mathematicians developped the so-called
most frequent value procedures. The latter ones are robust and resistant and in
addition, svmple enough to apply them economically.

The present number of the journal “Magyar Geofizika” contains four con-
tributions to this topic. The first paper gives a brief outline of the most frequent
value procedures, the second one presents applications to well logging interpreta-
tion (and in the same time interconnections to general statistics). The third and
fourth paper deal with a new error definition, being robust, resistant and fully
adequate with the conception of the most frequent value calculations.

Prof. F. Steiner
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MAGYAR GEOFIZIKA XXIX. EVF. 3. SZAM

Rovid bevezetés a leggyakoribb érték
modszeréhez

FERENCZY LASZLO*

A dolgozat révid attelintést nyujt a leggyakoribb értékek szerinti szamitdsok alapfogalmairdl és
alapeljardsairdl. Részletesebb informdcidkat a ,,Robusztus becslések” c. egyetemi jegyzet tartalmaz (ldsd
Steiner F., Tankonyvkiadsé, Budapest, 1985).

B pabome xpamko paccmampuearomes 0CHOGHbIE NOHAMUS U cnoco0bl 6bI9UCACHULL MEMOOOM
Haubosee wacmoulx 3Havenuil. Boaee OemanbHas UHPOpMAYUS npuEeOeHA € YHUBEPCUMEeMCKUX
KoHcnexmax «Ycmotiuuesie oyenkuy (Cum. Ilmeiinep ., usdoameascmeo «Tankervsxuador, Byoa-

newm, 7985 2.)
The paper presents the main concepts and procedures of most frequent value calculations in brief

outline. A more detailed treatment is presented in the lecture notes “ Robust estimations’ (in Hungarian;
Tankionyvkiadé, Budapest, 1985).

A leggyakoribb értékek elméleti megalapozasa és a leggyakoribb értékek
szerinti algoritmusok kidolgozdsa mintegy mésfél évtizedes multra tekint vissza.
E téméban szdmos publikacié és egy egyetemi jegyzet jelent meg, amelyek rész-
letesen tartalmazzak az elméleti és részben gyakorlati kérdéseket, matematikai
levezetéseket és bizonyitdsokat. E cikkben elsGsorban a Robusztus becslések cimii
jegyzetre (Steiner 1985 ) tdmaszkodva foglalom 6ssze azokat a legfontosabb alap-
fogalmakat és definiciékat, valamint eljardsokat, amelyek ezen fiizet tovabbi
dolgozatainak konnyebb megértését segithetik eld.

1. Leggyakoribb érték fix skilaparaméterii stlyfiiggvénnyel

A helyparaméter az adatok helyére, a skdlaparaméter az adatok tomoriilésé-
nek mértékére jellemz8. Ha S jeloli a skélaparamétert, 7' a helyparamétert,
akkor a valészintiség-sfirliségfiiggvény 4ltaldban

fle) = f(T; §; =) (1)
alaki. Példdul a Cauchy-eloszls esetében a fenti kifejezés

1 N
z) = —o—.
St
Az 1. dbrdn mutatjuk be az § = 2 és § = 4-nek valamint a 7' = 10 és T' = 20-
nak megfelel§ f.(x) gorbéket. A 7' helyparaméter a szimmetriapont helyét, az
S skéalaparaméter pedig — az el6z6t6l fiiggetleniil — azt definidlja, hogy az ada-
tok a 7' kornyezetében siirlibb vagy ritkabb elhelyezkedéssel varhatdk.
Cauchy-eloszlds esetén (2) alapjan integrélassal meggy6zédhetiink arrdl,

(2)

hogy S az interkvartilis félterjedelemmel |Q = i;———l/i-vel] azonos. Tulaj-

* NME Geofizikai Tanszék
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y(x)

10 - s s 20 X
Geo 88/3 -1

1. 4bra. Négy Cauchy-tipusi siiriségfiiggvény, kiilonboz6 T- és S-értékekhez (a jobb attekinthetGség
kedvéért a maximéalis értékekhez tortént a normalés)

Puc. 7. Yerbipe pasnuyHbx QVHKOMM miioTHoctH Kowm pnsi pasnuuneix sHavenuiét T u S/B
1HesIsIX Jivyied 0630pHOCTH HOPMHPOBaHHE BBHIOJHEHO [JIsSl MAKCHMAaJbHbIX 3HAYeHHH)

Fig. 1. Four density functions of Cauchy type (the normalization was made for the maximum value)

donképpen minden eloszlastipus felirhat6 volna @-val, mint skdlaparaméterrel. A
gyakorlatban azonban inkdbb eloszldstipusként més és méas skdlaparamétert
szokés alkalmazni azért, hogy minél egyszertibben irhassuk fel a stirtiségfiiggvény

analitikus alakjat. :

A durva hibdkrél. Ha a szémegyenesen pontonként dbrazoljuk mérési ered-
ményeinket, azonnal szembet(inik, ha egy vagy tobb kiesé pontunk van; ekkor
durva hibarél szokés beszélni. A durva hibéval terhelt mérési eredményre jellem-
z8, hogy az a tobbi mérési eredménytdl jelentésen eltér. Ezeket az adatokat nem
szoktuk a kézi kivitelezésti szémitdsainkban szerepeltetni (egyszertien elhagyjuk

azokat).
Hogyan lehetne algoritmizalni a durva hibaval terhelt értékeknek onké-

nyesnek tling elhagyésat?
Suilyozott dtlagok. A legtobb valészintiség-elméleti kézikonyv bebizonyitja,
hogy az z;, @, ..., z;, ..., z, minta alapjan a

(3)

szerint képzett, Un. sulyozott atlag akkor adja a legkisebb szérdsu becslést, ha
minden g, stly azonos. Ha azonos mérési korillmények kozott nyertiik adatain-
kat, akkor a matematikai statisztikdnak ez az eredménye teljesen kézenfekvd,
s6t trividlis. :
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Durva hibédkkal terhelt mérési eredményeknél azonban olyan silyozés al-
kalmazésa az el6nyos, melynél a ¢, sily a minta adateloszldsa alapjén kapja ér-
tékét, azaz

g = 92y, Xy - .-, Zp). (3a)

Ez gyakorlatilag annyit jelent, hogy a durva hib4val terhelt adatok zérus vagy
ahhoz kozeli stilyt kapnak. Vagyis az f(x) anyaeloszlds erre az z, adatra mér
flz,) = 0, vagy f(z,) ~0, tehat az ilyen érték valdszinditlen. Ha a (3) helyett a

S f@) -2,
i=1

TR T (4)
Z S(z;)
i=1
silyozott 4tlagot. alkalmazzuk, akkor a durva hibdk ellen biztosan védve va-
gyunk, minden szubjektivnek mind&siild, onkényes elhagyés nélkiil.

A (4) gyakorlati alkalmazésdnak azonban silyos akadédlya, hogy nem ismer-
jik sem az f(x) anyaeloszlds tipusit, sem paramétereit (7' és S). Persze, ha
ismernénk, sem mintavételre, sem (4) szerinti helyparaméter becslésre nem volna
sziikség.

A durva hibéju adatok elvetése, valamint a legs(irtibben elhelyezked§ kozép-
86 pontok kiemelt megbecsiilése akkor is megorténik, ha nem az anyaeloszldssal,
hanem valamely ahhoz hasonlé ¢(x) sulyfiiggvénnyel silyozunk. Ha szdmités-
technikailag a legegyszer{ibb megoldésra toreksziink, akkor a

2

. ‘
p(x) = m (5)

sulyfiiggvény valasztésa a legkedvezSbb.

Leggyakorzbb érték fix skdalaparaméterd siulyfiggvénnyel. Tekintsiik egyel6re
ismertnek a ¢(z) stlyfiiggvény e-nal jelolt skdlaparaméterét (meghatérozésival
kés6bb foglalkozunk) Az (5)-ben M-mel jeloltiik a sulyfiiggvény ismeretlen hely-
paraméterét. Nagy n mintaelemszamnél az (5) stilyokkal felirt (3) stlyozott 4tlag-
t6l joggal remélhetjiik (szimmetrikus eloszldsoknédl teljesen nyilvanvaléan),
hogy a valédi M-et szerepeltetve p(z)-ben, magit M-et adja vissza:

n

Z P(z;) - ;
s (6)

n

2, o)

i=1

amelybe behelyettesitve (5)-t, a kovetkezd osszefiiggéshez jutunk:

2.z
b i AL RASIAD .
M=ILl¢ +("’2— e (7)
zl + (2, — M)*
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Magéra az f(x) anya eloszldsra vonatkozéan ennek az osszefiiggésnek az aldbbi
integrél alakja alkalmazandé:

ez
/_——(x o f(x)dx

&2 P
[ s s

Akér (7), akar (8) egyenleteket tekintjiik, a bal oldalon 4116 M a jobb olda-
lon is szerepel. Ezek az egyenletek igy egy iteraciés algoritmus alapformuléi. A
szdmitastechnika gyakorlatdnak megfelelGen, a jobb oldalon az M mindenkori
értékét tarolé rekesz tartalmat kell a tortkifejezésbe behelyettesiteni. Az igy szé-
mitott érték lesz M 1j értéke, és igy tovabb, mig az 4j M nem, vagy csak alig
kiilonbozik az el6z6t6l. Részletesen felirva tehat: az iteracids algoritmus program-
mal val6 végrehajtasdnak tartaméra a

z": &2y
i= + (z,— M ;)2

Jl{j+1 = = 22 (7a)
IZ x - M, )2

osszefiiggés érvényes. Az iterdci6 inditdsdhoz (M kezdGértékére) megfelel pl. a
szémtani kozépérték vagy a mintamedian.

Matematikailag elég annyit mondanunk, hogy azt az M-et tekintjiik az f(x)
helyparaméterének, amelyik kielégiti (8)-at, s ezt az M értéket az eloszlas leg-
gyakoribb értékének nevezziik. A (7)-et kielégité M -et pedig a minta leggyako-
ribb értékének nevezziik és az eloszlas leggyakoribb értékének becslésére hasznél-
juk (az M jelolés a most frequent value = leggyakoribb érték elnevezésbdl
szarmazik).

Nyilvénval6 (8)-bdl, hogy szimmetrikus f(x)-eknél az M azonos a szimmetria-
ponttal (ami egyben a varhaté érték). Nem szimmetrikus esetben azonban M-et
4] helyparaméternek kell tekinteni, melyet nem befolyasolnak a pontok zométél
nagyon tévol es§ értékek.

2. A sulyfiiggvény skilaparaméterének (¢) meghatarozasa

Mazimdlis effekttv adatszdm fogalma. Ahogyan az (5) szerinti ¢ sulyfiiggvény-
ben szerepl§ e-t az elézdekben az egyszeriliség kedvéért ismertnek tételeztiik fel,
hasonléan célszerli eztuttal abbdl kiindulni, hogy ismeretes a sulyfiiggvényben
szerepld M. A feladat viszont az ismeretlen skdlaparaméter meghatérozasa.

Legyen adva olyan mintdnk, ahol a mintaelemek — véletleniill — éppen
szimmetrikus elhelyezkedésiliek valamely érték koriil (2. dbra). Ebben az eset-
ben az (7) egyértelmiien adja a szimmetriapontot, barmilyen ské,laparaméter-ér—
téket vélasszunk is. Ha ¢ tdl nagy, akkor a 2. dbra 1. gorbéjét kapjuk és minden
adathoz csaknem ugyanakkora ¢(x;) stly tartozik. Lathatjuk, hogy még a na-
gyon tévoli pontok is (z;, z,) a maximalishoz kozeli stilyt kapnak. A pontok
aszimmetrikus elhelyezkedésekor til nagy e-nél tehdt a kiesé pontok ugyanigy
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2. dbra. Adalék a (10) feltétel heurisztikus indokoléséhoz
Puc. 2. No6aBKa /sl 9BPUTHYECKOT0 060CHOBaHUs1 veiioBust (10)
Fig. 2. Contribution to a heuristic train of thought leading to the demand Eq. 10

i, . . N (RS

tonkretehetik a (7) szerinti becslést, mint a szdmtani atlag [en :T—— 2. x,] sze-

i BT i=1 .

rintit. Bl 4wy et

Ha, tl kicsi az ¢, akkor viszont nemcsak a durva hibaval terhelt adatok ma-

radnak figyelmen kiviil, hanem a centrumban t6moriilé pontesoport szélén is jé

néhény (1d. 2. dbra 4. gorbéjét). Ez gyakorlatilag annyit jelent, mintha kisebb

lenne az n mintaelemszdm. Marpedig a legtobb becslésnél n csokkenése 1/yn
szerint noveli a becslés bizonytalansagét.

Valami kompromisszumra tehdt mindenképpen sziikség van. Ha a két fenti
szempontot egymashoz viszonyitva siulyozni kellene, a j6 pontok figyelembevéte-
lének szempontja kapna a nagyobb sulyt. Milyen kifejezéssel célszerti a (7) sze-
rinti becslés végrehajtasakor effektive szerepet jatszé pontszémot figyelembe
venni? A (7)-ben szerepld ¢(x) sulyok az M kozelében kozelitGen 1 értékiiek, az
M-t8l legtévolabb levd, durva hibaval terhelt adatok kozelitden zérus értéki
stlyt kapnak. Az M-t6] tavolabbi, de még jél ldthatéan a t6moriilé pontesoport-
hoz tartozé adatok pedig az M-t8l val6 tavolsaggal az (5) stly szerint egyre
csokkend mértékben jarulnak hozzéd M értékének kialakitdsahoz. Kézenfekvs
tehat a silyok osszegét effektiv adatszdémnak tekinteni:

n 2

€
Negs(€) = _
11(¢) Z:l 2+ (z,— M)
Az effektiv adatszam maximalizaldsa — az e-nak ehhez viszonyitva mésod-
lagos, de hatérozottan egyidejli minimalizdldséval —akkor valésul meg, ha a ko-
vetkezd kifejezést maximalizaljuk:
nse(e) ’ (.0a)

(9)

&
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Ez azzal ekvivalens, hogy az ¢ skélaparamétert a kovetkezs extrémum-kovetel-
ménnyel definiéljuk:

1 &2 :
— Z —x ) = maximum. (10)
€ i=

A kohézi6 és a dihézio fogalma A (10) alapjén meghatédrozott e skdlaparamé-
tert elsddlegesen az (5) szerinti ¢(z) sulyfiiggvény skdlaparaméterének tekintjiik.
Nagy n-nél azonban nyllvé,nvaloan fennéll az

oo

Merr(e) i
zale) f e (@ = (11)

osszefiiggés, ezért az
n?(e)

&€

= maximum (12)

kovetelést teljesitd e-t magéra az f(x) eloszldsra jellemz$ skélaparaméterként is
felfoghatjuk. Mivel a (12) kifejezés négyzetgyokének is azonos helyen van a
maximuma, ezért a (12) felirhat6 a kovetkezSképpen is: 2

P 32 ]
/mf(x)dx = maximum. (13)

A fenti kovetelést teljesité ¢ a pontok zémének kohéziés tendenciédjat jellemzi.
Nagy e kis kohézi6t jellemez és forditva. Célszert tehat a kohéziét (y) a kovetkezs
médon definidlni (1d. Steiner 1973):

% =—. (14)

Az ¢ skélaparaméter tehét reciprok kohéziénak is nevezhets, de az elnevezés ne-
hézkessége miatt az (6nkényesen képzett) dihézi6 megnevezést hasznaljuk.

Az e gyakorlai szamftdsa. Az M-et tovabbra is ismertnek feltételezve,az e
meghatérozésa a feladat. Elméletileg kimutathat6, hogy ¢ nem lehet nagyobb a

mintaterjedelem V3/2-szeresénél (1d. Csernydk, Steiner 1980):

ezg [max(z;) —min(z;)]. (15)
Tehét ¢ meghatérozhaté ugy, hogy a fenti kifejezés jobb oldaldbél kiindulva ad-
dig csokkentjiik e értékét, amig a (13)-mal analég,
n £3/2
e 13a
Zl 52 + xi M )2 ( )

kifejezés maximumét el nem érjiik. Ezt a maximumhelyet haszniljuk a g(x)
stlyfiiggvény skdlaparamétereként és egyben ez az ¢ ad becslést az eloszlas dihé-
zibjéra is.
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Az el6bbi eljaras nemcsak elvi lehet$ség, gyakorlatilag is alkalmazhaté6, de
— mint az extrémumbhelykeresd algoritmusok altaldban — eléggé lassi. Gyor-
sabban kapjuk meg a silyfiiggvény skélaparaméterét, ha a kovetkezs iterdcits
algoritmust alkalmazzuk:

& k(e —M)?
[8 oh (xl )2]2 (136)

41 = &
z [er + (x;— M)]?

A fenti formuldval meghatérozott dihézi6 a val6sziniségi valtoz6 ingadozé-
sdnak egyik mérGszdma. Amennyiben mfiszereink, a mérési koriilmények stb.
hibaviszonyai ismertek, a kettSs iterdcié e 4gét elhagyhatjuk és csak az M dgat
futtatjuk konstans — az ismert fizikai koriilményekbdl meghatdrozott — & ér-
tékkel.

3. A leggyakoribb érték és a dihézi6 egyiittes szamitisa

Anyaeloszldsok leggyakoribb értékét a (8) formula csak abban az esetben
szolgéltatja egyértelmiien, ha az abban szerepls ¢ is egyértelmtien rogzitett. Az
el6z6 2. pont utdn nyilvdnval6, hogy a (13)-at kielégits e-t fogjuk a leggyakoribb
érték meghatérozdsindl alkalmazni és viszont (mindkét szdmitdsndl most mér
elvetjiik a gyakorlatban szinte sohasem teljesiils, de a fogalmak bevezetéséhez
elengedhetetlen eleve ismert e eleve vsmert M feltételezéseket). Az M meghatéro-
zésdhoz tehat nélkiilozhetetlen az ¢ meghatdrozésa, akér érdekel benniinket,
akér nem. Mivel csak az anyaeloszldsra jellemzs§ értékpéar hatdrozhaté meg, a
leggyakoribb érték végleges definiciéja tartalmazza a dihézi6 definici6jat is.
Tehat flx) strtiségfiiggvényiikkel adott valdszintiség-eloszldsok leggyakoribb értéké-
nek (M) és dihézidjdnak (&) azt az M-et és e-t nevezziik, amelyek a (8) és a (13)
Seltételt egyidejtileg teljesttik.

A fenti definici6 egyben meghatérozési algoritmusnak is tekinthets, mivel
az M és ¢ a (8)-cal, illetve a (13)-mal definidlt kettds iterdciéval szdmithaté, e-t
3,1-Q-rél inditva. (Ui. a dihézi6 és az interkvartilis félterjedelem kozott fenn-
41l a kovetkezs relacié: e=3,092-Q).

Mérési adatok leggyakoribb értékére és dihézi6jara vonatkozo6 becsléseket —
az el6zGekkel analég médon — a (7a) és a (13b) osszefiiggések (Osszeg formuldk)
kettds iterdciés algoritmusdval hatérozzuk meg. M indulé értékeként a minta-
elemek szdmtani kozepét vdlaszthatjuk, mig e-t célszeri a (15) jobb oldala szerint
inditani. A kettGs iterdcié M, illetve e 4gén felvaltva végezziik a szdmitésokat.

Megjegyezziik, hogy az anyaeloszlashoz tartozé — az el6zdekben definidlt —
M helyparaméter kiilonbozik a val6szin(iségszdmités elméletébdl ismert és leg-
gyakrabban haszn4lt helyparaméterektdl (varhaté érték, medidn). M ugyanis az
adatok koncentréléddsi helyét hivatott megadni. A koncentralédés mértékére a
dihézié a jellemzd. Az (M, e) értékpér nagyon szemléletesen téjékoztat benniin-
ket az anyaeloszldsrdl: a val6szinfiségi valtozé viszonylag nagy valészintiséggel
vesz fel értékeket az (M —e, M + ¢) intervallumban. Nem mondhaté ez el az E-vel
jelolt varhat6 értékrdl aszimmetrikus eloszldsok esetében, amikor is a vdrhatd
jelzd vagy megkérddjelezhetd, vagy teljesen jogosulatlan (Id. 3. dbra). (Az E =
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3. dbra. Az x értékeknek az (M-g, M +¢) intervallumba esése sokkal valésziniibb aszimmetrikus el-
oszldsokndl, mint az F ,,varhat6” érték koriili, ugyanolyan hosszusigi intervallumbeli el6fordulésa

Puc. 3. Ilonaganue 3HayeHuit X B nHTepBanbl (M — &, MY ¢) Gosiee BepOSTHO NIPU aCUMMETPHYHBIX
pacnpefiesieHHsIX, YeM BCTPeuyaeMoCcTb B TpefiesiaX MHTePBaJIOB TaKoi yKe JJIMHBI, HAXOASIUXCS
OKOJIb «OyKuaaemoro» 3Hauenuss E.

Fig. 3. The occurrence of « in the interval (M —e, M +¢) has much greater probability than the
occurrence in (K —e¢, E+¢)

= f zf(x)dx helyparaméter becslésére, mint ismeretes, a szdmtani 4tlagot hasz-
néllj:ﬁ;.)
4. A leggyakoribb érték szerinti kiegyenlités (M-kiegyenlités)

Ha a leggyakoribb értékek alapgondolatdt megtartva akarunk tobbvaltozés
kiegyenlitésre vonatkoz6 algoritmust megadni — mégpedig olyat, melyhez kész
konyvtari programokat tudunk felhasznélni, — akkor célszerli kozvetleniil az
M meghatarozésdnak (7a) formuldjabdl kiindulni. Ez az egyenlet ugyanis itera-
ci6s 1épésenként eleget tesz a kovetkezd minimumfeltevésnek (mely differencié-
lassal igazolhatd):

ok
(x;—M;)? = min, (16)

Z: e+ (x;— ‘,'—-1)2

ahol M ;_, az el6z§ iterdciés 1épésben meghatérozott érték, ¢ pedig a masik iteréd-
cids é,gon kapott eredmény. Lathat6, hogy a (16) kifejezés csak a leggyakoribb
érték szerinti stllyal kiilonbszik a hagyoményos, legkisebb négyzetes kiegyenli-
tés jol ismert minimumfeltételétsl.

Az M helyébe adott analitikus alaku 7'(p, y;) fuggvenyt helyettesitve (ahol
p a T figgvény paraméter vektorat, y a 7' fiiggvény fiiggetlen-véltozé vektorit
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jelenti), az M szerinti kiegyenlités minden iterdciés lépése p,-ra az aldbbi mini-
mumfeltétel kielégitését kivanja meg:

e [e— T(py; )P = mi 17

Z;—L\Pys Yi)I© = mun,

i=1 &+[z—T(pe—v; V)P :
ahol p, az #j paramétervektor, a silyban szerepls p,_, pedig az el6z8 iteraciés
Iépés eredményeként kapott, tehat ismert érték vektora.

A T analitikus alakjédnak természetesen itt is ugyanigy adottnak kell lenni,

mint a hagyoményos kiegyenlitésnél. Ha ez a T'-fiiggvény (J =1) fokszdmu poli-
nom, vagy 4ltaldnosabban:

T(p; y) = pIy(Y)+2.To(y) + - . .0, T (), (18)

ismert analitikus alaku 7';-kel, akkor a (17) feltétel teljesitése, azaz a leggyako-
ribb érték szerinti kiegyenlités egy-egy iterdciés lépése csak lineéris algebral
egyenletrendszer megoldésit igényli:

n 62

iz1 &+ [2,—T(pe—s; Y1) I?

2

= e+ [z —T(pk =15 YoI©

Ty(y)[PaTy(¥) + P To(Y) + - - - + 24T 4(¥) — 2] = 0

To(Y) [P T1(y) + PreTo(y) + - - - + 2T 4(¥:) —2] = 0

2

i=1 &+ [2,—T(py—1; Y))1?

T )(y)[2aT1(¥) + PreTo(Y) + - - - + 21T f(¥)) —2] = 0
(19)

A sulyfiiggvény skdlaparaméterét szintén iterdciés formuléval nyerjiik:

3 2 et [z —T(p; y)1°

izi{ed 1+ [%: T(p; y)1?P 1 (20)
>

i=1{e}1+[2,—T(p; y) PP

ahol p az utolsé iterdci6 eredményeként ismert paramétervektor.

A két iterdciés 4gban (hasonléan a 3-ban leirtakhoz) itt is felvaltva végezziik
a szadmitdsokat.

Azonos z; adatrendszer alapjén, azonos analitikus alaku fiiggvény p para-
métervektordt kereshetjiik a legkisebb négyzetes elv:

S [2,—T(p; y)J? = min (21)
i=1

szerint is, valamint az el6zéekben vézolt leggyakoribb érték szerint is. Altaldban
nem kapunk azonos eredményt és a jelents eltérések sem ritkak. Ezért az M-sze-
rinti kiegyenlitéssel kapott eredményt megkiilonboztetésiil p,-el, mig a (21)-bél
nyerhet&t p-vel jeloljiik. Ehhez csatlakozva az ut6bbi médon definidlt kiegyen-
litést varhat6 érték szerinti kiegyenlitésnek, vagy roviden E-kiegyenlitésnek
nevezziik.
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5. Az f (z) modelleloszlis-csaldd

Definidljuk az @ paraméterrel jellemzett eloszléstipus-csalddot a kovetkezs-
képpen:

1
0 = ey o
ahol
B e g (22a)
p[zj
2

melyben I" a j6l ismert gamma-fiiggvény. Az origéra szimmetrikus (22) eloszldsok

fqm

4. gbra. Négy modelleloszlés siirliségfiiggvénye az f,(x) modellcsalddbdl

Puc. 4. Yersipe GVHKUMHK TUIOTHOCTH pacrpefiesieHds rpynnsl moaenet f,(x)
Fig. 4. Four density functions from the supermodel f,(x)
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koziil néhényat (pozitiv z-ekre) a 4. dbrdn mutatunk be. Az a (> 1) tipusparamé- .
ter egész értékeire az eloszlasfiiggvények az aldbbiak:

Fy(x) = —;—-l- —71: arctgz;

1 z
Fy@) = —+ ———
1 z
F,(2) = F2(x)+; 1+x2; (22b)
1-3....-(a—4
Fa(x) = Fa_z(ﬂ?)‘l'z 4 ((2—3)) % x a-—-2
oo (l_xz)_z——
(ha @>4 és pératlan);
2:4....-(a—4) 1
Fa(x)=Fa_2(x)+l 3 :a_3; G : a—2
7w (d—at) 2

(ha a>6 és péros).

A (22) kifejezés az eloszlastipusok siirliségfiiggvényeit a lehet legegyszer(ibb
alakban adja. Ha a helyparaméter (jelen esetben szimmetriapont) és a skéla-
paraméter 1. részben kozolt dltaldnos jeloléseire, 7'-re, illetve S-re visszatériink,
akkor f,(z) a kovetkezs dltalanos alakot veszi fel:

a
=
[2] Sa-1

X 22
9a() P[a;l]l/n VS + (@— 1)1 ()

Létjuk, hogy a (22) a T' = 0 és S = I-nek megfelel§ standardizélt alaknak felel
meg.
Az f (x)-eloszldscsalad és becslések pontosségara dontéen kihaté szdrnyakat
igen széles spektrumban tudja modellezni (ldsd 4. dbra). Ha a értékével feliilrdl
kozelediink I-hez, akkor egyre kozelebb jutunk az olyan lassi (konstans||z|
szerinti) aszimpto6tikus cstkkenéshez, amely mér nem jellemezhet (sfirfiségfiigg-
vény-értelemben) valészinfiségi valtozét. A nagy szérnyak tartoményéban tehat
elmegyiink a legszélss hatérig. A mésik irdnyban haladva, azaz a -« -re a (22)
eloszldsok egyre jobban kozelitik a Gauss-eloszlést, amelyet a gyakorlatban els-
fordulé anyaeloszldsok megkozelithetnek, kivételesen el is érhetnek. Az f,(x)-
csaldd tehét széles lehetdséget nytjt szémunkra, hogy a valésdgban eléforduld,
kiilonbo6z6 eloszlastipus-tartoményt modellezni tudjuk.

6. Altalanos leggyakoribb érték
Az 4ltalanos leggyakoribb érték és jellése (M ,) onnan szdrmazik, hogy azt a

Z (ke)? - ;
_ i (ke (m— M) .
M,=— (ksi)z x (23)

gi (ke)?+ (z;— M)
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kifejezésnek eleget tevd értékkel becsiiljiik, ahol % értéke az a ismeretében ki-
szdmithaté. A k(e) figgvény empirikus alakja a kovetkezs:

1 ja-yr, =2
27 V3 S

Ha tehdt tudjuk, hogy aktudlis eloszldsunk tipusa milyen a-ji f,(x) kozelé-
ben vérhaté, akkor a k(a) fiiggvény szerinti k-t haszndlva, (23)-at és az

3 Z (2, — M,)*
2 _ _i=1 [82+(“’11—Mk)2]2 (25)
——

ka) = Va—1+ (24)

osszefiiggést hasznéljuk a kettds iterdciés algoritmushoz. Az éltaldnos leg-
gyakoribb érték szdmitéasi programja tehat egyetlen utasitasban kiilonbozik csak
a szlikebb értelemben vett leggyakoribb értékszdmitds programjatél. Azaz k-val
kell csak megszorozni az e-dgon kapott eredményt, mielGtt a kettds iterdcié M-
4gara lépnénk.
Kimutathaté (1d. Hajagos 1985), hogy ha az z-ek f,(z) eloszldst kovetnek és a
Ic értékét a (24) kifejezés szerint valasztjuk meg, akkor a becslés hatésfoka 100%-
(Ha.té,sfok alatt a matematikai statisztikdban a minimalis aszimptétikus sz6-
résnegyzet és az aktudlisan alkalmazott becsléshez tartozé aszimptétikus szé-
ré,snegyzet hényadosét értjiik.) Altaldnos leggyakoribb érték szdmitdsa eseté-
ben és origéra szimmetrikus f(z)-ekre az aszimptétikus szérdsnégyzetet a kovet-

kezd kifejezés szolgdltatja:
- ey
f [(ke)®+22]

AV ) e = 5 (26)
(ke)2 — a2
f Feyra |

A leggyakoribb érték szerinti kiegyenlitést is éltalénomthat;uk gy, hogy
iterdcids lépésenként (19)-ben a

(ke)?
(ke)? + [z, — T(pyr—1; ¥:1°

stlyokat alkalmazunk az ott szerepld
&€

e+ [, — T(pr—1; Y)I?
stlyok helyett, mig -t valtozatlanul a (20) formulédbél hatarozzuk meg.

(27)

2
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MAGYAR GEOFIZIKA XXIX. EVF. 3. SZAM

A leggyakoribb értékek modszere és alkalmazasa
a karotazs-interpretacioban

FERENCZY LASZLO*~STEINER FEREN C*

A mélyfurasi geofizikai értelmezés kulonboz6 munkafdzisatban alkalmazott matematikasi statisz-
tikai médszerek szokdsos alapfeltevése, hogy valamely figgvénykapcsolattal meghatdrozott tdarols- vagy
kdzetparaméter értékének a jellemz6 értéktdl vals eltérése Gauss-eloszlast kovet. Gyakorlati példik sora
mutatja, hogy még az azonos ,,zo6ndba’ tartozé, homogénnek tekintett térrész paraméterértékeinek elosz-
lasa 18 az esetek tulnyomé tobbségében lényegesen eltér ettdl. Ezért célszert olyan értelmezé algoritmus
haszndlata, amely barmilyen eloszldssal jellemzett valésziniiségi valtozét kezelni tud.

A tanulmdny elsé részében a leggyakoribb értékek modszerét ismertetjuk, bemutatva a médszer
fontos, dltaldanos jellemzbit. Az elvi eldnyok mellett a szamitdstechnikaiakra s kitérink. A tanulmdny
masodik részében a médszer mélyfirdsi geofizikai alkalmazdsdat mutatjuk be.

OCHOBHBIM NPUHYUNOM MEIM00068 MAmemMamuyeckoll cmamucmuxu, npuUMeHAeMbIX HA pa3auy-
HbIX CMaousx unmepnpemayuu 0aGHHLIX 2e0U3UYECKUX XUCCA008AHUL 24Y00KUX CKEANCUH S8AS-
emcs mo, 4Ymo OmMAUYUS MeHc0y O0npedensieMelMU napamempamu KOAAEKMOpa U nopoos. u
XAPaKmepHyIMU 3HAYEHUAMU noduunsomes pacnpedesenuro I'aycca. OOHaro, Kak nokassiéaem
npakmuka, pacnpedeaerue 3HAYeHUL NAPAMEmMpos 4acmu npocmpancmea, 0mMHOCAe20cs K 00HOU
u moil dce «301He» U NPUHAMO20 20 MOEHHBIM, 6 N0O0ABAANeM 60AbUILHCMEE CAYUAe8 6 3HAYUMENb-
HOU cmeneHu omaudaomcs 0m 3mozo pacnpedenenusn. IToamomy yeaecoobpasHvIM AASLMCS
UCNOMb3068aHUE MAK020 UHMEPNPeMupyuje20 ai20pumma, xomopolii moxcem O6vimb npumeHeH
8 cAyYae CAY4AlHbIX 6eAUYUH € AH00BIM pacnpedeneHuem.

B nepgoil uacmu pabomel paccmampueaemcs mMemoO Haubosee 4acmulx 3HAYeHUl U npu-
600mcs Hauboee 6ANCHbIE XAPAKMePUCMUKU 3mo20 Memooa. Bo émopoil wacmu pabome onu-
CaHbl G03MONCHOCIMU NPUMEHEHUSL Memo0a npu 2e0puudeckom xapomasce 24y00KUX CKEANCUH

It s conventional in different stages of the well-log interpretation to assume Gaussian distribution
for any kind of errors or fluctuations. Adequate investigations on practical examples contradict this
assumption and therefore one should prefer statistical procedures which can manage advantageously the
real distributions. — In the first part of the paper is the essence of the method of the most frequent values
presented, the second part recommends its use in the well-log interpretation emphasizing some points of
view. — Some possibilities of the applications: (1) determination of ‘‘zone-parameters™ on ground of
data coming from logs andfor core samples; (2) statistical investigation of probability frequency curves
and crossplots; (3) specifications of functional dependencies (determination of core-core, log-core and
log-log connections); (4) determination of the reservoir characteristics and of the rock composition;
(5) qualification of the results.

Szokésos a karotézs-interpretacié kiilonboz6 fazisaiban barmely hiba vagy
fluktuédcié Gauss-eloszlésat feltételezni. Gyakorlati példak sora bizonyitja azon-
ban, hogy valamely k&zetparaméter értékei, még ha azokat valamely térrész
homogénnak mindgsithet6 kézetanyagén mértiik is, a legtobb esetben ettdl lénye-
gesen eltér6 valdszinfiségeloszldst mutatnak. El6ny6s ezért olyan értelmezd el-
jarasokat alkalmazni, amelyek a valésdgban el6fordulé eloszldsokat nagy hatés-
fokkal tudjak kezelni.

A matematikai statisztika tudoménytorténetében (ldsd I. vézlat) hosszu
ideig allandé volt az a feltevés (mely az adott szamitastechnikai lehetéségek mel-
lett a hatékonysag optimuma szempontjabdl indokolt volt), hogy a hibaeloszla-
sok Gauss-eloszlast kovetnek. Ez a nézet megmerevedett és sajnos ugy él a koz-

* NME Geofizikai Tanszék
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‘tudatban, hogy az ennek ellentmond6 megéllapitdsokat, melyek a szakirodalom-
ban egyre gyakrabban olvashaték, bizonyos kétkedéssel fogadja. Az I. wdzlat
idézetei azonban egyértelmiien mutatjik, hogy valésdgos adatrendszerekkel és a
matematikai statisztikdval egyarant foglalkoz6 szakemberek mér rég6ta ismerik
a gyakorlatban el6fordulé eloszldsok szignifikéns eltérését a Gauss félétdl.

Egy 4ltaldnos médszertani dttekintéshez elengedhetetlen az, hogy visszanyul-
junk a f§ statisztikai alapelvekhez, i.m. a jél ismert (és 7912-ben kimondott)

maximum likelihood elvhez, valamint az Gn. I-divergencia minimalizalasanak el-

véhez (amely egy fél évszdzaddal kés6bbi). Ez a viszonylag uj elv sz&munkra sok-

kal inkébb elfogadhaté, hiszen éltaldban mem ismerjiik pontosan az eloszlas ti-
pusét, s igy csak modellezhetjiik azt, — és bizonyéra elfogadjuk az informéci6-
veszteségként felfogott I-divergencia minimalizaldsira vonatkozé6 kovetelést.

A Il]a. vizlat szemléletesen mutatja, hogy harang alaka hibaeloszlés esetén
(a Gauss-gorbe csak egyetlen a végtelen sok alternativa koziil,) mindkét elv a
sulyozott dtlagok iterativ szamitdsat irja el6 az z,,. .., z;, ..., , minta alapjin
legindokoltabban elfogadhaté 7' meghatarozasara.

Matematikai statisztikai elvek és meghatdrozdsi médszerek
kapcsolata; hasonldsdgok és kiilonbségek (1)

11/a. vézlat

" A MAXIMUM LIKELTHODD-ELV A2 I-DIVERGENCIA MINIMALIZALASA

Elvi Kki-
Az ismeretlen f(x) sardségfiiggvényd

indulds Tudjuk, hogy f(x) az aktudlis
(a modszerek eloszlds suroségfiiggvénye; az eloszlast egy adott analitikus alaku
001:::§gon~ XpaeeoaXjoee o, X, MECt értékek g(x) eloszlassal helyettesitjok
: (azaz a minta) alapjan azt (modellezzik); az 1nformacic-
veszteséget az un. I-divergenciaval

fogadjuk el helyes értéknek,
amellyel szémolva a minta

maximilis valosz{ndségd

mérve, a minta alapjdn azt fogadjuk helyes
értéknek, amellyel az
informdcidveszteséq minimilis

(néhdny ismert (egyetlen
logikal lépés) differencislds)
Az alapelv sze- a[(x‘;l) ag(xl;l)
rint az a helyes n T n T
T-érték, amely ki- = -
elégiti a kovet- xZ:I f(x);T) g g ngli; ) 0
kezd egyenletet:

Ha a helyettesitd eloszlds tipusa azonos az aktudlis eloszlés
tipusdval (azaz g=f), a két alapelv a T meghatdrozdsira
azonos szamitdsi algoritmust ir eld. (Az Informacioveszteség
minimalizalasanak kovetelménye az S skdlaparaméter
meghatdrozasara mar altaldban eltérd algoritmusra vezet.

A gyakorlatban T-t és S-et egyiitt hatarozzuk meg, fgy a teljes
eljards nem azonos a két esetben: a maximum likelihood-elv nem mindig
minimalizdlja az informacidveszteséget. - Egyszeriség kedvéért a
tovdbbiakban S ismert voltit tételezzik fel.)

Ha a modelleloszlds siriségfuggvényét igy irhatjuk:
2
o (5t
(amivel nyilvdn szimmetrikusnak feltételeztuk a hibdk eloszlasdt,

- ez, specidlis esetektdl eltekintve, megtehetd), - akkor a T-t
defim3ale fenti egyenlet a

jelolessel nyilvan I

E Xy f(x;-T)
alaky lesz, amit ite-

et I v algoritmusként

L kell értelmeznunk.
E ¢(X1")
1=1

Az alapelvek gya-
korlatilag sdlyo-
20tt dtlagképzés
1terativ végrehaj-
tasdt {rjsk eld:
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A g helyettesit eloszlés vélasztdsatdl fiigg, hogy az a gépéra-igény til sok,
elfogadhat6 vagy nagyon csekély lesz-e, amely a fenti algoritmus végrehajtdséhoz
sziikséges: a IIa. vdzlat mutatja, hogy a sulyok (a ¢-értékek) g’/g-ként szémi-
tandék. Ha g tetszdleges, ez arra vezethet, hogy til sok miiveletet kell végrehaj-
tanunk. — Ha nem adjuk fel azt a torekvésiinket, hogy a 7' meghatérozdsdnak
(4ltaldénos esetben: a tobbismeretlenes kiegyenlitésnek) nagy legyen a hatés-

Matematikai statisztikai elvek és meghatdrozdsi médszerek
kapcsolata; hasonlésdgok és killonbségek (IT)

1I/b. védzlat

n

g Xj- Y(xi-‘l)
n
Z‘/(xl.—T)
i1

EB

A szamitdsigényes-
ség mértéke a ¥ anali-
tikus alakjitél, azaz
a g modelleloszlas
megvélasztdsatél figg.
Tovébbi egyszeridsi-
téskeént legyen S=1.

A°g modelleloszlds
megvalasztdsanak
lehetdségei (a

konkrét esetek

T = 0-ra felfrva):

A silyfiiggvény
és szam{tdsdnak
gépdraigénye

bonyolult kifejezés,
szdmftdsa viszonylag
nagy gépdéraigényd

szdmitdsa a valddi
(nem elfajult) sily-
fuggvények kozil
minimdlis szami
mavelet végrehajtasst
é

igényli

2
gl -3
Tetsz6leges £,00) = 22;3—212;73577 1500 = 122
. 2m
Yoy o —L—p Yix;-T) = 15
$(x) altaldban H0%=T) i

a silyozott dtlag
kizonséges szdmtani

kozépértékbe megy
t, iteracidé sem

sziikséges

1

[

A T-meghatdro-
z4s milyen ak-

(Az aldbbi kér-
désekre nyilvan
csak specifikdlt
esetben adhatd
vdlasz.)

pusokra maximd-
lis hatdsfokd?

Az £ (x)-szel jellemzett

eloszlasokra, amelyek a
kiilonbozo értékeinél
egymastdl jelentdsen eltérd
gyakorlati eseteket
képesek modellezni

Csak eqgyetlen
eloszlastipusra
(az fG-vel Jjellemzett
Gauss eloszldsra)

/

Mennyire érzé-
ketlen a hatds-
fok az elosz-

13s tipusdnak
véltozdsaira?

KGVETKEZMENYEK

Mennyire érzéket-
len az eredmény

durva hibdji adatokra

azaz az eljards

rezisztens-e?

A megfeleld kiegyen-
itési modszer, amikor
tehat az el)jarastol nemcsak

egyetlen T-adat megha-
tarozésat varjuk:

98
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[

Az a t{pusparaméter
tag tartomdnydban
a hatasfok az

A hatdsfok az
aktu3lis eloszladsnak

a Gauss-félétal valo

eloszlastipusra < A
nagymér tékben eltérése esetén
érzéketlen (azaz meredeken csikken

robusztus) (nem robusztus)

Az a tipusparaméter
tag tartomdnyiban
3z _eljards

rezisztens

Nem rezisztens,
az eredmeényt néhany
durva hibdju adat
Jelentdsen modosithatja.,
vagy teljesen
tonkreteheti

A leggyakoribb eértékek
szerinti kiegyenlités
~ (W-fitting)

Az eredményul adodé hiper-
feliletet a tomorodési
tendencidt mutaté pontok
hatarozzsk meg (tekintet
nélkiil a kiesd adatokra)

A legkisebb négyzetes
kiegxen}ités (az M-fitting
hataresete, ha a— ® ). Az

eredményeket szemléltetd
hiperfelilet dgy igyek-
szik elhelyezkedni, hogy
lehetdleg a pontok egyikétdl
se legyen tdlsdgosan tavol
(akkor is, ha ezzel
eltdvolodik a pontok
tomorodési tartomdnystdl)




foka a valésdgban eléfordulé hibaeloszlésok széles spektruméra, akkor a leggya-
koribb értékek szerinti kiegyenlitésnek a legkisebb a gépidGigénye (ez a médszer a
g(x) = c-(1+a?) ~92 vilasztésnak felel meg; 1d. a I1/b. vdzlat). — De még ez a
gépids§ is kb. két nagysigrenddel nagyobb, mint a Gauss-eloszlés feltételezésével
ad6d6 médszernél (amikor tehat g(z) = (27) /2. exp(—a?/2)-t valasztjuk helyet-
tesitd eloszldsnak), hiszen ekkor a stlyok szdmitésa és igy az iterdcié végrehajtésa
is feleslegessé vélik: ebben az esetben, amint az j6l ismert, csak a legkisebb négy-
zetes kiegyenlités végrehajtésa sziikséges (azaz egyszer(i szamtani étlagot kell
csak képezni, ha egyetlen ismeretleniink van).

A szédmitésok tovabb méar nem fokozhaté egyszertisége (azaz a lehetd legro-
videbb gépids) természetesen nem lehet egyetlen figyelembe veendd szempont.
Ahogyan az egyre inkdbb ismertté vélik, a legkisebb négyzetes médszernek sok
hétranya van: egyrészt néhany durva hibdji adat jelent8sen torzithatja (vagy
teljesen tonkre is teheti) az eredményeket, méasrészt sok, a valésdgban eléfordul6
hibaeloszlésra ennek a hagyoméanyos eljardsnak (statisztikai értelemben véve)
nagyon kicsiny a hatésfoka (Id. Gjra a I11/b. vdzlatot). Egy, mondjuk 509%,-os ha-
tésfok pedig jol ismerten nem jelent kevesebbet, mint azt, hogy kidobtuk dragin
mért adataink felét.

Régéta ismert, hogy a valésdgban eléfordulé eloszldsok nagyon sokfélék
lehetnek. Ennek ellenére a Gauss-eloszlas feltételezése mésfél évszézadon keresz-
tiil indokolt volt abban az értelemben, hogy a mérések + szdmitdsok egyiittes
koltsége ekkor adédott minimélisnak azokban az esetekben is, amikor a statisz-
tikai értelemben vett hatdsfok csak 50%,, 25%,, vagy akér még ennél is kevesebb
volt. (Nota bene: néhdny évtizeddel ezelétt a mechanikus gépekkel végzett mfi-
veletek norméja miiszakonként 400 szorzés osztés vagy 1200 osszeadés/kivonds

AZ EREDMENYESSEG ES ALTALANOS GYAKORLATI ALKALMAZHATOSAG KRITERIUMAL
(Minek kell egyiitt adottnak lennie az alkalmazd szemszogébol egy matematikai statisztikai III. vézlat
el jardsnal ahhoz, hogy az eredményesen és dltaldnos legyen alkalmazhatd?)

‘3 statisztikai algoritmus mikodése heurisztikusan kozvetle- I
nil is értelmezhetd és kovethetd legyen;

ATTEKINTHETOSEG

az algoritmus feleljen meg a matematikai statisztika korsze-l
rd elméleti eredményeinek, legyen azokbdl levezethetd;

[ eveLerr vecaLapozoTTSAG >

: = = a helyparaméter-meghatdrozasként definidlt statisztikai al-
ALTALANOSITHATOSAG goritmus minden tovabbi nélkiil dltaldnosithaté legyen a
tobbvaltozds kiegyenlitések eseteire;

411jon rendelkezésre a valésagban eléforduldé valészindségel-
( : oszlastipusok minél adekvéitabb modellezése céljdbdl egy kel-
[ELOSZLASMODELL'CSALAD::> 1Gen 4ltalanos, de lehetdleg egyszeriien kezelhetd modellel-

oszlds-csaldd;

a statisztikai algoritmus legyen minél nagyobb hatdsfoku az ]

NAGY HATASFOK eloszldsmodell-csaldd tagjaira;

az algoritmus szamitdstechnikal szempontbol legyen lehetdleg
KIS GEPORA-IGENY egyszerG, hogy a legfontosabb (pl. a hatdsfokra vonatkozo)

s kovetelményeket minél kisebb gépidd-raforditassal elégithes-
suk Ki;

ROBUSZTUSSAG az algoritmus hatdsfoka legyen elegendden érzéketlen a hibék]

eloszldstipusdnak vdltozdsaira;

az algoritmus legyen nagymértékoen érzeéketlen a Kiutd, azaz

durva hibdval terhelt adatokra, hiszen ezek esetenként eld-

fordulhatnak, és tiobbvaltozds kiegyenlitések esetén a szokd-
sos vizualis elimindlds (pontelhagyds) médszere nemcsak gaz-
dasdgtalan és szubjektiv, de ilyenkor alkalmazhatatlan is.

REZISZTENCIA

JUge
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volt, azaz nagyon drégék voltak az iterativ szémitédsok.) A szdmitési koltségek
meredek csokkenése teljesen j szitudciot teremtett : a leggyakoribb érték szerinti
kiegyenlités egyrészt minden tovabbi nélkiil alkalmazhaté, mésrészt a sajitsigai
megfelelnek azoknak a kritériumoknak, amelyek modern statisztikai moédsze-
reknél elengedhetetlenek (Id. a I11. vdzlatot, ahol az alkalmazés szemszogébdl 1é-
nyeges kritériumokat foglaltuk ossze).

Ennek a statisztikai médszernek az alkalmazésit a karotdzs-értelmezésben
a kovetkezs szempontok kiemelésével ajénljuk:

1. a karotézs-értelmezés adatrendszerei tiilnyom¢ tébbségiikben nem Gauss-el-
oszlésok ;

2. a durva hibdju adatok automatikus kikiiszobolésével és a pontatlanabb ada-
tok kisebb silyt figyelembevételével az eredmények elsGsorban a pontos ada-
tokra t4maszkodnak és igy az eredmények is meghizhatébbak ;

3. a médszer még kevesebb adat esetén is eredményesebb lehet, mint a hagyo-

ményos.

az Ixl<P e's' Ixl>P
esetekre vonatkozd
25 valészinGségardny

154

JEFFREYS

intervallum

1 == T T -
0 05 T E
GAUSS CAUCHY

Geo 87/6°1

1. dvra. Lyukferdeség szelvény feldolgozésa a legkisebb négyzetek elve és a leggy akoribb érték
szerint )

Puc. 7. O6paboTka TaHHBIX pa3pesa KIMHOMETPHUH CKBOKHHBI METOOM HaHUMEeHbIIHX KBaJpaToB
U HauboJsiee YaCThIX 3HAYEHUMH

Fig. 1. Deviation log smoothed by the least squares technique is heavily influenced by outlying
values bemg in a short depth interval, whilst the result of the smoothing carried out according to the
most frequent value technique is insensitive to the outliers
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Néhény lehet6ség az alkalmazésra a karotdzs-értelmezésben:

— a zénaparaméterek meghatérozésa szelvény és/vagy magadatok alapjén,
— gyakorisdgi gorbék és crossplot-ok statisztikai vizsgélata;
— fiiggvénykapesolatok meghatdrozdsa (mag-mag, szelvény-mag és szelvény-

szelvény relaciéban);
— tarol6paraméterek és kizetosszetétel meghatdrozésa;

— az eredmények mindsitése.
Végiil a leggyakoribb érték szerinti és legkisebb négyzetes kiegyenlités 5ssze-
hasonlitdséra hdrom példét mutatunk be.

Jkorrekcios faktor” a pontos
2:1 valdszintiségaranyhoz
1 -\
\ (P-hez)
C (& -hoz)
0,54
JEFFREYS
intervallum
0 S t e
0 05 1 aL1
GAUSS . CAUCHY

Geo 87/6-2
2. dbra. Szimulalt szelvényadatok kvantitativ értelmezése a legkisebb négyzetek elve és a leggyako-
ribb érték szerint

Puc. 2. KonuuecTBeHHasi MHTepNpeTalMsi AaHHBIX MOJeNM paspe3a MeTOJ0M HaWMEHbIIHMX
KBaZapaToB H Haubonee yacThiX 3HaYeHUH

Fig. 2. Quantitative interpretation of simulated logs carried out according to the least squares
principle (dotted lines) and to the most frequent value technique (continuous lines), respectively
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Az 1. dbra ferdeség-szelvényt mutat be egy mélységszakaszra; ilyen gyors
véltozdsok nem fordulhatndnak el6 az alkalmazott firdszér hosszdbdl kovet-
keztethet6en. A javasolt médszerrel kapott spline- fiiggvény gyakorlatilag
ugyanaz a gorbe, amit egy el6itéletmentes értelmezd kézzel is berajzolna. A leg-
kisebb négyzetes szdmitdsok eredményét azonban kedvezétleniil befolydsolja egy
nagy amplitidéju fluktudci6. — Az eredmények kozotti eltérés feltétleniil szig-
nifikéns.

A karotézs-alkalmazésok tilnyomé tobbsége azonban nem kovethetd olyan
egyszerlien nyomon, mint az iménti spline-példdban. A 2. dbra a két kiegyenlités-
sel kapott eredményeket mutatja be arra az esetre, ha (egyszeriiség kedvéért) 25%,
porozitésu (és agyagmentes) viztdrol6 homokra szdmitunk ki 6-féle karotézs-szel-
vényt, hibat szuperpondlunk az adatokra (19,-os valészin(i hibaval és 12,79,-0s
maximélis hibdval) és az igy nyert adatrendszert értelmezziik (a tormelékes té-
rol6kra szokésos kézetmodellt hasznélva). A 2. dbra lehet6vé teszi, hogy az igy
kapott eredményeket osszehasonlithassuk a helyes értékekkel; az uj médszer
elényei nyilvdnval6ak.

valészindségarany

k=2-vel szdmitott hibdhoz
25+
2 e
1,51
JEFFREYS
intervallum
1 =i v
0 05 i 33
GAUSS CAUCHY
Geo 87/6-3

3. dbra. A permeabilitds logaritmusénak és szelvény, illetve magadatok kapcsolaténak vizsgélata
legkisebb négyzetek elve, valamint leggyakoribb érték szerinti hatvaltozés mésodfokt
tkiegyenlitéssel

Puc. 3. HccnenoBanyue 3aBUCHMOCTH MEXIY JIorapu()MomM NMPOHHIIAEMOCTH M NIaHHBIMH paspesa
MM KePHAa METOOM HaWMEHbIIMX KBaJpaTOB, a TAaK)Ke C BTOPUYHBIM BbIDABHHBAHMEM LIECTH
NepeMeHHBIX MeTO/I0M HauboJiee YacThIX 3HaYeHHH

Fig. 3. The different degree of the dependence of the logarithm of the permeablhty upon log and
core data of six kind, mvest,:ga.ted by two different fitting technique and supposing quadratic de-
pendence
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A harmadik példa: a permeabilités logaritmuséat kifejeztiik hatféle szelvény-,
illetve magadat hatvaltozés masodfoku fiiggvényeként. A 3. dbra mutatja, hogy
a valdszin(i hiba csaknem a felére csokken, ha az ebben az el6addsban javasolt
médszert hasznéljuk a hagyoményos legkisebb négyzetes eljarés helyett.
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MAGYAR GEOFIZIKA XXIX. EVF. 3. SZAM

A hagyomanyos hibadefinici6 fogyatékossagai.
~ Javaslat &j hibadefinicié alkalmazisara

FERENCZY LASZLO*~HAJAGOS BELA*-STEINER FERENC*

A geofizikai adatrendszerek feldolgozdsa és értelmezése gyakran hagyomdnyos matematikai sta-
tisztikas eljardsok alkalmazdsdval torténik, amelyek gyakorlatilag az adatok Gauss-eloszldsdt tételezik
fel. Geofizikai, geoldgiai és csillagdszati adathalmazokon végzett vizsgdlataink sordn azonban azt tapasz-
taltuk, hogy az eloszldsok az esetek tilnyomé tibbségében a Gausstil szignifikdnsan eltérnek. Ezek haté-
kony statisztikai kezelése csak 4j, a robusztussdg kivdnalmainak megfeleld statisztikai algoritmusok hasz-
ndlatdval lehetséges.

A robusztus eljardsok gyakorlati alkalmazdsdnak egyzk kulcskérdése, hogy a hibat adekvdt médon
definidljuk. Ehhez elengedhetetlen az eddigi hibadefinicidk revizidja is.

A tanulmdny elsé részében a hagyomanyos hibadefinicidt (o-t) és annak fogyate’kossa.gau, masodik
részében az dltalunk javasolt uj hibadefinicidt targyaljuk. Végezetil tdbldzatban foglaljuk ssze a ha-
gyomdnyos statisztika (legkisebb négyzetek elve) és az dltaldnos leggyakoribb értékek koncepcidja szerinti
hibadefinicidk leglényegesebb vondsait.

Ob6pabomrxa u unmepnpemayus OAHHBIX 2e0(hu3UYeCKUX UCCA3006AHUL YACMO 66INOAHACMCA
€ NpuMeHeHUeM MpaduyuoOHHbLIX Memooos Mamemamuyeckoll cmamucmuxu, KOmopsle npeonoaa-
2awm, umo OanHvle noduunsawmea pacnpedeseruio I'aycca. OOHAKO onblM UCCA006aHUA 2e0ghHu3u-
uecKux, 2e0402udecKux U ACMOPHOMUYECKUX OQHHbIX TOKA3bl6aem, YmMoO pacnpedeseHue Imux
Oannbix 6 6oabuIuHCMEe cayuaes omauyaemcs om pacnpedesenus I'aycca. IToamomy apdexmus-
HOCMb cmamucmudeckoli 06pabomiku Imux O0aHHLIX Moycem 6Gbimb 00ecnedena moabko npu npu-
MEHEHUU HOBLIX CIMAMUCMUYECKUX AA20PUMMO8, NOOYUHANMIUXCA MPebosanHuam ycmoaueocmu.

OO0HUM 13 0CHOBHBIX 60NPOCO8 NPAKIMUYECK020 NPUMEHEHUS YCMOUYUELIX Memo008 A643emcs
00HO3HAYeHOCMb onpedeseHus noepewHocmell. J{as pellenus 3moz20 60npoca Heo6X00UuMbIM A645-
emca nepecMomp npuMeHsGUIUXCs paHee Memooos onpedeneHus. nozpewHocmel.

B nepeoii wacmu cmambsu paccmampusaemcs mpaduyuoHHell Memod 0npedesenus nozpeul-
Hocmeil (o —T) U e20 HeOocmamku, a 60 6mopoll yacmu 06cyncoaemes npedAa2aeMolli HAMU HOGbILL
Memo0d onpedenerus noepeltHocmeli. B 3axawueHue ¢ mabauye ceederHsl Haubosee 6axncHvle Xapak-
mepucmuku mpaOuyuoHHo20 CMAMUCMUYecKo20 Memooa onpedeseHus nozpewrocmel (Memoo
HAUMEHbWUX K6a0pamos) u onpedeeHUs no2pelHocmeli memooom Haubosee 4acmolx 3HAYeHUll.

It i3 both principally and practically inconsistent, dubious and disadvantageous to calculate errors
in traditional way, if we use robust statistical methods. Disregarding for a moment this point of view,
however, the usual definition of error shows many shortcomings also for atself, if it isn’t guaranteed that
the distribution of deviations is of Gaussian type. The error definition proposed in the present paper rea-
lizes a very similar characterization of the error for a great variety of distribution types, as the standard
deviation does it but the latter one only for the Gaussian type and for its very neighbourhood.

Bevezeté meggondolasok

A geofizikai adatrendszerekben rejlé informécié minél hatékonyabb ki-
nyerésének jogos igénye modern statisztikai algoritmusok alkalmazisit teszi
elengedhetetlenné. Az 1j mddszerek hasznédlatahoz viszont az eddigi hibadefi-
-nici6k reviziéja és ] hibadefiniciék megadasa valik sziikségessé.

Pontosabban fogalmazva az a tulajdonképpeni kérdés, hogy egy olyan eset-
ben, amikor valamely egy, vagy t6bbvéaltozds, valamilyen elv szerint végrehaj-
tott kiegyenlités utdn adott a mért és szdmitott értékek kiilonbségének d; el-

* NME Geofizikai Tanszék
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térésrendszere (n db adat), akkor hogyan szdmitandé a hiba. Vagyis az az egyet-
len érték, amelyik a gyakorlati szakember szdmira kézzelfoghatéan jellemzi a
mért értékek megbizhatésdgat. Meggondoldsainkban ugyan a d; eltérések fognak
szerepelni, de az ezek alapjan szémitott hiba természetesen magéit az adat-
rendszert jellemzi.

(Magénak a kiegyenlités eredményének a megbizhatésiga kelléen kézben
tarthaté a becslések aszimptétikus szérésainak a szédmitédsdval, 1d. pl. Huber
1981 vagy Steiner 1985, igy ezzel a probléméval e helyen nem foglalkozunk. A
kiegyenlités eredménye n novekedésével egyre megbizhatébb lesz, mig a jelen dol-
gozat magit a hibaeloszlast elemzi, és arra ad meg — n-t6l nyilvan fiiggetlen —
jellemzdt.) ;

Matematikai szempontbél nézve az az elsé 1épés, hogy a d; eltéréseket vala-
milyen z-szel jelolt és f(x) sfiriségfiiggvénnyel jellemzett valészintliségi valtozé
mintavételezett értékeinek fogjuk fel. A mésodik lépésben egy skalaparamétert
véalasztunk ki, és ezt hasznaljuk fel az a-ek diszperziéjanak a jellemzésére. (A ské-
laparaméter definicidjara nézve Gjra az imént idézett két munkéra hivatkozunk.)

E mésodik lépésnek matematikailag nincs nagy sulya: ismert eloszlastipus
esetén ugyanis egy tetszéleges kivédlasztott skélaparaméter alapjin barmelyik
mésik kiszdmithaté. (A legismertebb példa erre: a ¢ szérédsbdl, amennyiben az z

b(L)
fpk

spline- kiegyenlités leggyakoribb
érték szerint

spline-kiegyenlités legkisebb
négyzetek elve szerint

mért szelvény

2190 2200 Geo88/6-1 2210 (m)

1. gbra. Az |z| <P esetek valdszinliségének arénya az |z| > P esetek valészin{iségéhez viszonyitva

kiilonboz8 eloszlastipusoknal. (Az z-ek a kiegyenlités utani eltérések, a az eloszlistipust megadd

paraméter, 1d. a (4) definiciés formulat.) A nyil az ordindtén a Gauss-eloszlésra és a g-ra vonatkozé,
analég médon képzett valdszinliségaranyt mutatja

Puc. 7. J1on51 BEpPOATHOCTH CivyaeB |x|<P 10 OTHOIUEHHIO K BEPOSTXOCTU CivyaeB |X|<P

JUISl PasjIMYHBIX TUIOB paciipeiesieHHii x — pasHMlla I0cjie BHIPDABHHMBaHWsI, @ — TNapamerp,

3ajalouMii THI pacnpeznesienusi, cM. Gopmvay onpepenenus (4). CTpeika Ha OCH KOOpPAMHAT

TOKa3bIBAeT [0J110 BEPOSITHOCTH, nonyqelgﬂwo aHaJIOTMYHBIM 00pa3oM ISl pacrpesiesieHust
avecau o

Fig. 1. Probability ratio of the events |z|<P and |v|>P, respectively, for various distribution
types. (Eq. 4 defines the meaning of the type parameter a.) The value at the arrow corresponds to
the analogous ratio of the events |z|<o and |z |>o0, respectively, in case of a Gaussian distribution
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valéban Gauss-eloszlési, 0,67450 szerint szdmithat6 a Bessel (1815 ) altal defi-
nidlt val6szinii hiba, azaz a ¢ interkvartilis félterjedelem.) A hibadefinicié kivé-
lasztédsakor teh4t annak kell mérvadénak lennie, hogy a gyakorlati szakember
tulajdonképpen mirél akar gyors tdjékoztatast kapni a hiba értéke alapjan.

A hagyomanyos hibadefinicio
Induljunk ki a
1 n
Oemp = = 2 d (1)

i=1

jol ismert hibajellemz6bdl (un. tapasztalati szérdsbél), amely n— < esetén a o
szorast kozeliti (ha ez utébbi valéban létezik). Gauss-tipusi hibaeloszldsnél koz-
ismert, hogy az eltérések abszolut értékére |z| <o az esetek 68,26%,-4ban telje-
siil. Az (1) kifejezés birtokdban tehat a kovetkezdre lehet szdmitani: kb. kétszer
akkora annak a valdszintisége, hogy az (1) szerint szdmitott hibdndl kisebb abszo-
lat értékii d; eltéréssel talalkozunk, mint annak, hogy nagyobbal (a valészin(iség-
arény kozel 2:1). :

Néhény megjegyzés az el6zGekhez:

— A valészinliségardnnyal val6 jellemzés gondolata Besselt6l szérmazik (1d. a
mér idézett cikket), s noha ugyanazt fejezi ki, mint a konfidenciaszint, egy
drnyalattal még annél is kozelebb 4ll a gyakorlati mentalitdshoz, jobban érzé-
kelteti a hibaérték mondanival6jat;

— Az (1) helyett az tin. korrigélt tapasztalati széras formuldjat is szerepeltet-
hettiik volna, de ez a korrekeié csak kicsiny értékvaltozast jelent azokhoz az
igen nagy bizonytalansdgokhoz képest, amelyek a hiba hib4jaként lépnek fel,
ha az z-ek eloszldsa nem pontosan Gauss-tipusi (1d. Hajagos és Steiner 1988,
(13) és (14) formula, illetve 2. ¢bra). A hiba hib4jénal ugyanis kordntsem szok-
tunk olyan kicsiny szézalékos értékhez ragaszkodni, mint magéndl a tulaj-
donképpeni meghatérozandé adatnél. (Imént példdul ezen az alapon tekint-
hettiik a 68,269%,-0s konfidenciaszinthez tartozé ardnyt kozelitSleg 2:1 érté-
kiinek.)

— Az (1) hibadefinici6 nyilvdn szoros kapcsolatban van a legkisebb négyzetes
kiegyenlités alapelvével: ez a kiegyenlités ui. j6l ismerten éppen aszerint
alakitja ki a d,; eltérésrendszert, hogy az eltérés négyzetisszeg, azaz ezzel egyiitt
Oemp 18 minimélis legyen. Barmely més kiegyenlitési eljarasnal ad6dé d; el-
térésrendszerre tehét az (1) szerinti gemp csak nagyobb lehet, mint oemp — ami
mér 6nmagéban is jelzi az ilyen médon végzett sszehasonlitds semmitmondé
(s6t félrevezetd) voltat.

Az 4j hibadefinicié

Nyilvanval6, hogy 1j, a robusztussag és rezisztencia kovetelményeit is kellg
mértékben kielégité hibadefiniciéra van sziikség. — A gemp tipusfiiggs (azaz nem
robusztus) voltdra mér utaltunk. A durva hibdkra val6 nagyfoku érzékenység pe-
dig azonnal lathaté az (1) formulabél: egy, vagy néhény olyan d, érték, amelyik
lényegesen nagyobb a tobbinél, gyakorlatilag teljesen meghatdrozhatja oemp
értékét, fiiggetleniil a zommel el6fordulé d,-k értékeitsl. Az esetek tilnyomo tobb-
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POROZITAS HOMOKK 0 MESZKO AGYAG VIZTELITETTSEG
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2. gbra. A pontos 2:1 valészinliségarényhoz tartozé ,,korrekciés-gérbék”. A gérbéket 6sszehasonlitva
megéllapithaté, hogy a P hibadefinicié robusztus (az eloszléstipustél csak lényegtelen mértékben
fiigg), a o pedig nem robusztus (csak egy szlik tipustartoményra korlidtozédik a hasznélhatésaga)

Puc. 2. KoppekIlMOHHbIE KPUBbIE TOYHON N0JIM BepOSiTHOCTH 2 : 1. CpaBHEHHe KPUBBIX IOKa3bl-
BaeT, YTO ONpeJieJieHHe TorpeHocTeil P siBisieTcst VCTOHYMBBIM (T. €. JIMIUb B OYeHb HE3HAYH-
TeJIbHOH CTeNneHH 3aBUCHT OT TUMa pacrpefiesieHusl, a o He SIBAsieTCS] VCTOHuMBOH (T. €. BO3-
MO)XHOCTb €€ MCIOJIb30BAHUSI OTPAaHHYUBAETCST TOJIBKO Ha OMNpeieJIeHHble THITBl pacrpefesieHHst)

Fig. 2. “Correction curves” to get the exact 2:1 value for the ratio of probabilities. The comparison

of the curves shows that the error P is robust (i. e., its meaning depends only insignificantly upon the

actual type of probability distribution), on the contrary, the error o isn’t robust (i. e., the practical
usefulness of ¢ is limited to a narrow type domain)

ségét jellemzs megbizhatosigi mértékrdl a oemp-érték alapjin igy semmiféle t4m-

pontunk nem lesz.
Az eltérésrendszerekre a kivetkez6 hibadefinici6 elfogadésat javasoljuk:

1
n 2N 5= -
e | o[
i=1 ks
ahol a d;-k a k paraméterrel végrehajtott altaldnos leggyakoribb érték szerinti

kiegyenlités eredményétl szdmitott eltérések és ¢ ezek dihézibja (1d. pl. Steiner
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1985; a P jel arra utal, hogy ezt a hibat produktumbél szamitjuk). A P elméleti
értéke az x eltérések f(z) eloszldsa esetén a kovetkezSképpen szdmitandd:

Pl /mp+[ J]f } 3

(ennek alapjadn P-t logaritmikus hibdnak is nevezhetnénk). Nyilvanval6, hogy
J(z) eloszldsbél szdrmazé d;-k esetén Pemp —~P, han— .

A kiegyenlités valamely médjédhoz valé kot6dés (azaz k szereplése kiilonos-
nek tlinhet P-ben vagy Pemp-ben mindaddig, mig meg nem gondoljuk, hogy'(1)
is kiegyenlitéshez kotott (a legegyszeriibb esetben a szamtani kozépérték elbze-
tes képzése jelenti ezt). Ez rdaddsul oemp esetén mereven egyetlen kiegyenlités-
fajtét jelent, mig a P-ben szerepl6 k az aktudlis eloszldsnak megfelel§ érték.

Ha modelleloszlas-csaladként, Csernydk és Steiner 1982 nyoman, elfogadjuk
a kovetkezs, a tipusparaméterti szupermodellt:

5]
(1<a<), (4)
a—1 J'(l +x2)a/2

fa(z) =

1/;-1“[

akkor mér feltehetjiik legplauzibilisebb kérdésiinket, nevezetesen azt, hogy P
milyen val6szin(iségardnyt val6sit meg a P-nél kisebb és nagyobb z-ekre vonat-

alak-

kozdban. A vélasz az 1. dbrdrdl olvashaté le, ahol az a tipusparamétert -
a —

ban szerepeltettiik az abszcisszén, igy az 1- -es értéknél a Cauchy-eloszlés szerepel,
az origéban pedig a Gauss-féle eloszlastipus. (Konnyti igazolni ui., Id. pl. Hajagos
1985, hogy a —~ = esetén Gauss-tipusi eloszldshoz jutunk.) Az 1. dbm ordindtajan
kis nyil jelzi a Gauss-eloszlés esetén a o altal megval6sitott val6szintiségarany
pontos értékét.

"‘Mivel 2:1 koriili ardnyok szerepelnek az 1. dbrdn, azt is felhordtuk (Id. a
2. abra c jelli gorbéjét), hogy milyen c-kel adédna ¢ - P-nél pontosan 2:1 arény kii-
16nb6z6 eloszléstipusoknél (ilyen értelemben ¢ korrekeiés faktornak tekinthetd,
amelynek csak elméleti vizsgdlatainkban van jelentdsége, a gyakorlatban azon-
ban az alkalmazéasa felesleges). Latjuk, hogy ¢ nem mutat nagymértékii ingado-
zést az 1-es érték koriil, igy a P-t elfogadhatjuk eloszlastipusok nagyon kiilén-
boz6 fajtéira is a 2:7 valdészinliségaranyt kozelitoleg megadé hibadefiniciéként.

Ezt abbdl a szempontbdl is 6rommel veszziik tudomésul, hogy a P altal k-
zelit6leg megvaldsitott valészintiségardny azonos a ¢ éltal a Gauss-eloszldsra ko-
zelitGleg megvaldsitottal. A o nem robusztus jellege miatt azonban ezek a g-ra
vonatkozé ardnyok gyorsan megvéltoznak, ha az aktudlis eloszlastipus tédvolodik
a Gauss-félét6l. Ezt a c-vel analég médon definidlt C értékek gorbéjével szemlél-
tetjilk a 2. dbrdn: most C'-o adja a pontos 2:1 valészinliségardnynak megfelels
hibaértéket. A C-gérbe meredeken csokken a tipus-intervallum felez&pontjéhoz

1 g = 0,5-t6] kezdve tehat semmiféle
a —

C-vel nem kompenzalhatjuk «-nak az eloszlds szdrnyainak legkiilsé szakaszaira
valé, egészségteleniil nagy érzékenységét.

kozeledve, hiszen a <3 esetén g = . Az
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A P optimum sajatsaga

A P-nek, mint hatérozatlanségi jellemzének egy fontos tulajdonsigéra in-
forméci6elméleti vizsgalat vilagit rd a kovetkezéképpen.

Tekintsiik a legegyszer(ibb esetet: egyetlen érték meghatérozisa tehat a fel-
adat. Ha az M, leggyakoribb értéket hatédrozzuk meg valamely aktudlis f(x) el-
oszlésra, az azzal egyértelmii, hogy valamelyik a-értékhez tartozé f,(x) eloszlast
hasznéaljuk helyettesit§ (modell-) eloszlasként az I-divergencia

L= /f(x)ln—f—(iz)—dx (5)
J g(x)

kifejezésében g(x) helyén, és azt az M, -értéket fogadjuk el helyesnek, amelyiknél
az informdcié-veszteségként értelmezett 7 minimdlis. (A k- és a-értékek kozott
kolesonosen egyértelmi kapesolat 4ll fenn, 1d. pl. Stevner 1985.) A levezetést nem
részletezziik, de ennek els§ 1épéseként f,(x)-nek a (4)-ben adott standard kifeje-
zése helyett az az 4ltaldnosabb alak keriil (5)-be g(x) helyére, amelyiket (4)-b&l

gy kapunk, hogy xilfl"-t helyettesitiink « helyett, és normélasi okokb6l még
€

(ke)-nal osztunk. Tgy azonnal felismerhet6 az I kifejezésében a P-ben (1d. (3)) sze-
replS integral. Ha az egyenlet két oldaldnak exp-fiiggvényét vessziik, kideriil,
hogy P el-vel aranyos ugy, hogy a szorzétényezd M ,-t mér nem tartalmazza, igy
P ugyanott lesz minimalis, ahol 7. Ez azt jelenti, hogy a leggyakoribb értékeket
szdmitva, minimélis hib4ji eredményeket kapunk. (Ha f(z) valamely f,-val azo-
nos tipusu. akkor nincs informéci6éveszteség, optimélis az algoritmus.)

A fentiekkel szoros kapesolatban 4ll az alabbi, a praktikus mentalitdshoz
kozelebb 4ll6 gondolatmenet.

A leggyakoribb értékek szerinti kiegyenlités a

1] [(ke)2+d?] = min (6)
i=1

(ke)?
(ke)?+ a3
sulyokkal szorzott eltérésnégyzeteket kell minimalizdlnunk, ami gyakorlatilag
arra az ismert iterdciés algoritmusra vezet, amelynek minden lépése silyozott
legkisebb négyzetes kiegyenlités.) Kiemelve a (6) kifejezésbél (ke)?"-t, (azaz szor-
zérényez6ként (ke)-et), 2n-edik gyokot vonva és végiil k-val osztva, a Pemp (2)
kifejezését kapjuk, ami nyilvdn ugyanott minimélis, ahol az eredeti (6) kifejezés.

feltételt teljesiti. (Logaritmalas és differencidlés utdn azt kapjuk, hogy a

P-szamitas

Ha gépben van az adatrendszeriink, ennek oemp hib4jadt minden jarulékos
adat nélkiil, gombnyomdsra kapjuk meg. Persze ennek az adatnak val6szin{iség-
ardnnyal, vagy konfidencia-szinttel megadott értelme csak akkor lesz, ha a hiba-
eloszlés tipusdt ismerjik. A 68,26%,-0s konfidencia-szint jelentést feltételezni
pl. gyakorlatilag annyi, hogy a hibaeloszldst Gauss-tipusinak hissziik.

_Ilyen értelemben a gemp-szdmités implicit médon tartalmaz tipusra vonat-
koz6 megszoritast, — persze lehet, hogy a felhasznélé a szdmités sordn erre nem
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is gondol. A P (2) vagy (3) szerinti szdmitdsdnél azonban a tipusrél nyilatkozni
kell, hiszen a k értéke az a tipusparamétertd] fiigg. — A kovetkez8 empirikus
fiiggvénnyel szémithatjuk kielégité pontossdggal k-t adott a-bél (1d. Steiner

1985):
R vk | el L 1)

27 V3

A tipusra vonatkozé ismeret igénye elbizonytalanithatja els§ pillanatban a
felhaszndlé6t, de az aldbbiakban kideriil, hogy a P robusztussiga miatt médunk
van olyan egyszerfisitésre, amely jarulékos informécié nélkiil, szintén gomb-
nyomdsra szolgaltat hibdt, mégpedig olyant, amelyik széles tipustartoményon j6
kozelitéssel valdsitja meg a 2:1 valdsziniliségardnyt (nem dgy, mint a hibaként
csak nagyon sziik tipustartoményra, gyakorlatilag a Gauss-eloszlés kozvetlen
kozelére, s ott is csak garantdltan durvahiba-mentes esetre haszndlhaté oemp)-

gyakorisag

| __leggyakoribb erfek szerlnh
kiegyenlités

hagyomadnyos (legkisebb négyzetes)
kiegyenlites

———d .
-05 -04 03 -02 01 0 01 02 03 04 05 elférés
' (mérf érték mmuSZ)
_szdmitott érték

A helyes értéktsl valo eltérések gyakorisagi _diagramjai.
Geo 86/6-3 .

3. dbra. Valészinliségaranyok az ,.automatikusan szémithat6”’ P hibdhoz (ekkor a hibaeloszls-tipus
el6zetes kozelité ismerete nem sziikséges)

Puc. 3. [Jonu BepPOSITHOCTH JJIsl TIOTPELIHOCTH P, BHIUMCIISIEMON aBTOMaTHYECKHU (B 3TOM Ciiyyae
HET Heo0XOogUMOCTH B IIPUMEPHOM OIpefesieHUH TUIIA pPacIpefesieHUsi)

Fig. 3. Probability ratios to the error P which is ‘‘automatically” computable (i. e., even a rough
preliminary estimation of the distribution type is superfluous)
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Ha nincs az eloszlastipusra vonatkozéan elézetes informéciénk, javasoljuk a
k = 2 haszndlatdt: ezzel (2) egyértelmiien szolgéltat egy Pemp hibét. (A vessz§vel
valé megkiilonboztetés csak osszehasonlité elméleti vizsgalatokndl indokolt,
gyakorlati esetekben konstans % alkalmazdsakor is a Pemp vagy P jelolést hasznél-
juk.)
A 3. dbra az f () eloszldscsaladra mutatja a P’-re vonatkozé valészinfiség-
aranyokat. Megéallapithaté, hogy a P’ valéban széles tipustartoményon val6sit
meg kozelitéleg 2:1 valbésziniliségardnyt (az ettdl az ardnyt6l valé eltérések a
Gauss-Cauchy tipusintervallumon alig valamivel nagyobbak, mint a P-nél, v.6.
a 3. és 1. abrat). — Megjegyezziik még, hogy k = 2-vel dolgozva, magénak a ki-
egyenlitési procedurdnak a hatasfoka is 90%, folott van a Gauss-eloszléstél csak-
nem egészen a Cauchy-féléig (utébbinél §99%,) ; 100%,-hoz nagyon kozeliek a hatés-
fokok & = 2 esetén a gyakran el6forduld, 3 és 10 kozotti a-kal (0,1 és 0,5 kozotti

—IT-gyel) jellemzett eloszldstipusoknél. Figyelemre mélté, hogy ebben a gya-
0 .

korlatilag fontos tartoméanyban a valészintiségardnyok a 2:1 értéktsl 10%,-nél
kisebb mértékben térnek csak el (Id. Gjra a 3. dbrdt).

Osszefoglalis

A dolgozat lezdrasaként a hagyomdnyos és a jelen cikkben javasolt hiba
Osszehasonlitdsdnak a megkonnyitésére tdbldzatba rendezve kozoljiik a dolgozat-
ban szerepl6 hibadefinici6kat, valamint néhédny f6bb megéallapitést, illetve meg-
jegyzést (lasd 1. tdbldzat).
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MAGYAR GEOFIZIKA XXIX EVF. 3. SZAM

A hibameghatarozas bizonytalansagai

CSERNYAK LASZLO*~-HAJAGOS BELA**—-STEINER FEREN C**

A hiba becsilt értéker a mintaelemszdam (n) novekedésével egyre jobban kozelitenek egy elvi értéket;
aktudlis esetben, ha n elég nagy, legkinnyebben a hibabecslés aszimptitikus szérasa alapjan téjékozéd-
hatunk a bizonytalansdg mértékérél. Matematikai statisztikas kézikonyvek (Id. pl. Cramér 1958) meg-
adjak a hiba empirikus szérdsdra (ogemp) €3 a valészinti hibdra (Q) wvonatkozé dltaldnos formuldkat,
de ha a fejlédés a gyakran elGfordulé esetekben j hiba definicié alkalmazdsdt igényls (Id. a P definicid-
jat illetben Ferenczy et al. 1988), akkor a gyakorlati szakembernek az erre vonatkozé bizonytalansdg-
r6l 18 tdjékozottnak kell lennie. A dolgozat megadja a P aszimptétikus szérdsdnak formuldjat és (dbra-
kon) az értékeit is (fy(x)-re optimdlis k-kra és konstans k = 2-re egyardnt) és az f, () szupermodellen
hasonlitja 6ssze az eredményeket egyéb mbdon szdmitott hibak (elsbsorban oemp) aszimptotikus szérdsdval.

A dolgozat végil megadja a leggyakoribb értékek aszimptdtikus szérdsdra vonatkozé becslésnek a

hibdgdt is.

C yseauuenuem koauuecmea 3semeHmos npob (n) oyerusaemoe 3xayerue npubaudcaemcs
K 0NpeoeneHHOMy Meopemu4ecKoMy 3Hadenur; 6 OelicmeumensHOCmU, ecAl 4ucA0 n 00CMamoyHo
8eAUK0, MO cmeneHb 00CIMOGEPHOCMU Npowje 6ce20 Moxcem Gvimb 0YeHeHa HA O0CHOse acumnmomu-
yeckoli Oucnepcuu oyeHrKu nozpewHocmu. B cnapeodruixax no Mamemamuueckoll cmamucmuke
(cm., nHanpumep, Kpamep, 7958 ) npusodamcs obuyue gopmyast 043 0npedeneHus IMnupudeckotl
oucnepcuu u eeposamuoll nozpewrocmu (Q), 00HaK0 uacmo 603HUKAem HE06X00uMocmb npu-
MEHEHUA H08020 Memoda onpedeaeHus no2pewHocmu (@ €6a3U € onpedeseHuem nozpewHocmu
P cm. pabomy Depenyu u 0p., 1988); npudem cneyuaaucma, npuMeHANOWeE20 IMoOm Memoo Ha
npaxmuke, He06X00uMo UHPOPpMUPoeams 0 00CMOGePHOCIU Memooa.

B pabome npusodumca @opmyaa acumnmomuyeckoll Oucnepcuu P, ee 3nauenus (cm. pucyH-
Klt) 042 f, (X) npu OnMUMAAbHLIX 3HAYEHUAX K U NOCMOAHHOM e3HAYeHuu k = 2, a maxdxice
¢ nomowbro cynepmodeau f, (x) pesysbmamsl CpasHUEAOMCA ¢ ACUMNMOMUYecKol Oucnepcuell
(6 nepsyio ouepeds gsnm) nozpewrocmeti, onpedeseHHbIX Opy2uMuU cnocobamu.

B 3arawouenue ¢ pabome npugodumcs no2peuwiHoCms OYeHKU acumnmomuyeckoll ducnepcuu
Memodom naubosee yacmelx 3HaYeHUll.

The estimations of error approximate in general more and more a theoretical value, if the sample
8ize (n) increases; the uncertainty is measured by the asymptotic variance of the error estimation.
Handbooks of statistics (e. g. Cramér 1958) contain general formulae for the asymptotic variance of the
samle standard deviation (cemp) and that of the probable error (Q), but new error definitions (as e. g. the
definition of P in Ferenczy et al. 1988) need corresponding informations about the uncertainties of the
error estimations in question. They are given in the present paper for the dihesion e, for P and for the
asymptotic variance of the most frequent value (A py), mainly on ground of the supermodel f,(x). Com-
parisons are made with the asymptotic variance of the sample standard deviation and with that of the
semi-intersextile range. — Preliminary Monte Carlo investigations show that in the domain §=n=<160
the uncertainties of the dihesions can be calculated already according to the given asymptotic rule.

1. Bevezetés

Még nem is olyan tul régen felesleges elméletieskedésnek szdmitott gyakor-
lati szakemberek korében a hiba hibajaval foglalkozni. A szémitéstechnika fejls-
dése azonban lehet§vé tette nagy hatasfokii, de sok miiveletet igényls statiszti-
kai algoritmusok alkalmazését, s ez kiilonboz6 médszerek gyakorlati 6sszehason-
litésa esetén (a relativ hatésfok becslésekor) elengedhetetlenné teszi a hiba kells-
en pontos ismeretét. A 209, koriili hatésfok-kiilonbségnek példdul mér komoly
koltségkihatasai lehetnek, — de ezt a kiilonbséget nyilvan még indikéIni sem tud-

* ELGI, Budapest
** NME Geofizikai Tanszék
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juk kell§ biztonsdggal, ha a hibabecslések szérdsa mondjuk 309%,. A hiba hibéjé-
nak a vizsgélata tehdt ma mar kozvetlen gyakorlati fontossdggal bir, és béar to-
vébbra is szigoribbak a kovetelményeink a szazalékos hibat illetGen magara a
primer médon mért mennyiségekre, mint a hiba hibajara vonatkozéan, az ut6bbi
ma mér semmiképpen sem fogadhato el oly nagy értékiinek, hogy az alig legyen
tobb nagysdgrendi tdjékoztatdsndl. Sajnos a gemp értéke bizonyos kériilmények
kozott az adatok tilnyomé tobbségére jellemzi eltéréseket még nagysagrendileg
sem jellemzi helyesen, igy mas mdédon példdul a P hibaval torténd jellemzés
ilyenkor egyenesen elengedhetetlennek tiinik, de a Ferenczy et al. 1988-ban defi-
nidlt P egyébként is sokkal megbizhatébb (robusztusabb, rezisztensebb) hiba-
jellemz8. A P hibajira vonatkozé vizsgédlat ennek a jellemzd&nek a behatdébb is-
meretét, adekvat hasznilatit és ezeken keresztiil a foldtudoményi adatrendsze-
rek gazdasdgos interpretéciéjat egyarant elGsegitheti.
A P definiciéja adott f(x) stirliségfiiggvény esetén (Id. Ferenczy et al. 1988)

revonft fuliofi e o

ahol x a mért adatnak a k faktorral végrehajtott, dltaldnos leggyakoribb érték
szerinti kiegyenlités (Id. Steiner 1985) eredményétdl valo eltérése, f(x) ezen el-
térések val6szintliségstirtiség-fiiggvénye és ¢ az f(x) dihézidja. (Szimmetrikus hiba-
eloszlas esetén sok esetben felesleges a fenti, bonyolultan hangzé specifikaci6, hi-
szen a kiegyenlitések ugyanazt a hiperfeliiletet, illetleg pontot — a szimmetria-
pontot — definidljék; utébbi esetben — barmely kiegyenlitésnél — az x a mért
érték tavolsdga a szimmetriaponttdl.)

Foglalkozzunk elGszor a
P = Pfs (1a)

hib4jénak a meghatérozasaval.

2. A P-meghatirozas hibaja
A robusztus statisztika egyik kézépponti jelentdségii fogalma az IC(x)-szel
jelolt hatasfiiggvény, amelynek definiciéjat kozvetleniil P-ra irjuk fel:
16 = G DM =) = =l )
4-+0

ahol é(z) a Dirac-6 (1d. pl. Steiner 1985). Latjuk (kicsiny 4-kat feltételezve), hogy
a hatésfiiggvény A-szorosa minden z-re azt adja meg, hogy egy A valészintiséggel
jelentkezd jarulékos z-értékii adat mennyivel valtoztatja meg P értékét.

Els§ 16pésként konstansnak tekintjiik e-t. Ekkor irhatjuk (behelyettesitve
(1)-b8l P = P|e-t a (2) kifejezésbe):

IC(z) = }jl_r.r(l)%{exp[ fln[l +( ] ] f(x)dx +
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x Y24 x )2

» [ e e

CE o €

— =] ~1[=P : (3)
(Az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy barmely >0 mennyiségre, a I’'Hospital
szabély szerint

: ud—1 . ud Inu
lim = lim = lnwu.
40 A 4-0 1

Az aszimptétikus szérdsnégyzet 4ltaldnos alakja (Id. pl. Steiner 1985):
fzoz x)dz, (4)

igy konstans ¢ esetén az aszimptotikus szérés (3) alapjan

—=1"l/fln H[ ]] - f(@)d. (5)

(Furcsa, hogy az integrandusznak zérushelye van Ic_x =VP_ 1-nél; persze, ha
&€

valamilyen z-re val6ban elfogadhat6, hogy az nem szémit P hibéja szempontja-
bél, annak koézel kell lennie P-hez; Cauchy-nél ez az x = V3 = 1,73 valéban nincs
messze P = 2-t6l.)

3. A dihézio meghatarozasinak hibaja

Valamely S skélaparaméter meghatarozésanak aszimptétikus szérdsnégy-

zete (1d. pl. Steiner 1985)
2 % d.
/ 2 [ z ]f(x) x

A% = S% — : (6)

[ [7G) 5]

ha S-et az



kovetelés definidlja és f(x) az origéra szimmetrikus. A minta alapjén valé S-meg-
hatérozéas (7) osszeg-megfeleljével torténik.

A x-fiiggvény analitikus alakja az ¢ dihézi6 meghatérozésakor
3x2—1
z) = ————.
(xz +1 )2

Nincs tehdt semmi akaddlya, hogy f(x) = f,(x)-szel az a tipusparaméter fiigg-
vényeként szdmitsuk ki a (6) szerinti 4, aszimptétikus szérdst, mint a fiigg-
vényét, ahol f (x) a Csernydk és Stevner 1982 dltal modellezési célokra bevezetett
eloszldsmodell-csaldd. (Az f,(z)-et definidl6 formuldt Ferenczy et al. 1988 is

kozli ebben a folydiratszdémban.)
Az A,ra (6) -tal, illetve (8)-cal kapott numerikus eredményeket kitiinGen

(8)

kozelitia> 1,8, azaz 0< % <1,25 esetén a kovetkezd empirikus formula:
a —
a—2

w-(@—1) |

A, = 25[1 ’ 9)

Az A,/e pontos értékeinek fiiggését az eloszléstipustél a 0<%< 2,5]
a—

tartoményra az 1. dbra vastagon kihtzott gérbéje mutatja. (A (9) egyszerti em-
= 2,6-nél,

a—1 ¢

= 1,67-nél,

pirikus formula a<1,8 is haszndlhat6, csak pontatlanabb:

azaz a = 1,4-hél §9%, koriili eltéréssel adja A, helyes értékét; :
a—

azaz a = 1,6-nél mar csak 29, az eltérés.)

4. A skalaparaméter-becslés tovabbi két modszerének a hibija

Az 4ltalénos leggyakoribb érték-szdmitds mésodik varidnsénédl, amely
Hajagos 1985 eredményeire épiil, skdlaparaméterként (roviden megfogalmazva)
kozvetleniil ¥ meghatérozésa torténik az alabbi x-fiiggvény szerint:

2_
(a+1)z>—1 . (10)
(14272
(A fenti, kissé nagyvonaly, ui. 4ltalénos esetben csak kozelitSleg érvényes meg-
fogalmazés az éltaldnos leggyakoribb érték szémitédsdra vonatkozéan teljesen
korrekt az egész f,(x) tipus-csalddra, azaz a (10) alapjadn kapott & ekkor pontosan
ke-nal egyenld, ahol k az dltaldnos leggyakoribb értékszamités szokésos variédn-
séban hasznalt paraméter, (1d. pl. a k(a)-ra vonatkozé empirikus formulat a Fe-

renczy et al. 1988-ban).
Az A? aszimptétikus szérdsnégyzet egzakt formuldjadt nem tal bonyolult

analitikus alakban sikeriil megadnunk, ha bevezetjiik a kovetkezd jelolést :

x(x) =

8, = /[—L]jﬂx)dx. (11)
Sz+x2

—co
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a skalaparaméter-,
meghatdrozds relativ _—
aszimptotikus szérdsa £ e

0% 1 2 .1.1.

Geo 8851

1. dbra. A skélaparaméterbecslés relativ bizonytalansiga haromféle meghatérozési médszerre vonat-
kozéan, az f,(z) szupermodell kiilénb6z6 eloszléstipusaira

Puc. 7. OrHOCUTeNbHAsl JOCTOBEPHOCTh OLEHKH MapaMeTPOB WIKAJBI ISl TPEX DPA3NUYHBIX
MeTO/I0B OIpeJesieHusi, sl PA3JIMUHBIX TUIIOB PACTIpefieIeHHsT CYNePMOAENH fo(x)

Fig. 1. Uncertainties of scale parameter estimations of different kind, in cas e of model distributions
from the supermodel f ().

fgy 8 = &-ra (6) alapjén a kivetkezs eredmény adédik:

2
AR i (|
a+1 a+1
=
3a+5 S2+2(a+2) s,
a+1 a+1

(12)

g =3
AE—E

4[81—

Ha az aktudlis f(x) azonos valamelyik f,(x)-szel, akkor figyelembe vessziik az
8kre, illetve ezek osszefiiggéseire vonatkozé ismert képleteket (1d. Hajagos
1985), s igy az f,(x)-ekre vonatkozéan a kovetkezd alakra egyszertisodik 42 ki-
fejezése:

4% 2. (@a+2)-(a+4)-(a®+3a+6) : (13)

. 2a(a—1)-(a+1)-(a+6)

. Az A;[e értékeit szaggatott vonallal rajzolt gérbe mutatja az 1. dbrdn.
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Miel6tt azonban diszkutédlndnk a kapott eredményeket, irjuk fel a skéla-
paraméter maximum likelihood-elv szerinti meghatérozdséhoz tartozé y-fiigg-
vénytis:

—1).22—
(LM, (14)

€T) =
() o

valamint az ebb6l szarmaztathaté 4ltaldnos aszimptétikus szérdsnégyzet-for-
mulat (S = &-sal):

» el £ 2
A§ _ o (a—1)*—2a(a—1)8; +a%8, . (15)
4a?(S; — S,)?
Ha f, (z) az aktualis eloszlds, akkor
- s (16)
2(a—1)

A;[e gorbéjét az 1. dbra pontozott vonala mutatja.

Az z és ¢ tehat egyardnt kisebb szdzalékos hib4dval hatdrozhaté meg az egész
Gauss-Cauchy tipustartoményon, mint az ¢ dihézi6. Ennek azonban az az ara,
hogy az & meghatérozds a Gauss-féle eloszléstipushoz kozeledve egyre kevésbé
rezisztens, azaz a durva hibédk egyre nagyobb értékben torzithatjik az eredmé-
nyeket, és ezt dltaldban nyilvan nem kockéztathatjuk. A szédrnyak szennyezés-

mentes voltdra még az e-szdmitdsndl is kényesebb az e-meghatarozés (I1d. Cser-
nydk és Steiner 1985b erre vonatkozé részletes vizsgélatait; hogy gyakorlatilag a
szérnyakra tédmaszkodik a maximum likelihood-elv szerinti skélaparaméter-
meghatérozés, azt az is mutatja, hogy az IC-fiiggvény a szdrnyakndl veszi fel
maximalis értékeit). — Ez az utébbi alternativa azonban egyéb okok miatt sem
ajanlhaté gyakorlati alkalmazdsra: mint Csernydk és Steiner 1985a kimutatta,
még szimmetrikus eloszlésnél is el6fordulhat ennél a skélaparaméter-becslésnél
az, hogy a kettds iterdcié mésik dgdnak eredményeként kapott helyparaméter-
becslésnek (azaz a statisztikai algoritmus &altaldban leglényegesebb eredmé-
nyének) végtelen nagy lesz az aszimptétikus szérasa. —

Megemlitjiik még, hogy az (11)-ben definidlt S; mennyiségek bevezetésével
természetesen a szémunkra legérdekesebb eset: b dihézié- -meghatérozds A}
aszimptétikus szérdsnégyzete is kifejezhets, ha tetszéleges f(x) esetét akarjuk
vizsgélni. A (6)-bél és (10)-b8l adédé formula a kovetkezd (S = e-ra):

98, — 248, + 168, i

A2 = g2 =
(148, — 168,)

5. A P hiba empirikus értékének a bizonytalansagai

Aszimptétikus értelemben jogos a P-re az IC-fiiggvényt az aldbbiak szerint fel-
irni:
IC(P; ) 1 1C(¢; ) i IC({’; z) ! (18)
P P> P
Ezzel P relativ hib4jira vonatkozéan a kovetkezd kifejezés adédik 4ltaldnos
esetben:

4,/P =V (45/P)*+ (Ae)+C, (19)
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ahol

C = % /IO(e; ) - I0(P; ) f(x)dz. (19a)

A (19)-ben a gyok alatti els§ tagként elfogadjuk a konstans e-ra kapott
(5)-b8l ismert kifejezést; a szdmitdshoz sziikséges P-t ekkor (1), illetve (1a) sze-
rint f,(x) csalddra

P= ezp{ f In[1+2?]- fa(:v)d:c}
0

definidlja. (Ha az f,(x)-csalddon Kkiviili f(x) valdsziniiségeloszldsra akarunk
Ap |P-t szémolni, a (19) egyenletbe nyilvén az 4ltaldnos (1), illetve (1a), valamint
az (5) formuldk alapjdn meghatarozott P és A5 keriil. Ugyanekkor persze a (17)
fogja a mésodik tagot szolgéltatni.)

A O szédmitésahoz sziikségiink van az IC(e ; ) fiiggvény formuléjéra:

3[ﬁ]2— 1
i : (20)

(148, — 165,)- [1 +[i]2 ]2

&

IC(z) = ¢

(a (11) szerint és S = e-nal szémitott S,-vel, illetve S;-mal); a C' integranduszé-
ban szerepl6 mésik fiiggvényt: IC(P; x)-et mér (3)-bdl ismerjiik.

Mivel az A,/P értékeit az f (x) szupermodellre szdmitjuk ki, amikor is a (19)-
ben a gyokjel alatti mésodik tag egyszeriien (9) szerint szdmithaté.

-gyel jellemzett eloszlastipus

A 2. dbra mutatja az Ap[P gorbéjét az N

filggvényében. Az 1. dbra Ap[e gorbéjével val6 osszehasonlitdskor kideriil, hogy

< 1 intervallumban

A,/P-ben a dihéziémeghatdrozds hibdja domindl a 0 < ;
a —

olyannyira, hogy ebben a tipustartoméanyban az 4,/P-re vonatkoz6 gyors téjé-
kozbédéasként akar az A,.[e-ra vonatkozé (9) formulét is hasznalhatjuk.

A P relativ aszimpt6tikus hibdja a Gauss-eloszldstél a Cauchy-eloszlasig
kb. 1,8-szeresére novekszik a 2. dbra szerint. Az ebben az iranyban tapasztalt no-
vekedést az eloszlas-szdrnyak stlyossidganak novekedése miatt természetesnek
talaljuk. — S6t, a novekedés mértéke inkdbb mérsékeltnek mondhaté, kiilonssen,
ha az 4, /P gorbéjét az Agemp/oemp gorbéjével hasonlitjuk ossze.

6. A szoéras empirikus értékének a meghatirozasi hibai

A, emp Vizsgalatakor az x alatt tovabbra is a kiegyenlités eredményét6l mért
tdvolsdgot értjiik; ez ebben az esetben persze a legkisebb négyzetek elve szerinti
kiegyenlitést jelenti. (Legegyszer(ibb eleve szimmetrikus hibaeloszlésra gondolni,
amikor a kiilonbségtétel felesleges.) A matematikai statisztika kézikonyvei (1d.
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éemp
2. dbra. A hibabecslés relativ bizonytalan-
saga kétféle hibadefiniciéra vonatkozéan,
az f,(z) szupermodell kiilonb6z6 eloszlés-
tipusaira
Puc. 2. OtHOCHTENbHAs1 AOCTOBEPHOCTH
OLIEHKH TIOTPEeIIHOCTel IS JABVX pas-
JIMYHBIX METOMIOB OIPENEJICHHsT Iorperl-
JEFFREYS HocTel, JUIsl pa3JM4YHBIX TUIOB pacrpe-
infervullu]’1 JIeJIEHHsT CYIepMOJeNH fu(x)
0 T T T T
0 025 05 05 - 1 0%1‘ Fig. 2. Uncertainties of error estimations
GAUSS CAUCHY of different kind, in case of model distribu-

Geo 88/52 tions from the supermodel f ().

pl. Cramér 1958) kozlik a Oemp-Te vonatkozé aszimptoétikus szorés (A4, emp) formu-
lajat:

At 2L [ (@) de—ot; (21)
a — OO

ennek a kifejezésnek a létezéséhez f(x) negyedik momentuménak véges voltt
persze fel kell tételezniink. .

Ez az utébbi feltétel az f,(x) eloszldscsalddnél csak a>4 esetén teljesiil.
fey a 3>a=5 tartoményban a nagy szémok térvényének teljesiilési iitemérsl
nincs kozelebbi informéciénk, csak azt tudjuk, hogy nem 4ll fenn a meghatéro-
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zési pontosség novekedésére vonatkozéan az 1/Vn-nel valé ardnyosség megnyug-
taté sajatsdga; a pontossdgnovekedés iiteme éppen nagy n-eknél lassul le, amikor
pedig éppen lehetSleg pontos értékekre torekednénk. — Ha @ =3, mér o sem léte-
zik, igy ezeknél az eloszldsokndl a nagy szdmok térvénye mar semmilyen formé-
jéban sem teljesiil: nem novekszik a pontossidg n novekedésével. (Hogy a nagy
szdmok torvénye forditva is teljesiilhet, arra nézve ld. Csernydk és Steiner 1982
vizsgélatait.)

Kimutathaté (1d. Hajagos és Steiner 1988), hogy az f,(x) eloszléscsalddra a
kovetkezd egyszerii formuldval szémithatjuk oemp esetén a relativ hibét:

a—2
A, emp/Oemp = V2(—a_—5)— (22)
Az aszimptétikus szérés relativ értékeinek ezt a gorbéjat szintén a 2. dbra mu-

tatja be.
Kovetkeztetéseink az aldbbi pontokba fogalalhaték, beleértve az eddigi meg-

éllapitasokat is:

1. a=35-re végtelen nagy a gemp-meghatérozés aszimptétikus szérésa ;

2. & Oemp 68 & Pemp relativ aszimptétikus hibdja a ~ 6-nél egyezik meg (ez a Jeff-
reys-intervallum szélén levé eloszléstipus);

3. a>6 esetén ugyan kisebb gemp relativ hibdja, mint Pemp-é, a rezisztencia teljes
hidnya miatt azonban oemp alkalmazésa ebben a tipustartomdnyban sem ja-
solhaté a geofizikai és geolégiai vizsgélatok tilnyomé tobbségénél.

A fentiek lényegében oemp diszkvalifikdldsét jelentik minden olyan esetben
(pl. hatésfokbecsléseknél), amikor a hiba hibdja nem lehet tilsdgosan nagy. (Ha
szinte csak hiba nagységrend meghatérozésira korldtozédnak igényeink, vagy
valéban a Gauss-eloszlds kozvetlen kozelében levs sziik tipustartomény jelent-
kezése varhat6, rdadésul garantdltan durvahiba-mentesen — mint pl. egyes geo-
déziai méréssorozatokndl, — akkor a o.mp tovébbra is elfogadhaté hibajellemzs-
nek.)

7. A P’-meghatarozas hibai

A P hibat bevezetd dolgozat (Ferenczy et al. 1988) k = 2 alkalmazdsét java-
solja arra az esetre, ha nincsenek a hibaeloszlés tipuséra vonatkozo6 el6zetes is-
mereteink (ekkor, ha sziikségesnek itéljiik a megkiilonboztetést, a P’ jelolést
alkalmazzuk). Indokolt tehét, hogy vizsgilataink erre az egyszer(ibben haszndl-
haté hibadefiniciéra is kiterjedjenek.

A 3. dbra gorbéje mutatja az erre az esetre vonatkozé relativ aszimptétikus
sz6rés-gorbét. (A szémitdsok — mutatis mutandis — most is (19) alapjén tortén-
tek.) Tal4n meglepének taléljuk, osszehasonlitva a 3. dbrdt a 2. dbrdval, hogy a
Gauss-Cauchy tartoményon valamivel kisebb ingadozéssal adédnak a hiba hibéi
P’-nél, mint P-nél (s6t konnyti tdjékozddésul akér praktikus is elfogadni A4p/
P’ = 1,8-at jellemz§ értéknek, amitdl az eltérés maximélisan 249, alatt marad a
teljes Cauchy — Gauss tartoményon). Nem szabad elfeledkezniink azonban arrdl,
hogy a hiba hibdjénak praktikusabb viselkedésével szemben a k = 2-vel vég-
zett helyparaméter-meghatdrozdsok valamennyivel kisebb pontossiga 4ll a

0= =1 intervallum két végéhez kozeledve.

a—1
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) a hiba relativ .
aszimptotikus szdrdsa >

_~ o minta interszextilis félterjedelme

1 // 11! -1
£ [F a-v6-F 16 ]
0 . : -
0 p 05 1 ‘ﬁ
GAUSS CAUCHY

Geo 88/5-3

3.Pdbra. Az interszextilis félterjedelem és a P’f becslési! bizcnytalansdgainak ¢sszehascnlitésa a
fo(x) szupermodell kiilonb6z6 eloszléstipusaira

Puc. {3. CpaBHeHHe JI0CTOBEPHOCTH MHTEPCEKCTUIIEHOTO NONYCcOheMa HOLEHKH P JIsi pasiHuHbIX
B Lbe TUIIOB pacnpe/ieSieHHsi CYIIepMosesu fo(x)

Fig. 3. Comparison of the estimation uncertainties of the semi-intersextile range and those of the
P’ in case of model distributions from the supermodel f ,(x).

8. Az interszextilis félterjedelem empirikus értékének bizonytalansagai

Tanulsdgos megvizsgélni, hogy a 2:7 valdsziniiségardnyt pontosan megvalé-
sité interkvantilis félterjedelmek, mint hibajellemzdk, milyen hibédval hatéroz-
haték meg. — Az f, (x)-csalddra vonatkozdéan az altaldnos formulékat Hajagos
és Steiner 1988 kozli tetszéleges kvantilisre, igy semmi akadélya ezek alapjan egy
az eddigiekkel analég gorbe szerkesztésének.

A 3. dbrdn bemutatott, szaggatott vonalu gorbe kedvezd képet mutat az in-
terkvantilis félterjedelem-meghatédrozés hibdjéra a 2:1 valészintiségardnynal.

(Legyen szabad e helyen felvetni az interszextilis félterjedelem terminus tech-
nicus hasznélatat az interkvartilis félterjedelem mintajara a szinte hasznélhatat-
lanul nehézkes, és még igy sem ennyire egyértelmli kovetkezd kifejezés helyett:
a 2:1 valdszindiségardnyhoz tartozoé interkvantilis félterjedelem. — Az interszextilis
félterjedelem nyilvan a kovetkezSképpen irhaté fel az F eloszlasfiiggvény inver-
zével:

% [F-1(1-1/6)— F-(1/6)],

mig az interkvartilis félterjedelem kifejezése

% [F-1(1— 1/4) — F~1(1/4)].
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A tovabbiakban élni fogunk a javasolt kifejezéssel.)
Az interszextilis félterjedelem (mint hibajellemz§) relativ aszimptétikus

szérésa csaknem ugyanolyan kedvez§ értékrél indul - =0-nél, mint a gemp-re
a —

vonatkozé gorbe a 2. dbrdn. Nagy kiilonbség, hogy a gemp — & mésik hibajellemzd-
vel ellentétben — nem robusztus: az §-hoz kozeli (de annél nagyobb) a-k esetén
teljesiil ugyan még a nagy szdmok toérvénye, de igen nagy aszimptétikus szérés-
sal (1d. a (22) formulat), 5-nél kisebb a-kndl pedig még ennél is kedvezstlenebb
sajatsdgok lépnek fel. (Err6l a korabbiak sordn mér emlitést tettiink; pl. a
Cauchy-eloszldshoz kozeledve n-nel egyre inkdbb novekv6 oemp-értékeket ka-
punk (!), ami a hiba megitélését persze teljesen tévitra vezetheti.)

A fentiekben csak a robusztussdg szempontjait emlitettiik, a 3. dbra két gor-
béjének osszehasonlitdsakor azonban, amikor is két robusztus hibameghatérozési
eljarast kell egybevetniink, djra gondolnunk kell a durva hib4ja adatokra
(outlier-ekre) vald érzéketlenség, azaz a rezisztencia szempontjaira is. — Nem
maradhatnak figyelmen kiviil szdmitéstechnikai vonatkozasok sem.

Az utbébbiakkal kezdve: az interszextilis félterjedelem empirikus értékének
meghatédrozésahoz sziikség van olyan miiveletekre (pl. nagysig szerinti sorba
rendezés), amelyek plusz gépéraigényt és memoériakapacités-tobbletet egyarant
jelentenek (magéhoz a kiegyenlitéshez viszonyitva). Meggondoland, hogy meg-
éri-e ez azt a tobbletet, amit a hibameghatarozds pontossdgdban nyeriink né-
vekv§ a-val a Jeffreys-intervallum felé, majd azon tul haladva a Gauss-eloszlas-
ig. — Ha nincs informéciénk az eloszlastipusrél, amely Cauchy-félének is adéd-
hat (amikor pedig mér forditott a helyzet a pontossigot illetGen), akkor lehet,
hogy faradsdgosabban jutunk pontatlanabb hibajellemz&hoz.

Elgondolkodtat6 mindenesetre az interszextilis félterjedelem 3. dbran 14t-
haté6 pontosségi folénye a Gauss-Cauchy tipusintervallum nagyobbik részén: ha
érdemesnek itéljiik, véallalni fogjuk a fentiekben emlitett szdmitéstechnikai tobb-
letet, — anndl is inkdbb, mert igy nem csak kozelitSleg, hanem pontosan 2:1
valészinfiségardnyt megadé hibédhoz fogunk jutni. (Ami a pontossidgok maximélis
eltérését illeti, a Gauss-eloszlésnal 329,-kal kisebb az interszextilis félterjedelem
relativ aszimptétikus szérdsa, mint a P’-é.)

A fentiek azonban természetesen csak arra az esetre vonatkozhatnak, ami-
kor az adatok eloszldsa tiszta f,(z) eloszldssal modellezhets. A rezisztencia problé-
méinak teljes, vagy legaldbb valamennyire részletes elemzése nagyobb terjedel-
met igényelne, ezért ezt mellézni vagyunk kénytelenek. Annyi azonban azonnal
belathatd, hogy ha adataink tobb mint egy hatoda mindsiil durva hib4junak a
redlis adattomoriilés egyik oldalédn, akkor az interszextilis félterjedelemnek sem-
mi koze sem lesz az anyaeloszldshoz, mig a P tovdbbra is dontéen az anyaeloszlés
jellemzdje marad a legtobb ilyen extrém esetben is. (Rédadésul még arra is lehetd-
ségiink van, hogy kénnyen megszabaduljunk a tévoli adatoktél suly szerinti vé-
géssal, 1d. pl. Steiner 1988, ilyen megoldésra, mint erre Ferenczy et al. 1988 mér
utalt, akkor lehet sziikség, amikor a durva hibaju adatok igen tdvoliak, ugyan-
akkor a szézalékos ardnyuk is jelentds. Egy igen egyszerti példa bemutatésa bizo-
nyara hasznos lesz: ha Osszesen 15 adatunk koziil 3 db + 50-es értékii durva
hibaju adatunk van, egyébként 12 adat a (— 72, + 12) intervallumon egyenletes
eloszlasbdl szdrmazd un. idedlis minta (+£1, +3, +5, =7, +9 és +11), akkor az
interszextilis félterjedelem empirikus értékét 28,5-nek talaljuk, — azaz tobb,
mint hdrom és félszer akkordnak, mint magabél az ideélis mintabél nyerhetd 8-as
értéket. — A P’ is megérzi a nagy szdzalékban jelenlevé durva hibdkat, de ezek
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P’ értékét viszonylag csak kis mértékben: 23%,-kal novelik (az interszextilis fél-
terjedelem-meghatdrozas ebben az esetben tehéit 15,5-szer nagyobb hib4val van
terhelve). fgy — ha némi torzuldssal is, — Py, tovabbra is az adattomorodésre
magéra vonatkozéan informél benniinket a hiba nagysdgérdl (s itt nem éltiink
még a suly szerinti elimindlds imént emlitett tartaléklehetGségével sem). Rezisz-
tencia-okokbél tehat (egyéb itt nem targyalt esetekben is) a P hiba alkalmazésat
fogjuk éltalaban kedvez&bbnek itélni, hiszen mint lattuk, durva hibdju adatok
miatt kénnyen elveszithetjiik azt a pontossigi elényt a hibameghatérozésban,
amit a 3. dbra gorbepérja a vizsgalt tipusintervallum Gauss-eloszlés felé esd ré-
szén mutat. Ilyen, viszonylag mérsékelt elényoknek a sokkal nagyobb, esetleg
katasztréfalis mértéki hatranyok kockézatédnak megsziintetése érdekében torté-
né feladésakor szokés a robusztus statisztika irodalméban, Anscombe 1960 nyo-

mén, a biztositdsi dij hasonlatdval élni. Az e, ¢ és ¢ meghatérozési hibéjira vo-
natkozé, az 1. dbrdn lathaté gérbék egybevetésekor ugyantigy idézhets lett volna
ez a taldlé analdgia.

9. A leggyakoribb érték aszimptétikus szérasanak meghatirozasi
bizonytalansigai

Az eddigiekben térgyalt hibadefiniciék az anyaeloszlésra vonatkoztak, azaz
az egyes adatok hib4it jellemzik. Ezek értékei nem fiigghetnek n-t61 (pontosabban
csak az empirikus értékek statisztikus ingadozésa 411 kapesolatban n-nel). Magé-
nak a leggyakoribb értékek szerinti kiegyenlités eredményének, pl. az M leg-
gyakoribb értéknek a hibéja persze annal pontosabb, minél nagyobb az n értéke.
Pontosabban: bebizonyithaté (1d. Csernydk és Steiner 1983), hogy szimmetrikus
eloszldsokra az aszimptétikus szérds mindig véges, azaz a nagy szdmok torvénye
a legelényosebb alakban: }Yn-nel ardnyos pontossignivekedést biztositva telje-

sil.
Szimmetrikus eloszlésokra és k = I1-re az M aszimptétikus hibdja

A 6

(Csernydk és Steiner 1983 ), ahol n(e) azonos S;-gyel. Az n(.) jelolés arra szeretne
figyelmeztetni, hogy ennek a mennyiségnek heurisztikusan kénnyen értelmezhe-
t6 (és gyakorlatilag is hasznélhaté) jelentése van: n.n(.) azonos a kiegyenlités
altal figyelembe vett effektiv adatszdmmal. — A mintdkra a kapott dihézié
osztva a stulyosszeg gyokével nyilvan az M -ek szérdsdra ad becslést.

A leggyakoribb érték 4ltaldnositédsdra Hajagos 1985 adott elvi alapot. Erre
az 4ltaldnos leggyakoribb értékre az aszimptétikus szérist

Va+2 ke
A, = .
SR a Vn(ke) 23

adja (a k£ faktor az a tipusparaméternél eredményez optimélis hatésfokot; a
k(a)-fiiggvény képletét illetGen 1d. Ferenczy et al. 1988).

Jeloljiik ((la) mint4jara) 4-sal az 4 ,,/e hdnyadost ; ezt nagy n-nél ¢ ingadozé-
sai mér csak jelentékteleniil befolyésoljak, gondolatmenetiink tehat teljesen ana-
16g lehet a 2. és 5. pontban kovetetthez. Igy az 4,; mennyiség relativ aszimpté-
tikus szérésa (4 a,,/A4,,) felirhat6 a kovetkezéképpen (v. 6. a (19) formuléval):
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ApylAy = V(Ae)*+ (4z[A)+ K, (25)

ahol
K = 22— f IC(g; 2) - IC(4; ) f(x)d. (25a)
Foglalkozzunk el6szor az A becslésének aszimptétikus szérasival, 47-sal. —

Kiinduldsunk most is a hatésfiiggvény:
s —
IC(z) = EHSZ{A[(I —MNf(@)+4-6(x)] - A[f(x)]} =

sy kVa+2 [ 1 D Al
4-+0 a-A LAY sl T (ke)? V’n(ks) :I
| a-4)-nke)+4 %
g L Hat2 1 o [
a~0 A a-Yn(ke) V(I—A)[l e (ke)? ]
n(ke)((ke)? + *)

- L [1 b (a)” ] (26)
2 n(ke) - ((ke)?+ ?)

(az utolsé lépésben, a hatdratmenet el6tt, felhaszndltuk a binomindlis sorfejtést).
Ebbdl az aszimptétikus szérdsnégyzet (Id. Gjra a (4) 4ltaldnos formulét,) a ko-
vetkezd:

2 _Zal o 5 (ke)® 2 21
A> =4 - f [1 e ((k8)2+m2)] flx)de = [ 82 (27)

(az S;-k definici6jat illetden Id. a (11) formuldt). Felhasznalva az f,(z) csalddra
érvenyes

g tlg g g 04 (28)

a+2 a

osszefiiggéseket (mindkettsre nézve 1d. Hajagos 1985 ), az A relativ aszimptétikus
szérésa az f,(x) szupermodellre vonatkozéan végiil az

— 1
Al = V 2(a+2)-(a—1) 20)

alakban irhaté fel. A (25)-6t (és (9)-et) figyelembe véve tehdt végiil az f,-csalddra
vonatkozéan a kovetkezdt irhatjuk:

1
Wb, V [ (a_l)] R (30)

(a K értékeit illetéen 1d. a T'dbldzatot.

125



Tdblazat

k=Kk(a) k=2
a 3 Agle -
K Agpf4dM | n(2e) Aja K Agpl4m
1,4 1,503 2,797 2,492 3,269 0,480 0,418 0,812 2,969
1,6 1,273 2,379 1,665 2,749 0,571 0,333 0,607 2,526
2 1,000 2,000 1,000 2,263 0,666 0,250 0,444 2,123
2,5 0,812 1,793 0,666 1,989 0,721 0,202 0,363 1,902
3 0,697 1,686 0,500 1,842 0,750 0,176 0,323 1,788
4 0,561 1,576 0,333 1,687 0,778 0,151 0,283 1,671
6 0,428 1,489 0,200 1,559 0,799 0,131 0,252 1,577
10 0,314 1,432 0,111 1,472 0,811 0,118 0,232 1,515

Nagy a-értékekre a gyok alatti mésodik és harmadik tag elhanyagolhatéan
kicsiny lesz, — de még a Cauchy-eloszldsnél (¢ = 2) is csak 1/8 a mésodik tag
értéke, s bar ekkor mar K = 1, — az elsd osszeadandé 4-es értéke mellett, —
az A a,,/Ay értékét az A ingadozdsainak a figyelembevétele még a Cauchy-el-
oszlésnal is csak kb. 13%,-kal emeli meg, 4./¢ értékével sszehasonlitva. Ez any-
nyit jelent, hogy a Gauss-Cauchy tipustartomanyon nyugodtan hasznilhaté az

An,, /Ax

3 e A

Sl
f t a-1__
0 1 2 Geo 86/54

4. dbra. A leggyakoribb érték aszimptétikus szérésanak becslési bizonytalanségai kétféle k-vélasztés
esetén, az f,(x) szupermodell kiilonbaz6 eloszléstipusaira

Puc. 4. JlocTOBepPHOCTb OLEHKH AaCHMITOTHYECKOH [UCIepCHd MeTOA0M HauboJiee dYacToro
SHaYeHUs ISl JBYX Pa3/IMYHBIX SHAUeHWH k, JUIsl, PasjMuUHBIX TUIIOB paclpejeseHuit cvmep-
MOZeNH fu(x)

Fig. 4. Uncertainties of the estimations for the asymptotic standard deviations of most frequent
values, at alternative choice of the value %, in case of model distributions from the supermodel f ()
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kozelités.

Hasonlé kovetkeztetésre jutunk abban az esetben, amikor az aktudlis el-
oszléstipust6l fiiggetleniil, pontosabban: a tipusra vonatkozé ismeret hidnyéaban
k = 2-vel végezziik szdmitdsainkat. Az o kiilonbozd értékeihez a (25) gyok alatt
szereplé mennyiségeit, valamint a & = 2 esetre vonatkozé 4 4,,/4,, értékeket a

tébldzat tartalmazza. (Maga A,, ekkor, azaz k = 2 esetén, 1,1-¢/)n(2¢)-ként
‘szémitandé.) — A 4. dbra bemutatja mind a & = k(e), mind a £ = 2 esetre vo-
natkozéan az Aa,,/A ) gorbét.

Az ¢ konstans voltat (pl. P bizonytalansagénak vizsgalatakor) az dttekinthe-
t6ség meglrzésére torekedve tételeztiik fel. Szigortan, véve a P-nek és A4,,-nek
a bizonytalanségara kozolt eredmények fels§ korlatnak tekintenddk, azonban
mind a részletesebb (itt nem kozolt) analitikus vizsgalatok, mind pedig Monte-
Carlo-eredményeink azt mutatjik, hogy a valésdgos értékek olyan kozel vannak a
fels6 korlathoz, hogy az eltérés a gyakorlat szdmara egyel6re érdektelen. — Végiil
megemlitjiik el6zetes Monte Carlo vizsgélatainknak azt az érdekes eredményét,
hogy a dihézié meghatarozasinak hibajara vonatkozéan mar kicsiny mintaelem-
szdmnél is igen jé kozelitéssel teljesiil a dolgozatban megadott aszimptétikus
torvényszerliség.
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KREMSZNER MIKLOS
19321988

Alkoté erejének teljében, 1988 januédr 18-4n vératlanul hunyt el, csaldd-
jéban, valamint bardti és szakmai kozosségében pétolhatatlan {irt hagyva hétra.

Fiatalsdga Sopronhoz kototte és oda is tért meg. Munkéja a févéroshoz
kapesolta az egész orszigra kiterjedGen.

A Nehézipari] Miiszaki Egyetemen szerzett geofizikusmérnoki oklevelet
1954-ben, megszerezve kés6bb a mérnok-kozgazdész képesitést is.

A munkét a Magyar Allami Eotvos Lérand Geofizikai Intézetben kezdte,
tevékenyen kozremf{ikodve a mélyfurasi geofizika szénkutatdsban torténd meg-
honositésénal.

A vizkutatéssal 1958-ban jegyezte el magit és ez maradt a miikodési terii-
lete az utols6 pillanatig. Els6k kozott volt, aki ilyen feladatokat véallalt Mongo-
lidban. :

1959-t6l a Vizkutat6 és Faré Vallalat dolgozéja. Kezdetben észlel és ki-
értékels, 1969-t6l a Geofizikai Osztély vezetGje.

Egyesiiletiinknek alapit6 tagja, a Mélyfurdsi Geofizikai Szakosztaly, az
Oktatési Bizottsdg és az Orszdgos Elnokség tevékeny tagja volt.

Emlékét szeretettel Srizziik!
L. 8.
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