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A 15%0s és 45°-0s kozelitésii egyenleten alapul6,
véges differencia moédszerrel torténd
hullimegyenletes migracié hibajarol

GONCZ G ABOR* |

A hullamegyenletes migracids eljaras fejlesztése soran sikerilt eljutni a lefelé folytatas elvégzésére
alkalmas, 15°-0s délésekig megfelels kozelitésii egyenletnél magasabb kizelitésii egyenletekhez. Kzt szamos
dolgozatban publikaltal: (IV, V). A harmadrendd parcidlis differencialhanyadosokat tartalmazé,
45°-0s kizelitésti egyenlet a diszperzids egyenlete alapjan jé eredményeket igért. Vallalatunkndl foglal-
koztunk ennek az egyenletnek az z, z, t tartomdanyban, véges differencia médszerrel torténé megolddsdval.
A 45°-0s médszer, mely szdmitdsigényesebb is, azonban nem hozott jelentbs javuldst.

Az elbz6, e témdval foglalkozé cikkben (VI) ismertettem a 15°-0s kizelitésti egyenlet megolddsdnal
fellépé hibak egy vizsgdalati médszerét. Jelen dolgozatban egy olyan hibaszdmitasi mddszert ismertetek,
mely szemléletesebb és nem csupdn a 45°-os egyenlet kizelits jellegébbl adddé hibdt, hanem a teljes algo-
ritmus hibdjat adja. A hibaszdmitasokat elvégeztilk a 15°-0s és a 45°-0s algoritmusra is. A hibaszémita-
sok ramutattak arra, hogy a 45°-0s egyenlet elényeit nem sikeriil igazan kihaszndlni, ha nem tudjuk fo-
kozni a differencidlhdnyadosok kozelitésének pontossdgdt.

B npoyecce passumus memoda Mmuepayuu no 60AHOBOMY YDPAGHEHUI0 04 NpPo00ANCeHUS.
6HU3 ¢ 15 — mu 2padycubim npubaudceruem y0aiocs vigecmu Goaee moyrsle ypasHerus. 06 smom
Ovi0 onybaurosaro Heckoabko pabom (IV, V). Muepayus no OucnepcHoMy ypasHeHUI codep-
Jcaiyez0 4acmuvle npou3go0Hsle mpembell cmeneHu ypagHeHUus 041 45 — mu epadycro2o npubau-
aceHus obewana xopowue pezysbmamsl. B Hawem npeOnpusamuu 3mo ypasHeHue pelianocb no
MemoOdy Kxoneunvix pasnocmetl ¢ obaacmu X, z, {. Meowcdy mem, mpebyrowyuil 60bl1e20 KOAUYGeCNEA
epemeru mMemoo 45 — mu 2padycHo20 npubAUNCeHUs He 0L 0HCUOAeMbIX pe3yabmamos. B npedbl-
Oywell, 3anumarowetica amoil memoii cmamve (VI) 6bla onucan cnocob uccaedosanus nozpeul-
Hocmell pewteHus ypasuenus 15 — mu 2padycro2o0 npubauxcenus. B amoll pabome paccmampu-
6aemcst Maxoil Memoo 6bl4UcAeHUS no2peltHocmell, KOMopslil 60-nepsvix 601ee Haz2AfA0eH, 60-6MOPLIX
onpedeasiem He MOJAbKO NO2pelHOCMU gblMeKaruyile U3 xapakmepa 45 — mu 2padycro2o npubau-
JCeHUS, HO U no2pelHOCMU noAHO20 aszopumma. Pacuémot 6oiau npogedervt 045 AA20pUMMOE
15 — mu 2padycrozo u 45 — mu 2padycro2o npubauxcenus. Pe3ybmamst nokasa, 4mo npeumy-
wecmea 45 — mu 2padycro20 npubAUNCeHUA Heab3A UCN0Ab306aMb 6 NOAHOU Mepe, He y6eAuuUEas
mourocmu npubAudNCeHUA NPOU3EOOHDIX.

During the development of the algorithm of wave equation migration, a more exact equation was
found capable for downward continuation larger than 15° dips. Such equations were published in several
papers (IV, V). Those 45° equations containing third order partial derivatives promised good results
on the base of their dispersion equations. We have solved this equation by the method of finite differences
n the x, z, t domain. This 45° methods which are far more time consuming, have not resulted significant
improvement of the results.

In the author’s previous paper (VI) an error estimation was described for the solution of the 15°
equation. In this paper a generalized error estimation procedure is published, which evaluates the error
of the whole algorithm, not only of the error of the approximations made by neglecting of some terms.
The method has a fine visual meaning. The results show, that the advantages of the 45° equation can only
be exploited, if the derivatives are computed much more exactly.

A hulldmegyenletes migrécié lényeges lépése a felszinen észlelt hullamtér
fokozatos lefelé folytatdsa. Ez azt jelenti, hogy a z mélységben adott hullamtér
értékekbdl elballitjuk ezeket a z+ Az mélységben.

Megvizsgéltuk, hogy milyen hibdkkal valésul ez meg a 15°-0s és a 45°o0s
kozelitésti egyenlet megolddsa soran. A vizsgalatot a z irdnyu extrapolaci6 atvi-
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teli fiiggvényének segitségével végeztilk el kiilonb6z8 paraméterek mellett.

A felszinen észlelt adatoknak a datumsikra torténd redukciéjandl, a statikus
korrekciénél is lefelé folytatast végziink. Itt feltételezziik, hogy a ddtumsik és a
felszin k6zott a hullamok pontosan fiiggéleges iranyban haladnak felfelé. A kor-
rekcié soran az észlelt adatokat siettetjiik, egy pozitiv idétolast hajtunk végre,
hiszen a datumsikon észlelve minden reflexi6 kordbban érkezett volna be. Az
adatokat ezzel extrapoldltuk a felszinrdl a datumsikra.

A hullamegyenletes migracié végrehajtasakor az oOsszegzett idGszelvény
adatait egyre mélyebb és mélyebb ditumsikokra extrapoldljuk. Az extrapola-
ciét a hullamegyenlethdl levezetett kiilonbozd kozelitést, parcidlis differencial-
egyenletek véges differencia mdédszerrel torténé megoldasival végezziik. Hogy
ennek a mfiveletnek a hibdjit meghatarozzuk, el6szor megfogalmazzuk a helyes
extrapoliciét ferdén beérkezs sikhullimok esetén. A migracié miivelete ugyanis
délt reflektalo feliiletekrdl beérkezd hullimok esetén fontos.

Egy v/2 sebességti, homogén kozeghen a vertikalissal @ szoget bezaré irany-
ban, felfelé haladé sikhullam az aldabbi U fiiggvény:

U=expiw[t—£sin@+ﬁcos@] (1)
v v

Vizsgaljuk az U hulldmot az x,z sikban, az « = O fiigg6leges mentén elhelyez-
ked§ z és z+ Az mélységli P, és P, pontban (1. dbra). Az U hullamtér F-fel jelolt
frontja a P, pontba At = 2 zcos@[v id§ milva érkezik be. A @ szogli hulldm
Az vastagsagi rétegen vald athaladasi ideje fiigg @ szogtdl is! Ha az U hullam
terjedését akarjuk leirni a 4z vastagsigt rétegen keresztiil, akkor a z+ Az sikon
levs adatok A¢-vel valé késleltetésével kapnank meg a z sikon észlelhets adatokat.
A feladat azonban az U hullam lefelé folytatdsa. A helyes extrapoliciét akkor
végeznénk, ha a z sikon adott adatokat Ai-vel siettetnénk. fgy juthatunk a
z+ Az sikon észlelheté adatokhoz. A sziikséges idGtolds azonban O-tél is fligg!
Mivel az id@szelvények lefelé folytatasakor a reflexiok beérkezési szogét nem
ismerjiik, a siettetést, az idGtolast két osszetevivel valdsitjuk meg.

A tid8valtozo helyett bevezetjitk a ¢* = ¢+ 2z/v id6valtozét. Ennek a transz-
forméciénak a hatésat a 2. dbran illusztralom. Az édbra baloldalan ¢,-val jeloltiik
a v/2 sebességli kozegben a Z, mélységii reflektalo feliiletrdl, pontosan vertika-
lisan felfelé haladé hullaim menetidejét a mélység fiiggvényében. A transzformalt
koordindtarendszerben, az dbra jobboldaldn, a felfelé haladé hullim menetideje
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1. abra. Puc.7. Fig.1. 2. abra. Puc.2. Fig.2.
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z-t6l fiiggetlenné valik, ¢, = konstans. Itt a z és a z+ Az mélységben levs észlels
azonos ¢’ id6pontban észleli a vertikalisan a felfelé haladé hullimot. Az extrapo-
laciét a z sikrdl a z+ 1z sikra, ebben a koordinatarendszerben végezziik el, mert
a pontosan vertikalisan felfelé haladé hullam itt z-t6l figgetlen. Az idévaltozé
ilyen transzforméciéjaval az adatokon végrehajtunk egy a d6lésszogtdl fiiggetlen,
statikus korrekci6hoz hasonlé Az idétolast. Ennek nagysiga a Az vastagsiga
réteg vertikalis dthaladasi ideje Av = 24z/v. Ez a lefelé folytataskor alkalmazott
teljes id6tolas egyik Osszetevdje.

Ha a lefelé folytatast gy végeznénk el, hogy csak ezt az idGtolast alkal-
mazzuk, akkor Az lépésenként a O szogl sikhullamok esetén az alabbi id&tolas
hibat kovetnénk el:

A
DT5 = ot (cos@—1). (2)

v

Az alkalmazott teljes id6toldsnak azonban van egy masik, bonyolultabb 6ssze-
tevdje is.

Claerbout és Johnson [1] a Z transzforméci6 formalizmusat alkalmazva leve-
zették a 15°-0s egyenlet, véges differencia mdédszerrel torténé megoldasinal meg-
valésulé z irdnyu, egyetlen extrapoliciés 1épés atviteli fiiggvényét. Hasonlé
gondolatmenettel levezettiik ezt a 45°-os kozelités(i egyenleten alapulé médszerre
is. A 15%-0s és 45°-0s kozelitést, lefelé folytatésra alkalmas egyenletek a kovet-
kez6 alakuak:

4
U,+—U,=0 (3)
v

v v?
Ultz +ZUxxl_—lEUxxz = 0. (4)

A parcidlis differencialhanyados képzést alsé index jeloli.
A differencidlhanyadosok legegyszertibb, véges differencia kozelitéseit véve,
az aldbbi atviteli fiiggvényeket kapjuk:

F(Z),; = (1—=al)—(1+aT)Z (5)
(1+al)—(1—aT)Z
és
F(Z),, = (1—al +0T)—(2—2bT) Z+ (1 +aT +bT) Z* (6)
(1+al +0T)—(2—2bT)Z +(1 —aT +0T) 22
ahol
_v‘AzAt; b — v2 A2 :
164 22 644 22
T=2[1—COSM] és Z=-expi2afdt.
v

Az a és b mennyiségek paraméterektd] fiiggd konstansok, 7' az x irdnyG masodik
differencia képzés atviteli fiiggvénye, Z pedig a A¢ mintavételi tavolsdgnak meg-
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felels idStolas atviteli fliggvénye. Konnyen beldthato, hogy (5) és (6), mindent
dtereszts, rekurzids szlir6k atviteli fliggvényei, mert

’F(Z)IS' = IF(Z)45| =1 (7)

azZaz

F(Z),5 = expi Dys; F(Z)y5 = exp Dy (8)

Ezek a szlir6k egyetlen z irdnyu extrapolacidés 1épés soran az adatokon csupén
D, illetve @, fazistoldst okoznak, ami f frekvencidn @,;/2xf, illetve @,;/2af
id6tolést jelent. Ezek az idGtolasok azonban a 7'-n keresztiil fiiggnek a O szogtél
is. Hatasuk olyan, hogy az el6bb emlitett, egyszert, statikus jellegli id6tolds
hib4jat csokkentik. Ezek az idétolasok adjak az extrapolaciés médszeriinkben
megvalésuld, teljes idGtolds masik osszetevsjét.

Mint lattuk a @ szogl hullimok helyes extrapolaciéjéhoz At=24z cos Ofv
idGtolas szitkséges. Kiilonb6z8 paraméterek mellett kiszamitottuk az ettsl vald
eltéréseket az egyszerti, statikus tolas, majd a 15°-0s és a 45°-0s kozelitési méod-
szer teljes idGtolasdnak alkalmazisa esetén. A 3. és 4. dbrdn az 1,2 sth. sorszému
gorbék a kovetkez§ idétolas hibakat (D7) mutatjak:

24 zcos @ _ 24z

DT, =
v v
csak statikus tolds
DT, = DT, — Dis : Oux = 1
. 2n f A2

ahol 7T = (1,—2,1)
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A végzett szamitdsokbol két osszefiiggést mutatunk be. A 3. dbrdan a O szog
fliggvényében dbrazoltuk az el6bb emlitett idGtolds hibdkat. A paraméterek a
kovetkezSk voltak: » = 2000 m/s, f = 30 Hz, Ax = 25 m, Az = 25 m és At =
= 0.004 s. A 45°-0s egyenleten alapulé médszer hibaja (DT, DT, DT,) meglepd
moédon csak kevéssé kisebb mint a megfelelé 15°-0s médszer hibaja. Ez annak
tulajdonithaté, hogy bar maga a 45°-0s egyenlet nagyobb szogekig adna lehets-
séget a pontosabb extrapolaciéra, az alkalmazott kozelité differencia sémak
hibai lerontjdk a pontossigot. Kiilonosen latszik ez a 2. és 3. gorbét vizsgélva.
A 4. és 5. gorbéket ugy kaptuk, hogy a 9., derivalt kozelitésének javitdsara a
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Claerbout dltal [2] levezetett operatort hasznaltuk. Ez a hibakat egyenletesen és
hatésosan csokkentette a teljes szogtartoméanyban. A 6. és 7. gorbék szamitasandl
a Loewenthal és masok altal [3] javasolt operdtort hasznéaltuk a 9., kizelitésére.
Ekkor a hibdk csak bizonyos szogek felett csokkentek és a hibak kisebb szogek-
nél ellenkezd elGjeliiek lettek. Ez osszefiiggésben van azzal, hogy ezt az operatort
alkalmazva nem kapunk mindig stabil differencia sémét a (3), illetve a (4) egyen-
letek kozelitése soran.

A 4. dbran bemutatjuk az idGtolas hibak frekvencia fiiggését. A paraméterek:
O = 15° v = 2000 m[s, Ax = 25 m, Az = 25 m és At = 0.004s. Az egyszerii,
statikus jellegii tolas hibdja (DT',) természetesen nem fiigg a frekvenciatél. Az
azonos délésszogli, kiilonboz6 frekvencidju sikhullaimokra az extrapolaciés méd-
szereink idGtolas hibdja azonban a frekvencidval né. Ezt felfoghatjuk ugy is,
hogy a lefelé folytatds olyan hatdst okoz, hogy a hullimok terjedési sebessége
fiiggni fog a frekvenciatél. A modell és terepi anyagokon végzett feldolgozasok-
nal tapasztalhatjuk ennek hatdsat a ferdén beérkezd hullamok diszperzidjaban.

A hibagorbék alapjan arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a 45°-0s koze-
litésti, z,z,t-ben véges differencia mddszer nem hoz jelentds javulast a 75°-os
kozelitésli médszerhez képest. Jelentds javulast lehet azonban elérni, ha a dif-
ferenciasémak pontossigat javitjuk. A 9., kozelitésének javitdsa jelentds hiba-
csokkenést eredményezett és ennek a jobb kozelitésnek az alkalmazéisa nem is
noveli a szamitdsigényt. A (3) és (4) egyenletben szereplé tobbi differencial-
héanyados kozelitésének javitisa még nem megoldott feladat és valdszinfileg
csak komolyabb szamitésigény novekedéssel érhetd el.

A dolgozatban ismertetett hibaszdmitdsi médszer egyik elénye az, hogy nem
csupan az egyenletek kozelits jellegérdl ad kvantitativ osszefliggéseket, hanem
a teljes migracios algoritmus hibajat kapjuk meg. A masik elénye, hogy a hiba
igen szemléletes, mert kiilonbozé hullamfrontok idétolas hibajaként fejeztiik ki.
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