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Az exponencidlis valésziniiség-eloszlis illesztése
az empirikus gyakorisig-gorbékhez
KARDEVAN PETER

A dolgozat azzal a kérdéssel foglalkozik, hogyan lehet az empirikus gyakorisdgi értékeket, melye-
ket egy folytonos valdszindiségi valtozo T hibaval megmért értékeinek alapjan hatarozunk meg, az elmé-
leti valdsziniiség-értékekkel kozeliteni abban az esetben, amikor a valdsziniiségi valtozd exponencialis

T
eloszldst kovet. Elkkor egy exp [zx E] alaki korrekcids tag lép fel, mely altalaban nem hanyagolhats el.
!

Cmampsa 2060pum o mom, KQAK MONWCHO ¢ 0npedeneHHOU HQ 0CHOGe U3MePeHHbIX OaHHbIX
owuOKOI IMNUPULECKYI0 OMHOCUMEALHYIO 4ACMOMY CAYYAUHOU GeAUdUHbl 6epOSMHOCcMel no-
Ka3amebi020 paccnpedenenus npubausums c meopemuyeckamu geauduHamu. B amom cayuae
cywecmeyem exp (wr/2) nonpasika, KOMopol Heab3s 3a6pocums.

The problem is dealt with, how the empirical frequency values — determined basing on the values
of a continuous probability variable measured with an error +7/2 — can be approximated by theoretic-
al probability values in the case, when the probability variable follows an exponential distribution.

T
In that case a correction term of the form exp [o: —0—] appears which can not be neglected in general.

&

1. Bevezetés

A dolgozatban targyalt probléma a varosi talajnyugtalansag-mérések fel-
dolgozésakor kapott empirikus gyakorisidg-gorbéknek elméleti valdészintiség-
eloszldssal val6 kozelitése soran meriilt fel. A ¢ valészin(iségi valtoz6 e konkrét
probléménal a talajelmozdulds idébeli fiiggvényén taldlhaté egymést kovetd
lokdlis széls6 értékek bekovetkezési idGkiilonbségeit jelenti. A tapasztalat sze-
rint exponencidlis eloszlassal kozelithetd e val6szintiségi valtozé megmért érté-
keib6l meghatérozott gyakorisdg-eloszlés.

1. A fenti médon értelmezett valészinfiségi vAltozé megmért értékeit
tf-gal jeloltiik, s a mérés pontossidga + /2 sec.

A dolgozatban megtartottuk a t val6szinliségi valtozé konkrét fizikai je-
lentését, hogy a késébbiek sordn a kapott eredmények kozvetleniil alkalmazha-
ték legyenek a talajnyugtalansig tovabbi statisztikai v1zsgélat&nal

A ko6zolt eredmények, ill. észrevételek azonban akkor is érvényesek, ha ¢
. fizikai jelentése més.

2. Az exponencialis eloszlds eredendden folytonos eloszlas, mert a valdészi-
ntiségi valtoz6 — mely jelen esetben a lokélis szélsGértékek alapjan megalla-
pitott id6kiilonbség (periédus) — szbéba johets értékeinek halmaza a pozitiv
valés szamokbdl 4ll6 halmaz. A valésdgbhan természetesen nem fordulnak el
tetszblegesen nagy periédusok.

Legyen ¢ a periédus, folytonos valészinfiségi valtozé, melyrdl feltessziik,
hogy exponencidlis eloszlast, pontosabban:

P(t<T)=e=T, (1)
ahol « az 4tlagperiédus reciproka és 7' egy tetszblegesen rogzitett periédusérték.
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Végezziink N szdma mérést ¢ értékére vonatkozdlag, s legyen T, az a leg-
nagyobb periédus, melyre teljesiil, hogy

N(l—-e2T)<1.

Ha N elég nagy, akkor a t€% folytonos valészintliségi mezének a T=
= (0,7},) intervallumot tekinthetjiik, azaz annak valészintlsége, hogy ¢=T,,
periddusérték el6fordul N mérés soran, nagy biztonsiggal zérénak tekinthets.
Itt jegyezziik meg, hogy ha ¢ az (1) eloszlast koveti, akkor IV mérés soran var-
hatéan az a periddusérték lesz a legnagyobb, melyre

N(l—e=Tm) ~ 1.

A statisztikus ingadozds kovetkeztében természetesen kiilonbhoz8 N darabbdl
all6 méréssorozatok esetén 7', -t61 kiillonbozhetnek az eléfordulé legnagyobb
periédusok.

Az exponencialis eloszlés folytonos ]ellegebol kovetkezik, hogy annak va-
l6szintisége, hogy a ¢ valésziniiségi valtoz6 értéke éppen T, — bar nem lehetet-
len esemény — mégis zérd. Véges valoszintisége annak van, hogy a ¢ val6szinti-
ségi véaltozé valamely (7', T).1), £k = 1, 2 ..., n intervallumba esik.

Az eredetileg folytonos < valoszmﬁségl mez6t a T, osztépontokkal n szamu
intervallumra bonthatjuk és ily médon diszkrét valdszinliségi mez6vé alakit-
hatjuk, ha a mez6 elemeit Ggy értelmezziik, hogy a ¢ valészintiségi valtozoé értéke

valamelyik (7, 7T,.,), £ = 1,2 ... n intervallumba esik. Jeloljiik ezeket az
eseményeket T, -val. A T, k = 1,2 ... n diszkrét mez6 tekinthet6 a T mezd

kontrakciéjanak; teljesiilni kell tehat, hogy a ¥ mezd egy expozicija soran be-
kovetkezett esemény maga utdn vonja a {Z,} mez6 valamely eseményének be-
kovetkezését és megforditva:

Tehat

(Ik=z
1

HE =

k

Ha méréseket végziink, hogy a ¢t valészintiségi valtoz értékeit megallapit-
‘suk és meghatérozzuk az empirikus gyakorisdggorbét, tulajdonképpen a fen-
tiekben részletezett médon diszkrétté alakitott mezs elemeit exponaljuk minden
egyes mérés alkalméaval.

A mérések soran kapott ¢F periGdusértékeknek meg kell feleltetni a T,
k=1,2 ... n eseményeket, ha az empirikus gvakonsagertekeket az elméleti
eloszlassal ossze kivanjuk hasonlitani.

Végezziink N mérést, melyek sordn a ¢f periédus K-szorfordul el§. Ekkor

tf periédusérték el6fordulasdnak empirikus gyakorisagértéke K/N, mig a
megfelel§ elméleti valészintiség:

Tk+1 ¢
P <t* <Tipy) = | ae'di, @)

Ty
ha minden esetben
tlf € (1}0 1}¢+1) .

Az intervallum-skatulyarendszer 7', osztépontjait csak abban az esetben vé-
laszthatnank meg tetsz6legesen, ha a ¢, periédusértékek z kimérési hibaja
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sokkal kisebb a (7,,,—T,) = AT, k= 1,2 ...n intervallum-szélességnél.
Nem szabad figyelmen kiviil hagynunk azonban, hogy a kimérési hibak eleve
meghatéroznak egy {(T,T,,,)} intervallum-rendszert. Ha a periédusok Kki-
mérési hibaja z, akkor:

t,=k-z, (B=12 ...n0), (3)

tehat a ¢, értékek diszkrét értéksorozatot alkotnak. Tegyiik fel, hogy a kimérés
soran olyan hibakat kovetiink csak el, hogy ha a valédi ¢ periédusérték egy
(T, Ty.1) intervallumba esik, akkor a helyette kimért ¥ periodusérték is eleme
ca (T, Ty, intervallumnak. Ha feltessziik tehdt, hogy a kimérés soran lénye-
gileg csak kerekitési hibakat kovetiink el, akkor feltételezhetjiik, hogy vala-

hanyszor ¢} értéket mériink ki, a tényleges periédusértékek a [t?; i S +l]
) 2 2

intervallumba esnek.
(3)-t felhaszndlva a fentiekben targyalt kimérési hibak a

(T, Tp) = [(%—1) z, (2k+1)—';—], (4)

fo= a2l it n

intervallumokat hatarozzak meg.

Anélkiil, hogy a részletekbe belemennénk, az 1. dbrdn illusztraljuk, hogy a
gyakorisagértékek milyen torzitdsihoz vezet, ha az ekvidisztans intervallum-
rendszer 7', osztépontjait tetszblegesen vélasztjuk és T, ,—T, = AT z-val
osszemérhetS nagysagh. Az 1. dbran a (7, T), ill. (75, T) intervallumokba
es6 periddusok gyakorisagértékei pusztan amiatt is nagyobbak lesznek, mert
ezekbe nem csak egy, hanem két ¢¥ =z periédusérték is beleesik.

T=0 T, T, 7: T I T,
0 U 2 3 4 ] t)
1' {* PR, I 1’ 1’ oy | 1 =

t 2t 8 4t 5t 6 7t 8t 9r

1. dbra. T -k egy tetszbleges ekvidisztans intervallumrendszer osztépontjai,
¥ =kr—k a kimért periédusok. (Magyarazatot lasd a szévegben)

Puc. 7. T}, — TOYKHM JieJIeHUs B jI000H CHCTeMe O9KBHHCTAHTHBIX HHTEPBAJIOB;
t, = kr — 3amepeHHble meproibl. (OOLICHEHNE CM. B TEKCTE)

Fig. 1. T)-s denote the division points of an equidistant interval-systems,
t¥ =1k are the periodes measured

Az empirikus gyakorisagértékkel tehat (2), (3) és (4) alapjan a
(2k+1) %
T 7 7
P[(2Ic—1)—<t< (2k+1)—| = [ ae>tdt = 2e—‘°"”sh[a —] (5)
2 - 2 2
(2k-1)]i
elméleti valészinliség-értékeket kell 6sszehasonlitani.
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3. A fenti (5) képlet azonban csak akkor érvényes szigoruan, ha olyan
kisérleti berendezéssel mérjiik ki a periédusokat, mely tetsz6legesen kis periédus-
értékeket is ki tud mérni. Célunk azonban olyan gyakorisagértékek kozelitése
elméleti valdszintiségértékekkel, melyeket 7 hibaval kimért periédusértékek
alapjan hataroztunk meg.

Tekintsiik a (4) intervallumrendszer legels§ intervallumét, melyet k=1
helyettesitéssel kapunk:

3
(%m=ﬁw§}

(2) szerint a legkisebb kimért periédusérték z.

A téargyalt értelmezés szerint mindazok a tényleges periédusértékek,
melyek helyett a kimérési hiba folytin 7 értéket mértiink ki, a [%, —?;—1]
intervallumba esnek.

—‘;—-nél kisebb peri¢dusokat egyéltalin nem tudunk kimérni. fgy annak va-

16szinfisége, hogy %-nél kisebb periédust mériink ki, zérd.
Szamitsuk ki annak valdszintiség-stirtiségét, hogy a ¢ valészinliségi valtozo
értéke, melyrdl feltételezziik, hogy (1) eloszlasu, éppen 7' legyen, feltéve, hogy

csak %-nél nagyobb értékii lehet. Ha tetszGlegesen kis periédusokat is ki tud-

nank mérni, akkor annak valészinfiség-stirisége, hogy a ¢ értéke éppen T
legyen:

pl) =ae=2T"
Annak a valdszintiség-siirtisége, hogy egv peridodus értéke éppen 7T legyen, fel-
3 gy egy 1 P ’

téve, hogy 7' = —, a kovetkezd feltételes valészin(iség:
2

o~

P[t:T/t>%]=ﬂiZ’) =%=
P[t>5] 1_\f¢(t)dt ‘
0
o:/g-uT = qe—*(T—1/2) — (p(T) e Tl2 |
_ —at
1 Of we=*tdt

A +7/2 pontossiggal kimért periédusértékekhez tehat a

0 ha 7' < z/2
we—*(T==2)  ha T > z/2

o712 =
valdszinfliség-slirliséget rendelhetjiik.
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Ekkor:

t#; +7/2
T T ; T
[t}f.‘ —;<lst7’§+ —] = /me'“("'/z)tlt = Den* b sh [(,_ ~2—] = (6)
2

% —7[2

B

9

ahol ¢}-k a kimért periédusértékek a (2) képlettel allithaték els. Ha a ¢f peri6-
dusértékek kimérési hibdjat figyelembe vessziik, a (6) képletet alkalmazhatjuk,
mely (5)-t6] csak az exp («r/2) korrekcids taggal kiilonbozik. Minél kisebb
7/2, exp («7/2) anndl inkabb 7-hez kozeledik. Egy bizonyos kimérési pontossag
eseten tehét (5) és (6) képletek nem kiilonboznek lényegesen egyméstol.

7/2 sec-ban megadott értéke fligg a digitalizilasi tavolsag mm-ben megadott
értékétol, és a papirtovabbitdsi sebességtél. Minél kisebb az el6bbi és minél
nagyobb az utébbi, annal kisebb hibat kiévetiink el, ha (6) helyett az (5) kép-
letet alkalmazzuk.

A talajnyugtalansag-regisztratumok kiértékelésekor példaul a digitaliza-
lasi tavolsag 0,25 mm, a papwtovabbltas sebessége ~ 30 mm/sec volt. Ebben az
esetben « értékétdl fiiggGen exp («t/2) = 1,07 + 1,08 nem elhanyagolhat6 kor-
rekeiét jelent az elméletileg varhaté darabszamok kiszdmitdsanal,

4. A AT skatulyaszélességet ugy kell valasztanunk, hogy egyrészt elég
keskeny legyen ahhoz, hogy részletes képet kapjunk egy viszonylag szélesebb
intervallumba es6 periodusok eloszldsirdl, masrészt ne legyen tiul keskeny
sem, azaz minden intervallumba elég sok periédusérték essen. Ha a kimérési
pontossag nagy, akkor az utébbi feltétel nem feltétleniil teljesiil, ha a mérések
N széma korlatozott. Igy célszerii szélesebb intervallumokat valasztani. Mint-
hogy azonban megfontolasaink szerint az intervallumrendszert a figyelembe
vett kimérési hibdk (4) szerint hatérozzdk meg, a skatulya szélessége is csak

AT = mz lehet (m = 1,2 ...).
(2) alapjan

i, = tE+mz.

Ha a skatulya szélességét z-r6l mr-ra noveljilk, akkor az {-dik mr szélességii

intervallumba esé periddusok el6fordulasanak valészintisége:
4 (m 1)+l

T
P,[t;r ——1:/2 == t;r+(m_1)+—2-J — ae—ﬂl(t—T/z) dt =
14y —2[2
= e—% t* 611/2 (e'z T2 0e8 e——z(2m—l) 1/2) = e-—ai'k exvl2 (emar/Z —e—mx 1/2) =
k

; T
=%t iiexTI2 9l [ma—] y
2

ahol t] = t¥+ (m—1)z/2 az [-dik mtclvallum felez6pontjahoz tartozé periodus-
érték, ml— ;

5. Vegezetiil megemlitjitk még, hogy a talajnyugtalansag-regisztratumok
feldolgozasa soran a talajelmozdulas idébeli fiiggvényén az egymist kiovetd
lokalis maximum- és minimumlielyek bekivetkezési idGkiilonbségeit mértiik ki
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elsGdlegesen. Ezek a g, szdmértékek tekintheték a ¢ folytonos valdszinliségi
véltoz6 megmért értékeinek, melyek a tapasztalat szerint exponencidlis elosz-
last kovetnek. Ezeket az id6kozoket célszerti a szokasos periédus-fogalomnak
megfelelGen félperiédusoknak tekinteni. Ily médon a ¢ periédus, mely szintén
val6szintiségi valtozo, a & folytonos valdszintiségi valtozé fiiggvénye. A fiigg-
vénykapesolatot a

t=2g ill. & =2¢, (7)

»

-

egyenletek hatdrozzak meg.

Megmutatjuk, hogy a & valészintiségi valtozéra érvényes (6) val6szintiség
ugyanazt az értéket szolgaltatja, mint a ¢ valészinfiségi valtozéra.

Tegyiik fel tehat, hogy a &, értékekre vonatkozélag a (6) képlet érvényes.
Ekkor « a g, értékek atlagdnak reciproka [1]. Ha (7) alapjan bevezetjiik a ¢
valdészinliségi valtozét, akkor Gj «’ paramétert kell bevezetniink az

(r4
o = — 8
> (8)
egyenletnek megfelelGen, tovabbé
7 = 27. v (9)

A (6) képletben azonban «&, ill. az/2 szorzatok fordulnak els, s (7), (8), ill.
(9) alapjén: y

23

wky = 20— = ' tF, (10)
7 1’ 1 , r,

at/2 =20 —+— =« : (11)
2 2 2

(10) és (11) egyenldségek allitdsunkat bizonyitjdk. A fenti tétel t=v¢ alakd
transzformacid esetén is igaz, ahol v tetszGleges pozitiv valés szam. Ha tehat az
elméleti darabszdmokat a ¢} értékek alapjan szdmitjuk ki, a (6) képletet al-
kalmazhatjuk, « jelentése ekkor az dtlagperiédus reciproka.
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[1] Kardevdin, P.: 1970. Az exponencialis eloszlas alkalmazasa az altalaj rezonancia-frekvencidi-
nak megkeresésére. Magyar Geofizika XII. évf. 2— 3. sz.




