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A DIPÓLUS ÉS A QUADRUPÓLUS HELYZETE 
A MÁGNESES KÖZÉPPONT ORIGÓJU KOORDINÁTARENDSZERBEN

Zilahi-Sebese László

A földmágneses tér fő  részét jellemző Gauss-féle sor alakja, ha 
csak belső hatókat tételezünk f e l

oo
1. V = R 2  V„ ( г ,  0 , Á ) ,  ahol 

n»1 n

2. vn * 2cos m Я + h? ein ш P? (ooe 0 ) (£  ) n+1, 
m=sO 11 Á r

ahol A a Greenwichtől keletre számított fö ld ra jz i  hosszúság, # a 
cs il lagásza ti északi saroktól számított pólustávolság, r a Föld közép­
pontjától mért távolság, R a gömbnek tek intett Föld sugara (amelyen 
belül helyezkednek e l  a fe l t é te le z e t t  hatók), (cos # ) az n-ed fo ­
kú és m-ed rendű asszociált függvény,

A Gauss-féle sor a földmágneses tér skaláris potenciálfüggvényét 
e lméleti multipólusok potenciálfüggvényeinek összegeként á l l í t j a  e lő  
(dipólus, quadrupólus, oktupólus s tb , ) .

Az n-ed rendű multipólus potenciálját a

differenciál-operátor s az a^, ß у  ̂ a multipólus tengelyeinek 
iránycosinusai,

A legegyszerűbb multipólus a dipólus. A Gauss-féle sor V.j rész­
letösszege egy centrikus dipólus potenciálterét Ír ja  le .  A g°, g]J és 

együtthatók arányosak a dipólus nyomatékének összetevőivel.
Lényegesen nehezebb meghatározni a V2 függvényből a quadrupólus 

két tengelyének iránycosinusait és a momentumát.
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A quadrupólus tengelyeinek iránycoednusait meghatározhatjuk úgy, 
hogy elvégezzük a quadrupólus potenciálfüggvényét e lő á l l í t ó

kifejezésben a parciá lis  differenciálásokat s az eredményt a gömbfügg- 
vények szerinti sorba rendezzük, majd a V2 együtthatóval való össze­
hasonlítás után másodfokú egyenleteket Írhatunk f e l  az iránycosinusok 
és az ész le lés i adatokból adódó gömbfüggvény-együtthatók közt.

A fen t i  e ljárással nyert másodfokú egyenletrendszer megoldása nem 
egyszerű feladat. Célszerű a V2 függvényt olyan koordináta-rendszerbe 
áttranszformálni, ahol ez a feladat már egyszerűen végezhető e l .

Ha a Vg függvényt adott r érték mellett vizsgáljuk (p l .  r * R) s 
a polárkoordináták helyett derékszögüeket vezetünk be, homogén másod­
fokú függvényt nyerünk. Határozzuk meg a V2-hÖz, mint homogén másod­
fokú függvényhez tartozó saját vektorokat, a főtengely-transzformáció 
segítségével. A saját vektorok páronként merőlegesen egymásra a koor­
dinátarendszerükben a quadratikus alaknak csupán a t is z ta  másodfokú 
tag ja i léteznek s az együtthatók a megfelelő saját értékek.

Az Így választott koordinátarendszerben a quadrupólus tengelyek 
irányé©sinusaira és a quadrupólus nyomatókra adódó másodfokú egyen­
letrendszer igen egyszerűen megoldható s a V2-höz rendelt quadratikus 
alak sajái értékeinek a segítségével as alábbi módon k ife jezhető:

д2 a quadratikus alak maximális és minimális saját értékei.
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(A felülvonás azt j e l z i ,  hogy az iránycosinusok a sajátvektoru 
koordinátarendszerben értendők.)

Igen fontos f e l t é t e l ,  hogy c1 és c2 e lő je le  különböző k e ll  legyen.
A harmadik, abszolút értékben minimális saját értékhez tartoző 

saját vektor merőleges a quadrupőlus tengelyek e ikjára.
Az 5. összefüggések alapján belátható, hogy a quadrupőlus tenge­

lyek á lta l  bezárt szögek szögfelező i a maximális, i l l .  minimális sa­
já t  értékekhez tartozó saját vektorok.

Ha a quadrupőlus tengelyek iránycosinusait a szokásos koordinál 
tarendezerben meg akarjuk kapni, csupán egy ortogonális transzformá­
c iót k e ll  alkalmazni. A transzformációs mátrix elemei az egységnyi hosz- 
s sus ágú saját vektorok koordinátái.

Ha a fent vázolt gondolatmenet szerint e ljárva kiszámítjuk a kü­
lönböző sorfejtések adataiból a quadrupőlus és a dipólus tengelyek ál­
ta l  bezárt szögeket, különböző értékeket kapunk.

A P.Mauersberger (7) és a H.Frltsche (6) á lta l végzett gömbfügg- 
vény-sorfejtósek együtthatóinak segítségével kiszámítottam a quadru- 
pólus tengelyek és saját vektorok iránycosinusait.

Az ábrázolásnál, minthogy közel ugyanazon időpontokra vonatkozó 
potenciálsorfejtést többet is végeztek, csupán azt a tartományt tün­
tettem f e l ,  amelyen belül estek a megoldások. Ezeknek a tartományok­
nak a nagysága a megbízhatóság mértékéül szolgálhat, 8 rámutat arra, 
hogy az eredményeket kritikával kell fogadni.

Már pusztán az a tény, hogy a gömbfüggvény-együtthatókat 3 - 4  
jegv pontossággal á llapították meg, magában fog la l ja  azt, hogy a meg­
határozott értékekhez meglehetősen nagy hibahatár tartozik. Ezt a h i­
bahatárt, tek in tette l arra, hogy az eredményhez harmadfokú és kétis- 
meretlenes lineáris egyenletek megoldásával jutunk, igen nehéz megha­
tározni pontosan.

A nyert eredmények ábrázolásánál nullkörrel jelöltem egy adott 
sorfejtésből adódó pontot, i l le t v e  értéket.

л kör és a téglalap-alakú tartományok mellett álló számok időbe­
l i  sorrendet jelentenek.

A számok a következő sorfejtésekre utalnak:
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Az 1. ábra a quadrupólus tengelyek síkjába eső centrikus saját 
vektorok gömbfelületi döféspontjainak változását mutatja 1550-től 1945- 
ig .

A 2. ábrán a közepes saját értékhez tartozó saját vektor gömbfe­
lü le t !  döféspontjának változását tüntetem f e l .

r \

1« ábra. A maximális éa minimális saját értékhez tartósé 
saját vektorok gömbfelület! koordinátáinak változása
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A 3. ábrán a centrikus quadrupólue momentumának és a quadrupólue 
tengelyek egymással bezárt szögének a változása látható•

2* ábra* A közepes saját értékhez tartozó saját vektor gömb­
f e lü le t !  koordinátáinak változása

A saját vektorok koordinátarendszerének felhasználása a quadru- 
pólus tér elméleti tárgyalását rendkívül megkönnyíti. Az a tény, hogy 
a dipólus és a quadrupólus tengelyek helyzete időben változhat, rész­
ben előny, részben hátrány. Hátrány azért, mert nehézséget gördít az 
e lméleti erőtér általános képének kialakítása e lé .  Előny azért, mert 
nem á l l í t  f e l  már eleve matematikai kényszert a dipólus és a quadru­
pólus tengelyek geometriai helyzetére vonatkozólag s Így közelebb hoz­
hat bennünket annak a problémának a megoldásához, hogy a Föld belsejé­
ben történő elmozdulások tisztán rotáciÓB jellegűek vagy számolnunk 
ke ll  transzlációs mozgásokkal is .  T . i .  ha csupán a Föld súlypontja kö­
rü l i  rotációs mozgások vannak és fe lté te lezzük , hogy a Földnek az a 
része, amelyben a Föld mágneses terének okát keresnünk k e l l ,  egy v i ­
szonylag állandó mágneses erőtérrel rendelkezik, s részecskéi egymás­
hoz képest nem változtatják helyzetüket s megőrzik mágneses tulajdon­
ságukat, vagy aranyosan változtatják, akkor a mágneses tér geometriai 
képében változást az okozhatna, hogy az egységesen viselkedő önálló 
mágneses tulajdonsággal biró tömeghez képest a kéreg e lfo rog .

Ha a Föld belsejéből származó mágneses erőtér állandó, akkor ál­
landó ke ll legyen a potenciál sorfe jtésbő l kiolvasható dipólus és qu­
adrupólus tengelyek egymáshoz való viszonya is .  Ha a tengelyek hely­
zete vá ltoz ik , az eltérések mértékétől függően, a kiinduló alapelgon-
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3* ábra. A centrikus quadrupólus nyomatékának időbeli vá lto ­
zása. A centrikus quadrupólus tengelyek á lta l  bezárt szög

változása
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dolásunkat cáfolja  meg, tehát vagy azt,  hogy az anyagi tömeg, amely 
Önálló mágneses té rre l  rendelkezik nem viselkedik egységesen rotáció 
szempontjából, vagy amellett szól, hogy a Föld belsejében transzlációs 
elmozdulások is vannak, tehát a Föld belsejében excentric itást e lő­
idéző mozgással is számolnunk ke ll«

Ha a koordinátarendszerünk origóját rögzítjük, akkor a koordiná­
tatengelyek irányának megváltozásával szemben invariánsnak bizonyul a 
quadrupólus és dipólus tengelyek egymáshoz v iszonyított helyzete. Ah­
hoz tehát, hogy a tengelyek viszonya megváltozzék, uj origót kell vá­
lasztani.

Kimutatható, hogy ha egy egyszerű elméleti dipólus potenciálte­
rét akarjuk l e im i ,  de origóul nem a dipólus középpontját választjuk, 
akkor azt matematikailag az uj origóban elhelyezett multipólusok vég­
telen sora á l l í t j a  e lő .  Tegyük f e l ,  hogy a Föld belsejében levő mág­
neses hatók összpotenciálja egy elméleti dipólus potenciáljának f e l e l  
meg. Ha ez a fe ltevés  igaz, található olyan origó, amelyben a mágne­
ses potenciálteret le iró  gömbfüggvénysornak csak a dipólust jellemző 
együtthatói léteznek. Ez a fen ti  f e l t é t e l  tú l szigorú és általában nem 
te l je s í th e tő .  Meg ke ll  elégednünk azzal, hogy olyan koordinátarendszert 
keresünk, amelyben a quadrupólus potenciál-terét jellemző együtthatók­
nak négyzetösszege minimális. Ennek a koordinátarendszernek a közép­
pontját nevezzük "mágneses középpontnak".

Ha ennek az uj koordinátarendszernek az origóját akarjuk kiszá­
mítani, elég az A.Schmidt-féle végképletekbe behelyettesíteni, de ha 
a fennmaradó szektoriá lis  tagok vizsgálatát is e l kívánjuk végezni, 
akkor célszerű a másodrendű együtthatókat egy olyan polár-koordináta- 
rendszerbe áttranszforrnáIni, amelynek a tengelye a centrikus dipólus 
tengelye. Ezt a transzformációt egy 5 x 5 elemből á l ló  transzformációs 
mátrix segítségével végezhetjük e l.

Ba origóul a mágneses középpontot választjuk, s polárkoordinéta- 
rendszerünk tengelyéül a centrikus dipólus tengelyével párhuzamos i -  
rányt, akkor teljesülnek a g}-h] 31 0 fe l t é te le k .  A polár-
koordinétarendszer tengelye körüli elforgatással elérhető az is , hogy 
a g| • h|a 0 f e l t é t e l  is te l je sü l .

2 2Ha g£ • hg  ̂ 0, akkor a saját vektorok az origón átfektetett és 
a dipólusra merőleges sik, valamint a
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i l l .

szögekkel megadott meridiánsikok metszésvonalaiba esnek*
Kimutatható, hogy ha  ̂ 0, de h| * 0, akkor a quadrupólue ten­

gelyek a koordináta tengelyekkel 45°-os szöget zárnak be. Ha h| á 0 
és g| * 0 ,  akkor a koordináta tengelyek a quadrupólue és a dipólus ten­
gelyek*

A saját rektorok ortogonális rendszere a multipólus tengelyekhez 
képest a dipólus tengely körül 45°-kal e l van forgatva*

A Föld mágneses középpontjára vonatkoztatva is kiszárnito ttaa a
saját vektorok és quadrupólue tengelyek iránycosinusait. A nyert ered­
ményeket tünteti f e l  a 4*t 5* és 6. ébre. I t t  az iránycosinusoк olyan 
koordinátarendszerben értendők, amelynek az origója a mágneses közép­
pont és tengelyei a szokásos fö ld ra jz i  koordinátarendszer tengelyei­
v e l  párhuzamosak.

A saját vektorok és a quadrupólue tengelyek nyugati irányú ván­
dorlásából arra kell következtetnünk, hogy a Föld kérgének és a Föld 
belsejének pontjai egymáshoz képest elmozdulnak, a Föld kérgének szög­
sebessége általában nagyobb, mint a belső rétegeké.

A Föld középpontjában adódó quadrupólue tengelyek á l ta l  bezárt 
szög változása, mint a 3* ábrából kitűnik, jelentős, bár azt a sor­
fe jtésekből adódó eredmények statisztikus jellegének is tu lajdonít­
hatnánk, mégis fe lh ív ja  a figyelmet arra, hogy számolnunk kell a Föld 
belsejében transzlációs mozgásokkal is*

A Föld mágneses középpontjának a helyváltozása, в ebben a pontbei 
a quadrupólus tengelyek elég szabályos menete arra mutat, hogy f e l t é ­
te lezhető a Föld belsejében olyan tömegek transzlációs je l legű  mozgá­
sa, amelyek mágneses szempontból állandó je l le g g e l  bírnak.

Az a kérdés, hogy van-e transzlációs mozgás a Föld belsejében, 
nem dönthető e l  csupán a földmágneses potenciálsorok v izsgá la ta iva l, 
meg ke ll v izsgáln i a kérdést más mérési adatokból kiindulva is. Cél­
ravezetőnek látsz ik  a szeizmológiai adatok vizsgálata abból a szem­
pontból, hogy nem mutatnak-e ezek az adatok a Föld belsejének excent­
rikus fe lép ítésére . Ezekhez a vizsgálatokhoz célszerűnek látszik szin­
tén a gömbfüggvenyek felhasználása.

Minthogy mindig elérhetjük azt, hogy a gömbfüggvénysor másodren-p
dü tag ja i  közül csupán a g j  / 0, elegendő erre az esetre szorítkozni, 
amikor az elméleti quadrupólus potenciálterét v izsgáljuk.



26

4. ábra.- Az excentrikus saját vektorok gömbfelületi koordi­
nátáinak változása

A quadrupőlus izopotenciál f e lü le t e i t  a

* A cos 2 A sin2 О

függvény Ír ja  le ,  rögz íte tt  V£ érték mellett. Az erővonalakat le irő  
függvényeket az ortogonális tra jektőriék  d iffe renc iá l egyenletéből 
kapjuk meg.

A (9a 90°-kal je llemzett síkban (quadrupőlus tengelyek sikja ) 
az erővonalak egyenletét paraméteres formában adhatjuk meg
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A dipólus tengelyhez és a maximális saját értékhez tartozó saját 
vektor síkjában ( к «  О) az erővonalakat az

függvények Írják le*
A A • 45°. H l .  Л = 135°-08 meridiáneikok ekvipotenciális félti- 

letek. Az erővonalak minden pontban merőlegesek ezekre a síkokra. A

5. ábra. Az excentrikus quadrupólus tengelyek gömbfelü­
l e t i  koordinátáinak változása
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