Az egyenes meredeksége:
f(@)=-2+3 = m=f'(5) = -2,

ezért az érint6 egyenlete: y — 6 = —2(x — 5), azaz y = —2x + 16.

¢) A mésodfoku fiiggvény zérushelyei a —%xg + 3+ % = 0 egyenlet alapjan:
r]=—16és a9 =7.

Az e egyenes és az x tengely M metszéspontja esetén y = —2x + 16 = 0, amibol
x =8 és M(8;0) adddik.

Az E(5;6) pont z tengelyre esd merdleges vetiiletét E'-vel jelolve E’(5;0), és
igy a vizsgalt teriilet:

7
1 7
5

A két teriiletet kiilon vizsgalva:

3-6
Tepm = — =9,

7
/ Lo o T g z3+3x2+7x7
—=x s+ )lde=|—-——F+—+—=| =
2 2 6 2 2],
5

(313 M7 49 (125 75 85\ 20
n 6 2 2 6 2 2 ) 3°

A sikidom teriilete:

Fony6né Németh Ildiké, Fony6 Lajos
Keszthely

Matematika feladat megoldasa

B. 5269. Legyen p > 19 egy pdratlan szdam. Szinezzik ki a 0,1,...,p—1 szd-
mokat két szinnel. Legyen 1 <1i < p esetén x; a {0,1,...,p— 1} halmaz egy vélet-
lenszertien vdlasztott eleme (egyenletes eloszlds szerint, eqgymdstdl figgetlenek a vd-
lasztdsok). Igazoljuk, hogy legaldbb 3/(2Pp) annak a valdszintsége, hogy x1, ..., xp
egyforma szindek ésp | x1+ ...+ zp.

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pal (Budapest)
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Megoldas. Legyen a megadott szinezésben a 0,1, ..., p— 1 szdmok koziil r darab
piros és b darab kék. Ekkor annak a val6szintisége, hogy egy adott x; elem piros lesz,

u = g; annak valésziniisége pedig, hogy kék lesz, v = ]%. A kett6 Osszege r + b = p,
illetve u + v = 1.

Minden ¢ =0,1,...,p esetén legyen A. az az esemény, hogy x1,...,z. mind
kék szindl, xc41, . . ., x, mindegyike piros, tovdbbd x1 + ...+ x, oszthaté p-vel. (Ha
¢ = 0, akkor mindegyik x; piros; ha pedig ¢ = p, akkor mindegyik kék.) Azt allitjuk,

hogy 0 < ¢ < p esetén P(A.) + P(Acp1) = uP~ ¢ toc. %.
Tekintsiik az A,V Aq4+1 eseményt: ez azt jelenti, hogy x1,...,x. kék, Tcya,...,

Zp piros, az T.41 tetszbleges szind, és x1 + ... + x, oszthatd p-vel. Mivel A, és A1
egymadst kizardé események, P(A.V Acy1) = P(Ac) + P(Act1)-

A P(A.V A.y1) meghatdrozdsdhoz elészor valasszuk ki az x4, . . ., x. elemeket:
annak valészinlisége, hogy mindegyikiik kék, v¢. Ezutan vélasszuk ki az xc42,...,%p
elemeket; annak valészinfisége, hogy ezek mind pirosak, uP~¢~1. Utolsénak va-
lasszuk ki az .41 elemet: ennek szine piros és kék is lehet, de értéke egyértelmiien

meghatarozott; a megfelel6 vélasztds feltételes valdsziniisége 217. Osszeszorozva,
1
P(A.) + P(Acp1) = P(AcV Apyq) = v° - uP™ et b
Annak a valdszintisége, hogy az x;-k egyforma szintiek és az 6sszegiik oszthatd
p-vel:
P(Ay Vv A,) = P(Ag)+ P(4,) =
= (P(Ao) + P(A1)) — (P(A1) + P(A2)) + (P(A2) + P(A3)) —

— (P(A3) + P(A) + — .. — (P(Ay2) + P(Ay 1)) + (P(Ay_1) + P(A,)) =
uP~l wP72p  wPT30? P m4? uvP=2 Pl
= - + - TR + =
p p p b p p
C (ut o)Wt —uP P+ uP 0 — PR e — L —wP 2 P
p

uP + P rP 4+ P

p - pp+1

(Tobb lépésben is kihasznaltuk, hogy p pératlan.)
Legyen t = g, r=t+késb=t—k. Mivel p pdratlan, |2k| = |r — b| > 1, tehét

|k| > % A binomidlis tétel szerint kifejtve, és az els6 tagokat megtartva,

P+ b=+ k)P + (- k)=
= 9P +2(p>t”_2|k2 +2(p>tp‘4|k|4 +...+2( p >t|k|p_1 >
2 4 p—1
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2t 1 2t 1
2P 4+ 2 P=2- 19 T B
ZAT <2> i <4> 16

2t(2t —1) t*2 5. 2t(2t —1)(2t —2)(2t —3) ¢

=2(P +2. =
* 2 g 24 16
1 1 1 11 1
=2tP 4 (P — —¢P7! — P - Pl P2 3 ) =
* ( 2 > * (12 PRSIV 16

1 1
= P 71)_1 _ 717_3 _
3tP + 12t (t 9)+48t (11¢ — 3).

Mivel p > 19, az utolsé tagban t — 9 és 11t — 3 is pozitiv. Tehéat P +bP > 3tP, és igy

P + bP 3tP 3

Ezzel belattuk az allitast.
Wiener Anna (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11 évf.)
dolgozata alapjan

Megjegyzések. 1. Pontosabb szdmolassal azt kaphatjuk, hogy

(43) +0-3)

P(Ao \Y Ap) > p

)

és ha |r — b| = 1, akkor egyenléség 4ll fenn.

Belathaté, hogy a szdmlilé monoton né, ezért

1Y 1Y 20\ /18"
1+ - 1——) 2= — ) = 3,008.
( +p) +( p) (19) +(19) 3,008

A szamlalé hatérértéke

P P
nm<(1+1) N (1_1> > — et~ 30862,
p p e

igy a szamlaléban a 3 helyett példaul 3,1-et irva a feladat allitdsa méar semmilyen p-re sem
teljesiil.

2. A bekiildott dolgozatokban kétféle gyakori tipushiba volt. Sokan félreértették
a feladatot, és a szinezést is véletlenszeriinek vették. (Véletlen szinezéssel a valdszin(iség
kiszamitdsa trividlis.)

A masik gyakori hiba, hogy a fiiggetlenség vizsgdlata nélkiil, események egyiittes be-
kovetkezésének valdszintiségét gy szamoltdk, hogy a két valdszinliséget Gsszeszoroztik.
Tipikusan, kiszamoltdk annak a valdsziniiségét, hogy a szamok azonos szinliek, meg annak
a valdsziniiségét is, hogy az Osszeg oszthaté p-vel, majd egyszerlien tsszeszoroztak. A fel-
adat feltételeivel ez a szadmolds véletleniil j6 eredményt ad. Viszont a kapott eredmény
hibéds akkor, ha p péaros, vagy legaldbb harom szinnel szineziink.

3. Meglepd az a tény, hogy — legalabbis paratlan p és kétféle szin esetén — az egyszinii
elemekbdl alld, p-vel oszthatd Osszegii sorozatok szama csak a piros és kék szinli elemek
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szamatol fiigg, és nem szdmit, hogy a 0,1,...,p — 1 szdmok kozott hogyan helyezkednek el
a piros és kék elemek. Még meglep6bb ennek oka: az, hogy az X? +Y? polinom oszthaté az
X +Y polinommal. Ezt akkor értjiik csak meg igazan, ha a feladatot komplex szdmokkal
oldjuk meg. Az aldbbiakban vazolunk egy ilyen megoldast; a médszer az A. 448. feladat
honlapunkon megjelent méasodik megolddsat™ koveti.

Legyen ¢ = &2™/? = cos 2% + jsin 2?”
barmely x egész szam esetén legyen

az els6é p-edik komplex egységgyok, és

1 p—1
kx
= - E e,
L k=0

Ha p | x, akkor az 6sszeg mindegyik tagja 1. Ellenkezd esetben a tagok egy e # 1
héanyadost mértani sorozatot alkotnak, és a mértani sorozat Gsszegképletébdl ko-
vetkezik, hogy az Osszeg 0. Tehat,

1) Mwy={t herle

0 egyébként.

Legyen ismét a piros szamok szama r, a kékek szdma b, tovabba barmely &
egész szamra legyen

Z ekt és g(k) = Z ghe

oz<p oz<p
x piros x kék

A k =0 esetben mindegyik ¥® hatvany értéke 1, igy f(0) és g(0) éppen a piros,
illetve kék elemek szdma: f(0) = r, g(0) = b. Tovabb4, felhasznélva (1)-et,

f(k) +g(k) =p-x(k).

Az olyan zi,...,z, sorozatok szadma, amelyekben mindegyik z; piros, és
az Osszegiik oszthatd p-vel,

> ) Xttty =

x1 piros xg2 piros T, piros
§ ’ E E < § :Ek($1+$2+ +mp)>
x1 piros w2 piros Tp piros =
151
DS (5 ) (8 ) (5 ) -1
x1 piros T2 piros T, piros p k=0

“https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A448&1=hu
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Hasonléan lathatjuk, hogy az olyan x1,...,x, sorozatok szdma, amelyekben mind-
egyik x; kék, és az Osszegiik oszthaté p-vel,

151
I; Z g(k)".
k=0
A feladatnak megfelel6 z1, ..., x, sorozatok szdma tehat

p—1 p—1 p—1
1

D gk = =" (f(R) +g(k)) =

1 _ _ _ _
T p D (FR) + k) - (FR)P = F(R)P2g(k) + F(R)PPg(k)* = +... 4+ g(k)" ).
k=0
Ha 1 < k < p, akkor f(k)+ g(k) = 0. Ha pedig k = 0, akkor f(k) =r, g(k) =0, és
azt kapjuk, hogy a feltételeknek megfeleld 1, ..., x, sorozatok szdma
151 FO) +g(0)P 7P 40P
L3 (7 4 gthyr) = HOAO

=0 p p

ami csak a piros és kék elemek szamatol fiigg.

A feladatra 21 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 3 versenyzd: Tarjin Bernat,
Varga Boldizsar és Wiener Anna. 2 pontos 2, 1 pontos 1, a tébbi 14 versenyzé nem
kapott pontot.

I_ _I A K pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
ABACUS-szal k6zos pontverseny
9. osztalyosoknak

K H (769-773.)

K. 769. A Kozmds Etteremben tul sésra sikeriilt a husleves, ezért a fénok
szeretné felhigitani a hiitében talalt sétlan levessel. A sos leves 5 szdzaléka, a sotlan
leves 1,2 szazaléka s6. Hany litert keverjen Ossze a kétféle levesbdl a fonck, ha
72 deciliter levesre van sziiksége és szeretné, hogy a sétartalma 3,48 szazalék legyen?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gydr)

K. 770. Hanyszor annyi olyan mez6 van a sakktablan, amelyrol a huszar leg-
aldbb négy mezore 1éphet tovdbb, mint amelyrol nyolc mezére 1éphet?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

K. 771. Ferike pontosan kilenc négyzet alaku részre vagott fel egy téglalapot.

A négyzeteket megvizsgélva Ferike észrevette, hogy az egyiknek a teriilete 64 cm?,
két mésiké 16 cm?, a t6bbié pedig 4 cm?. Mekkora volt az eredeti téglalap keriilete?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)
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