Megoldasvazlatok a 2023/4. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Hdarom testvér, Dia, Viki és Ddvid Keszthelyrél Balaton korili kerékpdrtu-
rara egyszerre indul. Dia 20 km/h sebességgel haladva 18 dra 30 perckor, David
35 km/h sebességgel tekerve 14 drakor ért haza. Mekkora sebességgel haladt Viki,
ha & pontosan 15 drakor ért vissza Keszthelyre? (12 pont)

Megoldas. Jeloljiik a Balaton kortut hosszat km-ben mérve s-sel. Mivel David
menetideje % oraval kevesebb, mint Didé, ezért

s s 9

20 35 2
Ebbél s = 210, amit felhaszndlva D4avid menetideje 3251?“1(1% = 6 ¢ra. Igy Vikinek
7 o6ra allt rendelkezésre az it megtételére, ezért az 6 sebessége %ﬁm =30 km/h

volt.
2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazdn:

22 4+x—2 2224+ 9z —4
— 22 +b5x—4 222 + 32 — 2

=2. (13 pont)

Megoldas. A méasodfoku kifejezéseket szorzatta alakitva:

(x —1)(z+2) n 2x—1)4 —x)
(x—1)d—-2) (2x—-1)(z+2)

=2

Ez alapjén az egyenlet értelmezési tartoménya: D = R\ { —2; %; 1; 4}.

Az egyszeriisitéseket elvégezve:

x+2+4—z
4—z x+2

)

majd a nevezdkkel beszorozva:
(z+2)°+ (@4 —2)?=2z+2)4—=z),
22 4z +4416 — 8z 4 2% = 2(—x? + 22 + 8),
422 —8x +4 =0,
4z —1)° =0,
amib6l = 1 adédik. Mivel « ¢ D, ezért az egyenletnek nincs megolddsa a valds

szamok halmazan.
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3. Az ABCD hirtrapéz D-bdl indulé magassigdnak talppontja az AB ala-
pon E, dtléinak metszéspontja M. Tudjuk, hogy AE =4, EB =9 és BDA< = 90°.

a) Mekkora o trapéz teriilete? (6 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy az MDA hdromszdg terilete mértani kizepe az M AB

és MCD hdromszdgek teriiletének. (7 pont)
Dy C Megoldés. a) Az ABD derékszogli hé-

romszogre alkalmazva a magassagtételt:

M
DE=VAE-EB=vV4-9=6,
CD=AB—-2AFE=13-2-4=5,

5 B
A E B {gy az ABCD trapéz teriilete
L. dbra AB+CD 1345
o J; .DE — ; .6 = 54.

b) A hurtrapéz tengelyes szimmetridjat felhaszndlva: Taypa = T po. Méasrészt

Tyvpa _ MA _ Tmas
Tvep MC  Tupe'

A felirt két Osszefiiggés alapjan:

Tvipa-Tvsc =Tvuas - Tvcp,

(TMDA)2 =Tva - Tyvcbp,

Tyvpa =VTuas - Tucp,

ezzel az allitast belattuk.

4. Egy gula alaplapja egység oldali négyzet. Egyik oldaléle szintén egységnyi
hosszusagu és egybeesik a gula magassdgdval. Mekkora a gula szomszédos lapjai
dltal bezdrt szogek kozil a legnagyobb? (13 pont)

E, Megoldas. A 2. dbra szerint a gildt egy
egység éli kockabdl szarmaztathatjuk. ABC D
a gula alaplapja, ED a magassdga, FA =
= FC = /2 a kocka lap4tléi, EB = /3 pedig
a kocka testatldja.

Az EDA és ECD lapsikok az alapsikra és
egymadsra is merélegesek. Az FAB sik az alap-
lap sikjaval és az EC D lappal 45°-o0s szoget zar
C be, mig az EDA lapra merdleges. Hasonl6an,
az EBC sik az alaplap sikjaval és az ED A lap-
pal 45°-0s szoget zar be, az EC'D lapra pedig
merOleges. Ezért varhatéan az FAB és EBC
lapok hajlasszoge a gila keresett szoge. Ennek
a szognek a kiszamitasdhoz allitsunk A-bdl és

2. abra
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C-bél merdlegest az EB élre. A kocka szimmetridja alapjan ezek kozos F' pontban
metszik az EB élt. Az FAB és FEA derékszogli haromszogek alapjan a BF = x
jelolést bevezetve:

AF? =12 —2% & AF? = (V2)° - (V3—2)%,

2
s AF =/ <.

Az FAC héiromszogre alkalmazva a koszinusztételt, kovetkezik, hogy

cosCFA<I=( §)2+( %)2_(\@)2:—17

9. /2. /2 2
ahonnan CF A< = 120°.

A gila szomszédos lapjai altal bezart legnagyobb szog 120°.

ezek felhasznélasaval

xr =

Sl

II. rész

5. Blicc dr minden hétkéznap villamossal megy dolgozni, de sohasem vesz
jegyet. A wvillamosra minden nap p valdsziniséggel szdll fel ellendr, és ilyenkor
7000 Ft-ra binteti meg a jegy nélkil utazokat. Egy villamosjegy 350 Ft. Annak
a valdsziniisége, hogy Blicc urnak biintetésmentes hete lesz: 0,1935.

a) Adjuk meg p értékét. (3 pont)
b) Mennyi az esélye annak, hogy Blicc urat pontosan kétszer biintetik meg
a kovetkezd héten? (3 pont)

¢) Blicc urat aprilis elsején megbiintették. Mennyi a valdszindsége annak, hogy
Blicc trnak anyagilag megéri, ha a biintetés utin még hdrom hétig jegy nélkil

utazik? (4 pont)
d) Hdny utazds utdn lesz legalabb 99,99% az esélye annak, hogy Blicc dr nem
ussza meg a bintetést? (6 pont)
Megoldas.
a) (1—p)® =0,1935,
1—p=0,72,
p = 0,28.
b) P= (g) -0,28%.0,72% = 0,2926.

¢) Blicc urnak legaldbb 21-szer kell biintetésmentesen utazni, ennek esélye:

0,722 = 0,0010.
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A 28. utazds utdn kovetkezik be a feladat kovetelménye szerinti feltétel.

d) P(megussza a biintetést) < 0,0001,
0,72" < 0,0001,
1g0,72" < 10,0001,
n-1g 0,72 < 1g0,0001,
1g 0,0001 ~ 28,04,
1g 0,72

6. Szdmologép haszndlata nélkil hatdrozzuk meg az aldbbi kifejezések pontos

értékét:
1 1
a) log2(1+1>+log2(1+2)+...+
Flogy (14 =) +logy (14 - );
082 14 082 15 )
b) logsg 1 4 logsg 2 + logsg 3 + logsg 4 + logsg 6 + logss 9 +
C) 21g2 . (21g5 + 51g2);
d) log, 25 - logs 16 - logy, 27.
Megoldas.

278

(3 pont)

(4 pont)

(4 pont)

(5 pont)

1 1 1 1
a) logy (1+1)+10g2 <1+2>—|—...—|—log2 <1+14>+10g2 <1+15> =

—logy 2 +1ogy o+ ...+ logy 2 + logy 0 =
*ngl Og‘22 0g214 0«%‘215*

2 3 15 16
=1 22 .2 =log, 16 = 4.
°g2<1 2 14 15) 08> 10
b) logsg 1 + logsg 2 + logsg 3 + logsg 4 + logss 6 +
+logzg 9 + logsg 12 + logsg 18 + logzg 36 =

= (loggg 1 + logsg 36) + (logzg 2 + loggs 18) +
+ (logzg 3 + loggg 12) + (loggg 4 + logzs 9) + logzs 6 =

1 9
= 4logz 36 4 logss 6 = 4 + 3= 73
C) 21g2 . (21g5 +51g2) — 21g2 . (5]g2 + 5]g2) —

=282.9.5182-92.1082=2.2 =4,
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lg25 lgl16 1g27 1gl6 l1g27 l1g25
lg2 1g3 1gb 1g2 1g3 lg5

d)  logy 25 -logs 16 - log; 27 =

=log, 16 - logs 27 - logs 25 =4 -3 -2 = 24.

7. Adottak a ki : 2> +1y> —6x—4y—3=0¢ésky: 2> +y?> —122+12y+63 =0
egyenletd kordk. Tikrozzik ki-et a P(1;5) pontra, a kapott kirt jelolje k.

a) Irjuk fel K, egyenletét. (5 pont)

Megrajzolva a k| és ko kirdk két-két kizds belsd és kiilsé érintdit, azok rendre
a Q és az R pontban metszik egymdast.

b) Hatdrozzuk meg a Q és az R pont koordindtdit. (11 pont)

Megoldas. a) A k; kor egyenletét atalakitva ki : (z — 3)°+ (y — 2)° = 16, cbbdl
a kor kozéppontja és sugara O1(3;2), 11 = 4. O1-nek P-re vonatkozé tiikorképe
legyen O (o1;02). Ekkor 01;'3 =1 és % =5, amib8l O7(—1;8), r} =4, ezért
K, (x4+1)° + (y —8)° = 16.

b) A ky kor egyenletét atalakitva ky: (z —6)° + (y +6)° =9, ebbdl a kor
kézéppontja és sugara Oz(6; —6), ro = 3.

Tekintsiik a 3. dbrdt. Az O|QE], O2QFEy hiromszogek hasonldsiga alapjan Q
az 0104 szakasz 4 : 3 ardnyt osztépontja, ezért

3-(~1)+4-6 3-8+4-(-6)
Q( b 7

), azaz  Q(3;0).

o
LS
Q
%
Es
3. dbra

Hasonl6képpen az O] RF|, Oy RF; hidromszogek hasonlésdga alapjan (4. dbra)

O/R 4 0,0, 1

O,R 3 ®® Or T3

Ez alapjin az R(r1;72) pont koordindtdira fennall, hogy

r+3- (—1)
4

T2+3~8_

:6’ 4

—6,

amelyek figyelembevételével R(27; —48).
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4. dbra

8. Egy hdromszog oldalainak hossza a =3, b="T és c = 8 egyséyg.

a) Igazoljuk, hogy a hdromszdg szigei szamtani sorozatot alkotnak. (7 pont)

b) Adjuk meg a hdromszdig beirt és kérilirt kérének teriletardnydt. (6 pont)

¢) Mekkora részekre osztjdk a beirt kor érintési pontjai a hdromszig oldalait?
(3 pont)

Megoldas. a) Legyenek a haromszog szogel o < 8 < . Ha a szdgek szdmtani
sorozatot alkotnak, akkor « =5 —9§,vy= 040 és

a+B8+y=(B-90)+8+(8+6)=38=180°

amibdl 8 = 60°, tehat egy haromszog szogei akkor és csak akkor alkotnak szamtani
sorozatot, ha f = 60°. Ezt fogjuk igazolni.

A b oldalra felirva a koszinusztételt:
72 =324+82-2-3-8-cosp,
amibél cos f = 3 és B = 60° adédik.

b) Az éltaldnositott szinusztétel alapjan a haromszog koriilirt korének R suga-
rat meghatarozva:
b 7 V3

R = = =
2sinff 5. V3 3
2

A vizsgalt hdromszog T teriiletét és a félkeriiletét kiszamolva:

. V3
3.8.Y3
T:acszlnﬁ: 5 2 _ /3 és s:%ﬂzg adodik.

Ezek segitségével a beirt kor sugara:

T _6v3_ 23

s 9 37
igy a haromszog beirt és koriilirt korének teriiletaranya:
7V/3)2
rx () 1

ECo
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¢) Az 5. dbra szerint a keresett érintGszaka-
szok hosszai:

s—a=9—-3=6,
5s—b=9-7=2,
s—c=9-8=1.

5. dbra

9. Az f(x) =ax®+bx+c (a+#0) mdsodfoki fiigguény grafikonja dthalad
a P(1;6), Q(3;8) és R(7;0) pontokon.

a) Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ egyiitthatdok értékét. (6 pont)

b) frjuk fel a fiigguénygorbe 5 abszcisszdji pontjdban az érintd egyenletét.
(4 pont)

¢) Szdmitsuk ki ezen érintd, a fiigguény grafikonja és az x tengely dltal hatdrolt
sikidom teriletét. (6 pont)

Megoldas. a) A megadott feltételek alapjan:
f)=a+b+c=6,
fB)=9a+3b+c=38,
f(7) =49a+Tb+c = 0.

Az egyenletrendszert megoldva:

1 7
———. b= = .
a 3 3, ¢ 5
b) Mivel
1 7
f(x):—§x2+3a:+§:

:—%(x—3)2+8 (x €R),

ezért

f(5) = —%(5 —3)°+8=6, =2

igy az érintési pont E(5;6).

6. dbra
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Az egyenes meredeksége:
f(@)=-2+3 = m=f'(5) = -2,

ezért az érint6 egyenlete: y — 6 = —2(x — 5), azaz y = —2x + 16.

¢) A mésodfoku fiiggvény zérushelyei a —%xg + 3+ % = 0 egyenlet alapjan:
r]=—16és a9 =7.

Az e egyenes és az x tengely M metszéspontja esetén y = —2x + 16 = 0, amibol
x =8 és M(8;0) adddik.

Az E(5;6) pont z tengelyre esd merdleges vetiiletét E'-vel jelolve E’(5;0), és
igy a vizsgalt teriilet:

7
1 7
5

A két teriiletet kiilon vizsgalva:

3-6
Tepm = — =9,

7
/ Lo o T g z3+3x2+7x7
—=x s+ )lde=|—-——F+—+—=| =
2 2 6 2 2],
5

(313 M7 49 (125 75 85\ 20
n 6 2 2 6 2 2 ) 3°

A sikidom teriilete:

Fony6né Németh Ildiké, Fony6 Lajos
Keszthely

Matematika feladat megoldasa

B. 5269. Legyen p > 19 egy pdratlan szdam. Szinezzik ki a 0,1,...,p—1 szd-
mokat két szinnel. Legyen 1 <1i < p esetén x; a {0,1,...,p— 1} halmaz egy vélet-
lenszertien vdlasztott eleme (egyenletes eloszlds szerint, eqgymdstdl figgetlenek a vd-
lasztdsok). Igazoljuk, hogy legaldbb 3/(2Pp) annak a valdszintsége, hogy x1, ..., xp
egyforma szindek ésp | x1+ ...+ zp.

(6 pont) Javasolta: Pach Péter Pal (Budapest)
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