A magyar killdéttség: Baran Zsuzsanna (helyettes csapatvezetd), Fiilop Csilla,
Sztranydk Gabriella, Wiener Anna, Kercsd-Molndr Anita, Kiss Melinda (csapatvezetd),
Csahdk Timea (koordindtor)
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az EGMO felkészité csapat nevében

Az EGMO 2023 feladatai

Els6 nap

1. feladat. Adott n > 3 darab pozitiv valds szam, a1, as, . ..,a,. Minden 1 < i <
ai—1+ait+1

< n-re legyen b; = (itt az ap-t ap-nek definidljuk, az a,yi-et pedig

ay1-nek). Tegyiik fel, hog}lf tetszéleges 1 < 4,j < n esetén a; < a; pontosan akkor
teljesiil, ha b; < b; teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy a1 = as = ... = an,.

2. feladat. Adott az ABC hegyesszogli haromszog. Legyen D az a pont a koriil-

irt korén, amire AD atméré. A K és L pontok rendre az AB, illetve AC szakaszokon
helyezkednek el gy, hogy DK és DL érintik az AK L haromszog koriilirt korét.

Bizonyitsuk be, hogy a KL egyenes atmegy az ABC haromszdg magassag-
pontjan.

Egy hdaromszdg magassagpontja a magassigvonalak metszéspontja.

3. feladat. Legyen k egy pozitiv egész szam. Lexinek van egy D szdtara, ami
valahdny k betiis sz6bdl all és minden sz6 csak az A és B betiliket tartalmazza.
Lexi szeretné egy k x k-as racs minden mezGjére vagy az A vagy a B betlit beleirni
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ugy, hogy mindegyik oszlop egy D-beli sz6t tartalmazzon feliilrdl lefelé olvasva, és
mindegyik sor egy D-beli szbt tartalmazzon balrdl jobbra olvasva.

Mi az a legkisebb m egész, amire teljesiil, hogy ha D tartalmaz legalabb
m kiilonbo6zé szot, akkor Lexi ki tudja tolteni a rdcsot ezen a médon, fliggetleniil
attdl, hogy milyen szavak vannak D-ben?

Masodik nap

4. feladat. Turbd, a csiga egy korvonal egyik pontjan iil, melynek keriilete 1.
Pozitiv valés szamok adott ci;csa;cs;... végtelen sorozatara Turbd egymas utan
megteszi a c1;ca;cs;. .. tavolsdgokat a korvonalon, minden alkalommal eldéntve,
hogy az éramutatd jarasaval megegyezO, vagy ellentétes irdnyban mészik.

Példaul, ha a c¢q;c9;c¢3;... sorozat a 0,4;0,6;0,3;... sorozat, akkor Turbé el-
kezdheti a maszast az alabbi mddon:

/_% 0,6 /

Hatarozzuk meg azt a legnagyobb C > 0 konstanst, melyre a kdvetkezo telje-
siil: pozitiv valés szamok tetszdleges ci;cs;cs;. .. sorozatara, ahol ¢; < C' minden
i-re, Turbd biztositani tudja (a sorozat tanulményozdsa utén), hogy van egy pont
a korvonalon, amin sosem fog tartézkodni és amin sosem fog atmaszni.

5. feladat. Adott egy s > 2 pozitiv egész szam. TetszOleges k pozitiv egésznek
definidljuk a csavartjdt, k'-t az aldbbi médon: rjuk fel a k szdmot as + b alakban,
ahol a, b nemnegativ egészek és b < s, ekkor a csavartja k' = bs + a. Az n pozitiv
egészre tekintsiik azt a di, ds, ... végtelen sorozatot, amire d; = n és d;+1 a d;-nek
a csavartja minden ¢ pozitiv egészre.

Bizonyitsuk be, hogy ebben a sorozatban pontosan akkor szerepel az 1, ha
az n-nek az s? — 1-gyel val6 osztdsi maradéka 1 vagy s.

6. feladat. Legyen ABC' egy haromszog, melynek a koriilirt kore Q. Jelolje
rendre Sy, és S, a felez6pontjat annak az AC, illetve AB {vnek, ami nem tartalmazza
a harmadik csicsot. Jelslje N, a felez6pontjat a BAC {vnek (a BC {vnek, ami A-t
tartalmazza). Legyen I az ABC héromszog beirt korének kézéppontja. Legyen wy,
az a kor, ami érinti AB-t és beliilrdl érinti 2-t az Sp-ben, és legyen w, az a kor, ami
érinti AC-t és beliilrdl érinti Q-t az S.-ben. Mutassuk meg, hogy az wy és w,. korok
metszéspontjain dtmend egyenes és az I N, egyenes az ) koron metszik egymast.

A beirt kor az a kor a hdromszégben, ami a hdromszég mindhdrom oldaldt
érinti.
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