avagy
hogyan miikédik a felvételi pontszamhatarok
v | meghatarozasa

l I Stabil hazassagok

Az érettségi vizsgak eredménye jelentés mértékben meghatdrozza az egyete-
mi felvételiken figyelembe vett pontszamokat. Ugyanez igaz a kozépiskolai felvételi
vizsgakra is. De vajon hogyan hatarozza meg a jelentkezé pontszama és az egye-
temek, illetve kozépiskoldk altala megadott sorrendje azt, hogy végiil hova veszik
fel? Err6l szol ez a cikk, pontosabban arrél az algoritmusrdl, aminek segitségével
az egyetemeket, illetve kozépiskolakat és a felvételizéket egyméshoz rendelik.

A kiilonbo6z6 orszagok egyetemei kiilonbozé felvételi eljardsokat alkalmaznak,
sokszor ez még egy orszagon beliil sem egységes. Ezeket az eljardsokat nehéz Gssze-
mérni, mert sok szempont szerint hasonlithaték ossze, egyikben az egyik jobb, ma-
sikban a masik. Raadasul egy adott tulajdonsig esetén is szubjektiv lehet annak
megitélése, hogy melyik a jobb. Ennek ellenére megkockaztatom azt a kijelentést,
hogy Magyarorszagon az egyetemi és a kozépiskolai felvételi eljaras is nagyon igaz-
sagos, és kozel van az optimélishoz.

Ebben a cikkben csak a felvételi eljaras legvégére koncentralunk, amikor mar
minden didknak megvannak a pontszamai azokra a szakokra, amelyekre jelent-
kezett, illetve minden didk rangsorolta a szakokat, amelyekre jelentkezett, vagyis
megadta, hogy melyik szakra menne a legszivesebben, melyikre a méasodik legszi-
vesebben stb.

Ezek utdan mindossze a kovetkez6 elvarast fogalmazzuk meg:

Ne forduljon el6 az, hogy a D didkot az FE, szakra vették fel, a Do-t pedig
az FEs-re, mikézben D, szivesebben ment volna az Fs-re, mint Fq-re és az Fy szak
is el6bbre rangsorolta D:-et, mint Da-t.

A D szivesebben ment volna az Eo-re” azt jelenti, hogy Dy rangsoraban az Ey
szak elorébb van, mint az Fi, az ,FEo szak elébbre rangsorolta D1-et, mint Do-t”
pedig azt, hogy a D, didk F5 szakra vonatkozd pontszama magasabb, mint a Dy
didké.

Ez a probléma bonyolult ahhoz, hogy itt részletesen targyaljuk, ezért ennek egy
er0sen egyszerisitett valtozatdnak megoldasara mutatunk egy egyszeri, de haté-

kony algoritmust. Ezt az egyszertisitett helyzetet a matematikaban stabil hazassag
problémanak hivjuk, melynek szokdsos megfogalmazdsa a kovetkezd:

Adott kné (N = {nq1,ng,...,nk}) és k térfi (F = {f1, f2,. .., fr}). Mindenkirél
tudjuk, hogy a méasik nem tagjait hogyan rangsorolja abbdl a szempontbdl, hogy
mennyire szivesen kotné ossze vele az életét. Minden né rangsorolja a férfiakat,
vagyis minden n; megad egy teljes >,, rendezést a férfiakon, és minden férfi
rangsorolja a ndket, vagyis minden f; megad egy teljes >, rendezést a ndékon,
holtverseny most nem megengedett. Ez felfoghatd gy is, hogy minden né esetében
adott F' egy permutécidja, és minden férfi esetében pedig N egy permutacidja.
(Az eredeti probléméhoz képest itt a nék az egyetemi szakok és a férfiak a didkok,
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vagy forditva. Nyilvdnval6, hogy ez erds egyszeriisitése az eredeti problémaéanak,
hiszen ebben az esetben ugyanannyi szak van, mint ahdny didk.)

Ezt a kiindulasi helyzetet két k x k-s tablazattal kivdléan tudjuk szemléltetni.
(Vagyis a bemeneti adatok mérete 2k?).

Hogy jobban megértsiik az algoritmust, ezért egy konkrét példan végig is
nézziik a lépéseit. 5 né és 5 férfi szerepel a mi torténetiinkben, vagyis két 5 x 5-6s
tablazat irja le az algoritmus bemeneti adatait:

ENEAENENE LAlR A AlS]
Jo | fs | fa| f3 | f2 ny | n1 | ns | ng | ns
f3a | fal fi| fol|fs Ny | Na | N1 | N2 | No
Nl A o] ] fa ns | ns | n3 | n3 | n3
fol fo| fs | f5| f1 ng | n2 | na | ns | My
fs | fa | fa | fal] fs n3 | n3 | na | 1| ng

Ez tehat azt jelenti, hogy ny legszivesebben fs4-hez menne feleségiil, és legke-
vésbé fs-hoz, mig fo-nek ni tetszik a legjobban és ng a legkevésbé.

Vizsgaljuk meg, hogy egy parbadllitast mikor tekinthetiink stabilnak, vagyis
mit jelent az az egyetlen elvardsunk, amit megfogalmaztunk a péarositassal kapcso-
latban. Azt jelenti, hogy nincs olyan né és férfi, akik kolcsénosen jobban vonzdédnak
egymadshoz, mint a parositdsbeli parjukhoz. Vagyis nincs olyan n; és f;, akiknek
a parositdsbeli parjaik f,. és ng, de f; >, fr ésn; >y, ns. Ok ugyanis szivesebben
elszoknének egyiitt, minthogy elfogadjak az aktualis parjaikat.

Nézziik meg, hogy stabil-e az a parositas, amikor a parban 1év6 tagok indexének

Ez nem stabil, hiszen n, és f1 szivesen elszoknének. Miért? Mert f; rangsora-
ban ny az elsd, {gy megelézi ns-6t, és ny rangsordban is elérébb van f; (a 3. helyen),
mint f5 (aki az utolso).

(A kovetkezd dbran zold nyillal jelsltiik a parositdst, pirossal pedig a pért, akik
szivesen elszoknének.)

Erdemes megnézni, hogy ha a parokat az azonos index{i n8kbél és férfiakbol
képezziik, akkor az a parositas stabil lesz-e.

Egy péarositast tehdt akkor mondunk stabilnak, ha nincs olyan férfi és no, akik
nem egymas parjai, de egyiitt szivesen elszoknének.
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A feladat a kovetkezo: taldlni egy h: N — F kolcsonosen egyértelmii megfe-
leltetést (bijekcidt), amelyre igaz az, hogy nincs olyan n; és ng, hogy

h(ns) >pn, h(n;) és ng >p,) ns-
(Az eredeti jelolések és a h kolesonosen egyértelmii megfeleltetés kozotti kapesolat
alapjan: f, = h(n;) és f; = h(ns).)
A probléma az 1950-es évek elején mér felvet6dott és azt a National Resident

Matching Program meg is oldotta, orvosrezidenseket és kérhazakat parositva meg-
felelGen.

1962-ben David Gale és Lloyd Shapley belatta, hogy mindig 1étezik stabil pa-
rositas, amelyet konnyen meg is lehet talalni az azéta Gale—Shapley algoritmusnak
nevezett eljarassal. Késébb Alvin E. Roth Nobel-dijas kozgazdasz észrevette, hogy
ez az algortimus pontosan ugyanaz, amit a National Resident Matching Program
10 évvel Gale és Shapley el6tt mar alkalmazott.

Az algoritmus a kovetkez6:

1. kor

1. 1épés: Minden férfi megkéri a listdjan elsé helyen szereplé né kezét.

2. lépés: Minden né ,feltételesen” elfogadja a szamara legkedvez&bb ajanlatot
(eljegyzések).

Elképzelhet6, hogy egy né nem kap ajanlatot. Ekkor var tovabb.

Ha egy férfit elutasit egy né, mert volt kedvez6bb ajanlata, akkor azt a not
a férfi végleg kihtzza a listajarol.

k. kor
1. 1épés: Minden nem eljegyzett férfi megkéri a listajan legelol szerepl6 no kezét,
akit még nem kért meg.

2. lépés: Minden né megnézi, hogy az 1j ajanlatok, illetve az esetleg mar
meglévo eljegyzés koziil melyik a legkedvezébb a szamadara, és azt valasztja. Ha
ehhez fel kell bontania a meglévd eljegyzését, akkor felbontja azt.

Addig lesznek 1jabb és tjabb korok, amig mindenki tagja nem lesz egy parnak.
Az is elképzelhetd, hogy mér az els§ korben véget ér az algoritmus.

Nézziik meg az algoritmust a mi példankon:

Az elsé korben fi és fo megkéri ny kezét, f3 és fs5 pedig ns kezét, mig fy4
ajanlatot tesz n4-nek.
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Jeloljiikk az ajanlattétel tényét A-val egy tabldzatban. Ezt kovetden tegyiik
meg a masodik 1épést, és jojjenek 1étre az eljegyzések, amiket E-vel jeloliink. ni két
ajanlatot is kap, f1-t0l és fo-t0l. A listajan f; elorébb szerepel, mint fs, igy fi
ajanlatat atmenetileg elfogadja, fo-t viszont elutasitja. Hasonld torténik ns-tel is,
aki f5 ajanlatat fogadja el és f3-at utasitja vissza.

ny | no | ng | ng | Ny ny | N2 | N3 | Ng | Ny
fi| A fi | E
fo| A f2
—
f3 A /3
fa A fa E
fs A fs E

Mivel n elutasitotta fo-t, ns pedig f3-at, ezért a férfiak ezeket a néket kihtizzak
a listajukrol.

Mivel ennek a két férfinak nincs eljegyzése, igy 6k a listajukon legel6l 4116 nének
tesznek ajanlatot. Vagyis fo n4-nek, f3 pedig ni-nek.

Mivel ny4 jobban szimpatizal fo-vel, mint f;-gyel, ezért felbontja a meglévo
eljegyzését. Hasonldan jar el ny is.

ny ) ns na ns ny ) ns na ns
fi| E Bkt
f2 A fo E
—
3| A f3| E
fa E fa
f5 E f5 E

Mivel n; elutasitotta fi-et, ny pedig fi-et, ezért a férfiak ezeket a ndket
kihuzzak a listdjukrdl, és a kovetkezd korben Ok kérik meg az aktudlis listajukon
legelokel6bb helyen all6 noé kezét, vagyis mindketten no-ét. no a sajat listdja alapjan
fi1-et elutasitja, fi-gyel eljegyzi magat:

ny | ng | ng | ng | ns ny | N | N3 | Ng | N5

1 A fi

f2 E fo E
—

fs | E f3| E

fa A fa E

fs E f5 E

Mivel fi-nek nincs eljegyzése, ezért 6 ajanlatot tesz ms-nek, mivel 6 a legelol
all6 holgy a listdjan. (ni-et és no-t mar kihuzta a listérol.)

Mivel njs listdjan el6bb szerepel fs, mint fi, igy nem bontja fel a meglévé
eljegyzését, hanem elutasitja fi-et.
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ny | no | n3 | ng | ns Ty | N2 | N3 | Mg | N5

f1 A fi

fa E fo E
—

fs | E fs | E

fa E fa E

f5 E fs E

Igy megint csak f; tesz ajénlatot, mégpedig ny-nek, de most sem jar sikerrel,
mert ny4 elébbre rangsorolta fs-t, igy 6 sem bontja fel az eljegyzését.

ny | ng | ng | ng | Ny Ny | Ng | N3 | N4 | N3

1 A fi

f2 E fo E
—

f3| E fs | E

fa E fa E

f5 E fs E

Az utolsé 1épéshez érkeztiink, fi; végs6 elkeseredésében ajanlatot tesz ms-nak,
akinek nincs eljegyzése és mas ajanlata sem, igy jobb hijan elfogadja f; ajanlatat.

ny | no | n3 | ng | ns Ty | N2 | N3 | Mg | N5
f1 A fi E
fa E fo E
—
fs | E f3s| E
fa E fa E
f5 E fs E

fgy tehdt azt kaptuk, hogy az ni—f3, na—f1, ns—f1, na—fo, ns—f5 egy stabil
parositas, senki nem akar elszokni senkivel.

Ez a  hagyomanyos” modell volt, hiszen a férfiak kérték meg a nok kezét. Ha
a nék kérnék meg a férfiak kezét — ki lehet probalni —, akkor is a fenti parositast
kapnéank.

Ez alapjan felmeriilhet az a sejtés, hogy mindig pontosan egy stabil parositas
létezik. Ez sejtés azonban gyorsan hamisnak bizonyul.

Vegyiik a kovetkezd nagyon egyszeri példat: Gsszesen két férfit és két not

akarunk Osszehdzasitani. A bemeneti adatokat a kovetkezd két egyszerii tablazat
tartalmazza:

f2 f1 ny | N2
fi ] fo ny | Ny

Mi torténik, ha a férfiak tesznek ajanlatot? Akkor az elsé kor els6 1épésében
mindkét né egy-egy ajanlatot kap, igy az algoritmus egy lépésben véget is ér,
a kapott parositas: fi—ni, fo—ns.
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Mi torténik, ha a nok tesznek ajanlatot a férfiaknak? Akkor az els6 kor el-
s6 lépésében mindkét férfi egy-egy ajanlatot kap, igy az algoritmus ekkor is egy
lépésben véget ér, de a kapott parositds: fi—ns, fo—nq.

A stabil parositds nem mindig egyértelmii, de azt Gale és Shapley bebizonyitot-
ta, hogy ilyen feltételek mellett mindig létezik megfelel$ parositéas, és egy parositast
a fenti algoritmus meg is taldl (méghozzd a bemeneti adatok szdm&tdl linedrisan
fiiggd szamu 1épésben).

A fenti nagyon egyszerii példdban az latszik, hogy ha a férfiak tesznek ajan-
latot, akkor nekik kedvez az algoritmus (mindkét férfi a szdmdra szimpatikusabb
nével keriilt parba), ha pedig a nék teszik az ajdnlatot, akkor nekik kedvez (mindkét
né a szdmara szimpatikusabb férfival keriilt parba).

Ez éltaldban is igaz. Mit jelent az, hogy a néknek kedvez az algoritmus? Azt,
hogy ha P,, az a stabil parositas, amelyet 1igy kaptunk, hogy a ndk tettek ajanlatot,
akkor nincs olyan P stabil parositds, amelyben van olyan nd, akinek ott szdmara
kedvez6bb parja van, mint P,-ben. Vagyis ha vessziik az 0sszes stabil parositast, és
megnézziik, hogy melyik nonek kik a parjai valamelyik stabil parositasban, akkor
P,-ben ezek koziil a lehetséges parok koziil a sajat rangsordban a legjobbat kapja
meg parként.

Nézziik még meg azt, hogy miben kiilonbozik az egyetemi felvételi rendszere
a stabil parositasi problématdl:

o Az egyetemi szakok és a felvételiz didkok szama nem egyezik meg.

e Az egyetemi szakokra nem egy didkot vesznek fel, hanem tobbet, és meg van
hatdrozva egy maximalis létszam, ahany didkot fel lehet venni az adott szakra.

o A felvételizok szigori rendezést adnak meg a szdmukra szimpatikus egyetemi
szakok kozott, ahogy ez a stabil hdzassag probléméban is szerepel. Azonban
az egyetemek Ugy rangsoroljak a didkokat, hogy lehet kozottiik holtverseny,
hiszen lehet két didknak azonos felvételi pontszdama egy adott szakra.

Tekintsiink el most az utolsé kiilonbségtol. Ekkor az algoritmust tudjuk mé-
dositani gy, hogy tovabbra is miikodjon.

Most tehat vannak az egyetemi szakok (S = {s1, 82, ..., sk}), ezekhez adottak
pozitiv egészek (M = {my,ma,...,my}) Ugy, hogy az s; szakra legfeljebb m; didkot
lehet felvenni. Illetve adottak a didkok (D = {dy,ds,...,d,}). Tegyiik fel tovdbb4,
hogy minden didk azokat a szakokat rangsorolta, ahovd szivesen menne (nincs
tehét didkonként az 6sszes szak rendezve), illetve minden szak szigorian rangsorolja
a didkokat, akik oda jelentkeztek.

Gondoljunk most minden s; szakra gy, hogy hozza van rendelve egy terem,
amelyben 1-t6]l m;-ig szdmozott székek vannak.

Az elsé korben minden didk odamegy annak a szaknak a terméhez, amelyet
elsonek jelolt meg. Minden s; szak terménél sorbarendezik a didkokat az s; szakra
sz016 pontszdmuk alapjan (itt most nem lehet holtverseny). Az els§ m; ember
leiil a székekre a sorrendnek megfeleléen. A tobbieket az s; szak elutasitja, és 6k
kihuzzak a listajukrdl ezt a szakot, oda mar biztosan nem fogjék felvenni &ket.
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A mdsodik korben azok, akik nem iilnek valamelyik teremben, megnézik, hogy
melyik a kovetkez6 szak a rangsorukban, és odamennek annak a szaknak a termé-
hez. Most minden s; szak terménél az Gsszes ott 1év6 didkot (tehdt azokat, akik
eddig a teremben voltak és azokat, akik most érkeztek) djra rendezziik, és megint
az els6 m; didk il le a székekre. Vagyis a most érkezok kiszorithatjak azokat, akik
mér eddig ott iiltek, ha magasabb a pontszamuk (elérébb vannak a szak listajan).
Akik a rendezés utan nem jutnak székhez, azokat az adott szak elutasitja, és ezek
a didkok ezt a szakot kihuzzak a listdjukrol.

A tovéabbi korok pontosan ugyanigy zajlanak egészen addig, amig van még
olyan didk, aki nem {il egyik teremben sem és van még a listajan szak. Amikor mar
nincs ilyen didk, akkor az algoritmus véget ér.

Elképzelhetd, hogy az algoritmus legvégén valamelyik terem nem telik meg,
maradnak iires székek. Ekkor az adott szakra nem sikeriil felvenni a maximélisan
lehetséges szamt didkot. Sajnos az is elképzelhetod, hogy egy didkot az Gsszes listdjan
1év6 szakndl elutasitanak.

A fenti algoritmus a didkoknak kedvez. Ez azt jelenti, hogy ha vesziink egy
tetszéleges didkot, és megnézziik az Gsszes lehetséges ,stabil parositdasban”, hogy
hova vették volna fel, akkor ez az algoritmus olyan péarositast ad, amely ezek koziil
a szakok koziil a didk altal legelorébb rangsorolt szakot rendeli a didkhoz.

Belathaté, hogy ez az algoritmus véges sok lépésben véget ér, és megfelel annak
a feltételnek, amit a legelején megfogalmaztunk. Ennek atgondoldsit az olvasoéra
bizzuk.

Fontos felhivni a figyelmet arra a momentumra, hogy ha valaki egy adott
terembe csak egy késébbi korben érkezik, de magas pontszama van, akkor kiszoritja
azokat, akik esetleg mar korok éta ott vannak (vagyis a listdjukon el6rébb szerepelt
az a szak), de alacsonyabb a pontszdmuk, mint a kés6bb érkezének. Ez az oka annak,
hogy nem érdemes azt a taktikat kovetni ebben a rendszerben, hogy elsé helyre
olyan szakot ir a felvételizo, ahova jé eséllyel felveszik, és a rizikdsabb szakokat
hatrabb rangsorolja. Azt kell az els6 helyre irni, ahova a felvételizé a leginkabb
menni szeretne, fiiggetleniil attél, hogy mekkora az esélye az adott szakra bekeriilni.
Semmilyen mértékben nem rontja a felvételi esélyeit a didk egy hatrébb rangsorolt
szakon azzal, hogy voltak szamara el6rébb rangsorolt szakok is.

Végezetiil ejtsiink par szét a holtversenyekrél, mert Magyarorszagon elképzel-
hetd, hogy tobb didknak is ugyanannyi pontja van egy adott szakra. Az aktudlis
szabaly az, hogy az azonos ponttal rendelkez6 didkokkal szemben egyformén kell
viselkednie a szaknak, vagyis ha két didknak ugyanaz a pontszama, akkor vagy
mindkettét fel kell venni, vagy mindkettot el kell utasitani. Ez nem elhanyagolhaté
nehézség, ha ezt a problémat is kezelni akarjuk, akkor egy bonyolultabb algoritmust
kell valasztanunk.

A holtversenyek kezelésére a kiilonb6z6 orszagok kiilonbozo stratégiakat alkal-
maznak. Van, ahol az a szabaly, hogy ha a hataron holtverseny van, akkor minden-
kit fel kell venni az adott pontszammal, azaz névelni kell a megfelel6 keretszamot.
Van, ahol épp az ellenkezdje torténik, vagyis akkor az adott pontszammal sen-
kit nem vesznek fel. El6fordul olyan is, ahol ilyen esetekben sorsolassal dontenek.
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A holtversenyek problémajat el lehet gy keriilni, hogy a pontszamitas lényegében
kizarja, hogy azonos pontszama legyen két didknak. Illetve az is egy 1étezé médszer,
hogy a pontszam mellett egy masodik tényezd (pl. sziiletési ddtum) is szerepet jat-
szik a szigord rangsor kialakitdsaban, mert elég valdszintitlen az, hogy két azonos
pontszamu didk napra pontosan egykori is legyen.

Magyarorszagon még legalabb két tényez6 bonyolitja a helyzetet. Az egyik,
hogy vannak olyan szakok, ahol alsé korlatja is van a létszamnak, vagyis a szak
nem indul el, ha nem tudnak megfelelé szamu hallgatét felvenni. A masik, hogy
az allamilag finanszirozott helyek teljes szamara is 1étezik egy kozos felsé korlat.

Juhasz Péter

[ \ |
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Beszamolé a 2023-as EGMO versenyrol CJ 9

I_() \)_I

Az idei Eurépai Ledny Matematikai Didkolimpia (EGMO) 2023. aprilis 13. és
19. k6z6tt keriilt megrendezésre Szlovénidban, Portorozban. Idén 55 orszag 213 ver-
senyz0je kezdett neki a feladatok megoldasanak.

T

Portoroz

A magyar csapat nagyon szép teljesitménnyel, két arany-, egy eziist- és egy
bronzéremmel tért haza, ezzel az 6sszes (55) résztvevd orszag kozott 9., mig az eu-
répai orszagok (38) kozott 6. helyezést szerezve. Az eredmények:

Fiilép Csilla (Szegedi Radnéti Miklés Kis. Gimn.) 40 ponttal aranyérmet,
Sztranydk Gabriella (Budapest, Berzsenyi Ddniel Gimn.) 38 ponttal aranyérmet,
Wiener Anna (Budapesti Fazekas Mihdly Gyak. Alt. Isk. és Gimn.) 35 ponttal

eziistérmet,
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