Mivel a kapott eredmény a ]0; 15[ intervallumon teljesiil, {gy megéllapithatd, hogy
a D pontra kapott 3,47 6ra alacsonyabb az A pontbeli 3,5 éranal, valamint a B pont-
beli 4,03 érandl is, vagyis a [0;15] intervallumon, tehdt a teljes AB szakaszon
a D pontban torténé kikotésnél lesz a szallitasi id6 a legkisebb.

Megjegyzés. Belathat6, hogy a minimalis id6 Vhajs = Vkamion, valamint

arcsin (M) > AHB<

Vkamion

esetén a H BC tuthoz tartozik, egyébként pedig abban a D pontban érdemes kik6tnie a ha-
jonak, amelyre vvhaw = sin AH D< teljesiil. A feladatban szerepl$ adatokkal AD = /6,

kamion

HD = /150, és igy valéban

8  Unajo

1
in AHD< = = .
s < 5 40 Vkamion

Koncz Levente
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5255. Tiikrozzik kozéppontosan az ABC hdromszdg A csiucsdt B-re, B csi-
csat C-re, és C' csucsat A-ra, igy kapjuk rendre a Cy, Ay és By pontokat. Mutassuk
meg, hogy AAy, BBy és CCy hosszusagu oldalakkal hdaromszog szerkeszthetd.

(3 pont)

I. megoldas. Hasznaljuk az 1. dbra jeloléseit.

B,

1. dbra
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Mivel kiegészitOszogek, ezért BAB1<( = 180° — a, CBC1 <t = 180° — f3, illetve
ACA1<=180° —y=a+ 5.

Toljuk el az AB; B hdromszoget a BC, vektorral. Ekkor az A cstcs B-be, a B
csucs pedig C1-be keriil.

A

2. dbra

A fentiek alapjan: ABBj<t = 180° — BAB;<t = 180° — (180° — ) = av.

Mivel két oldal (4;C = CB = a és BB] = AC' =) és az &ltaluk bezdrt szog
(CBBj<t= A1CA'a = a+ f) egyenld, ezért az AyCAN ~ CBB1'A, amibdl ko-
vetkezik, hogy CB{ = z. Az z, y és z oldalakkal tehdt szerkeszthetd haromszog
(CBLCL D).

Geretovszky Mdrton (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. Tobben oldottak meg hasonlé médszerrel: az abrabdl kiilonféle geomet-
riai transzformécidkkal eljutottak egy masik dbrdba, ahol megjelenik egy haromszog a hé-
rom sziikséges oldallal. Altaldban eltoldsokat vagy tiikrozéseket alkalmaztak. Sokan hi-
anyosan indokoltdk meg, hogy kiilonb6z6 transzforméaciok a kiilonbozd pontokat miért
viszik ugyanabba a pontba.

II. megoldas. Haszndljuk az 1. abra jeloléseit. A haromszog-egyenlétlenség
alapjan a BC1C hédromszogben a + ¢ >y, valamint az ABA; hiromszégben
c+z > 2a.

A sulyvonalak hosszardl ismert egyenlétlenség szerint pl. az a oldalhoz tartozo
sulyvonal hosszara s, < b%c, igy a By BC hiromszogben felirhatd, hogy ¢ < %

A harom egyenlétlenség rendezve:

a+c>uy,
2a —c < z,
2c—a < x.

Az utolsé két egyenlGtlenséget dsszeadva:

2 —c+2c—a < z+z,
atc<z-+uwx.
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Mivel a+c >y, ezért y<a+c<z-+wz, ésigyy < z+ .

Hasonléan beldthatd, hogy = < y + z és z < x + y, vagyis az x, y és z szaka-
szokra érvényes a haromszog-egyenl6tlenség, tehdt a harom szakasszal szerkeszthet6
haromszog.

Borsos Baldzs(Briisszel, European School of Brussels I, 11. évf.)

Megjegyzés. Ennél a mdédszernél a legtobb megoldéds hibds volt, az esetek zémében
a megoldodk rosszul kezelték az egyenlGtlenségrendszereket, és olyan kdvetkeztetésekre ju-
tottak, melyek nem feltétleniil igazak (pl.: egyenl8tlenségnél a nagyobb oldalt csskkentet-
ték); vagy olyan részmegolddst adtak, amely csak hegyesszogli hdromszogre érvényes.

II1. megoldas. Hasznéljuk a 3. dbra jeloléseit, ahol F,, Fp, F. a megfeleld
oldalak felezépontjat, S pedig a sulypontot jeldli.

A

By
8. dbra

Rajzoljuk meg az ABC haromszog A-bdl indulé silyvonaldt. Ez a B; BC ha-
romszog kozépvonala lesz, mert a tiikrozés miatt A felezOpont, F,, pedig szintén
felez6pont. Tehat BB kétszer olyan hosszi, mint AF,, és a két szakasz parhuza-
mos.

Hasonléan belathatd, hogy AA; kétszer olyan hosszi, mint C'F, és parhuza-
mos vele; illetve C'Cy kétszer akkora, mint BFj, és parhuzamos vele.

Legyen a C'S szakasz felezopontja M. Tekintsiik most az M SF, haromszoget.
Ebben az M S szakasz harmada a C'F, szakasznak (hiszen a silyvonalak harma-
doljék egymadst, M pedig C'S felezépontja). F, S harmada AF,-nak (ugyanezen ok
miatt). Az F, M szakasz kozépvonala a BSC haromszognek, mert F,, és M is fe-

lez6pont. Mivel az SB szakasz %—szorosa az Iy B szakasznak, ezért F, M harmada
lesz Fj,B-nek.

Mivel az M SF, haromszog oldalai harmadai a silyvonalaknak, ezért ha ezt
a haromszoget a haromszorosara nagyitjuk, akkor a kapott haromszog oldalainak
hossza éppen a harom stilyvonal lesz. Korabban megmutattuk, hogy a stlyvonalak
fele olyan hossziak, mint a hozzajuk tartozé X X, szakaszok, vagyis ha a sulyvona-
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lakbdl szerkesztett haromszoget még a kétszeresére nagyitjuk, akkor olyan harom-
szoget kapunk, amelyben az oldalak hossza éppen az AA,, BBy és C'C; szakaszok
hosszaval egyezik meg. Ezzel megmutattuk, hogy ilyen haromszog szerkeszthetd.

Juhdsz-Molndr Erik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

Ay IV. megoldas. A felez6pontra is-
mert formula szerint

—
C@: C’AJ;CC’l,

amibdl CCh = 26@ — CT>4 Hasonléan
lathatjuk, hogy BB; = 23.1)4 — Fé és
4. dbra AA| = 21@ — E Ezeket osszeadva

AA; + BB, + CC) = (2B — CA) + (2BA — BC) + (24C — AB) =
—3(BA+CB + AC) =

Tovabba vegyiik észre, hogy

AA, +4BB, — 20C, = 2AC — AB + 8BA — ABC — 4CB + 2CA = 9BA.

Hasonldan,

BB, +4ACC, — 244, =9CB és CC, +4AA, — 2BB, = 9AC.

fgy az AA1, BBy és CCy vektorok nem lehetnek egyméssal parhuzamosak, mert
akkor ABC' oldalvektorai is parhuzamosak lennének.

fgy AAy, BBy és CCy egy nem elfajulé haromszog oldalvektorai, amibdl az 4l1-
litds azonnal kovetkezik.

Megjegyzés. Negativ osztasi ardnyt is értelmezve az osztépontba mutatd vektorra
vonatkoz6 ismert formula altaldnosithaté arra az esetre, ha az osztépont nem bels6é pontja
a pontok altal meghatdrozott szakasznak, de illeszkedik az egyenesiikre. Tulajdonképpen
ezt hasznaltuk a megoldasban.

191 dolgozat érkezett. 3 pontos 94, 2 pontos 15, 1 pontos 5, 0 pontos 62 dolgozat.
Nem versenyszerii: 6 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i
nyilatkozat hidnya miatt: 3 dolgozat.

Megjegyzés. A viszonylag sok 0 pontos megoldas annak koszonhetd, hogy sokan nem
olvastdk el rendesen a szoveget, és pl. A tiikorképét A;-gyel jelolték. Igy azonban egy
lényegesen egyszeriibb feladatot oldottak meg.

B. 5260. A k kor AB hirjanaek G és H pontjaira AG=GH = HB =1. A kor
eqyik AB ivének felezépontja legyen F'. Az FH és FG szeldk a kért mdasodszor a C,
illetve D pontban metszik. Mutassuk meg, hogy CD = BC?.

(6 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)
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1. megoldas. Legyen AB felez6merdlegese ‘

az e egyenes.

e
D — 1 ™C
7\ T\
Az e-re vonatkozé tengelyes tiikrozés utan
A képe B, GG képe H, F a tengely pontja, to- A A
vabba a k kor képe is onmaga. Latjuk, hogy 4 B

FG = FH, az FGH haromszog egyenld sza-
ri. A szimmetria alapjan D pont képe a C
lesz, hiszen F'G képe F'H és k a helyén marad.
Az eddigiek alapjan GH és C'D is mer6leges e-
re, tehat parhuzamosak. FHG< = FGH< =
= FDC<«=FCD<«. Az FGH és FDC egyen-
16szard haromszogek hasonldk:

) =i
GH FH

A szimmetria és a keriileti szogek tétele alapjan BOF< = ADF< = ABF<. Emiatt
FCBA ~ FHBA (van két egyforma és egy kozos szogiik), {gy az egymdsnak
megfelel6 oldalak ardnya megegyezik.

FC FB  BC

FB FH HB’
Az ebben szerepld ardnyokbdl kifejezheté FC' és FH, amelyekkel felirhaté e két
oldal ardnya:

FB-BC

FC g BC?
(2) FH ~ FBHB ~— HRB2
BC'

Az (1) és (2) alapjén, felhaszndlva, hogy GH és H B egységnyi hosszisdguak kapjuk,

hogy

FC
——_ =(CD = BC?.
I C C

Fiilop Csilla (Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Az els6 megoldas-
ban leirtak szerint, a tengelyes tiikrozés
alapjan GH || CD és FDC< = FCD«<.
Kapjuk azt is, hogy CHB< = FCD«<,
mivel valtészogek. E kettébél FDC< =
= CHB«.

Legyen F'B és DC félegyenesek
metszéspontja a P pont. A parhuzamos
szelGszakaszok tétele alapjan

GH _FPH _HB
DC  FC CP’

A GH és HB szakaszok egyenl6sége miatt DC = CP.
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Most belatjuk, hogy PCBA ~ CBHA. PCB< = CBH<, mert véaltdszogek.
Az FBCD hurnégyszog szemkozti szogeinek osszege 180°, a PBC< az FBC<
mellékszoge, tehdt PBC'< = F'DC<. Korabban lattuk, hogy FDC'< = CH B<, igy
= PBC< = CHB<. PCB és CBH haromszogek két-két szoge megegyezik, a két
haromszog valéban hasonlé. A megfelel$ oldalak aranydbdl

BC _cp

HB BC’
Rendezés utdan HB =1 és CP = CD ismeretében a bizonyitandé allitast kapjuk:
CD = BC?.

Zémbik Barnabds (Budapest, V. ker. Eotvos Jozsef Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

II1. megoldas. Az I pont felezi az AB

D — —C
ivet, igy az ACB héromszoghben CF bel-
s6 szogfelezd. A szogfelezotételbdl AC : CB =
A =AH : HB =2, tehat ha BC =a, akkor
A B AC =2a.

Az dbra szimmetrikus az F-en atme-
né atmérére, az ABC'D hurnégyszog szim-
metrikus trapéz. Legyen C'D = b hosszusdgu.
Az ACD< = CAB< szdgek valtdszogek, jelol-
jiik ezek nagysagat p-vel.

Most irjuk fel a koszinusztételt az AC' D

és C'AB haromszogekben a ¢-vel szemkozti a hosszisdgu oldalakra:

a’=4a®>+b>—2-2a-b-cos,
a’>=4a*>+9—-2-2a-3-cosp.

A cos -t mindkét egyenletbdl kifejezve és egyenlévé téve:

302 + 0% 302 +9
dab 120

Rendezéssel és szorzattd alakitassal:

b 3
3a% + b% = a%b + 3,

302 + b2 3a2+9:a2+3’

a?b —3a® — b* + 3b =0,
(a®> —b)(b—3) = 0.
A szorzat valamelyik tényezdje nulla.

Ha a? = b, akkor éppen a feladatban szerepld &llitdst kapjuk.
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Ha b =3, akkor a hurtrapéz téglalap, atléi a kor kozéppontjaban felezik
egymast, tehat AC atmérd, a kor sugara a. Az ABC haromszog félszabalyos,

AB = a\/3, azaz a = /3. Ekkor is teljesiil, hogy b = 3 = V3%=a2
Mindkét esetben igaz a feladat dllitasa.

Meljin Ddvid Gergd (Kecskeméti Katona Jozsef Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

IV. megoldas. Az F pont felezi az ivet, H, G harmadolépontok, igy az abra
szimmetrikus, AD = BC.

Szémoljuk ki az (AHGB) kettésviszony értékét:

AG AB 1 3 1

AHGB) = e Br — 1 =1~ 3
Vetitsiik az A, H, G, B pontokat az F pontbdl a korre. Ekkor A és B pontok
a helyiikon maradnak, a H pont a C-be, a G pont a D-be keriil. A vetités kettSs-

viszonytarto, ezért

AD AB 1
Az AD és BC ellentétes iranyitasuak, tovabba AB = 3. Ezeket felhasznélva:
BC BC_ 1
cp 3 3
BC? 1
3-CD 3’
BC? = CD.

Chrobak Gergé (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A honlapon két tovabbi megoldas olvashatd. Az egyik Ptolemeiosz téte-
1ét, a mésik haromszogek hasonldésagat hasznalja fel.

Osszesen 61 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 44, 5 pontot 11 versenyzé. 4 pontos 4,
3 pontos 2 versenyzd dolgozata.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6zos pontverseny
9. osztalyosoknak
(764-768.)

K. 764. Hetedhétorszaghan egy hét hetedannyi napig tart, mint a F&ldon.
Néluk egy nap 42 érés, minden ora 77 perces. Hany masodperc telik el két hét
alatt Hetedhétorszagban, ha ott minden perc 33 masodpercig tart?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)
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