Megoldasvazlatok a 2023/3. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny olyan, egész szdmokbdl dllé szdmhdrmas van, melyben a hdrom
szam szorzata 67 (Két szamhdrmast nem tekintink kilonbozének, ha csak a szamok
sorrendjében térnek el eqgymdstol.) (4 pont)

Oldjuk meg az aldabbi egyenleteket a valds szamok halmazan:
b) (z +1)(x —2)(x — 3) = 6; (5 pont)
¢) (sinzcosx —2sinx)(2sinx — 1) = 0. (5 pont)

Megoldés. a) Mivel 6 = 3 -2, ezért ha mindhdrom szdm pozitiv, akkor csak
a (6;1;1) és a (3;2;1) szamharmasok felelnek meg. Am hdrom szam szorzata
akkor is pozitiv, ha a szamok koziil pontosan kettd negativ és egy pozitiv, ezért
a fentiekbdl képezheték még a kovetkez6 megfeleld szémhdrmasok: (—6;—1;1),
(6; =13 =1), (=3;=2;1), (=32 —1) és (3; =25 -1).

Osszesen 7 megfelel$ szamhéarmas van.

b) A bal oldalon elvégezziik a kijelolt szorzdsokat és nulldra rendeziink:
23 — 422 + x = 0, majd kiemelhetiink z-et: z(z? — 42 + 1) = 0. A szorzat valame-
lyik tényezdje nulla kell, hogy legyen, ezért z; = 0. Az 22 — 4z + 1 = 0 egyenlet
megoldasai: x93 =2+ V/3. Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink.

¢) Kiemeliink sin z-et az els6 szorzétényezObdl: sinz(cosx — 2)(2sinx — 1) = 0.
A szorzat értéke pontosan akkor 0, ha legaldbb az egyik tényezéje 0. Ha sinx =
=0, akkor x; = km, k € Z, tovabba cosx = 2 nem lehetséges. Ha 2sinz — 1 =0,
akkor sinz = 1 igy x9 = % +2lm, l € Z vagy x3 = %ﬁ + mm, m € Z. Ekvivalens

2
atalakitasokat végeztiink.

2. Az ugynevezett normdl zenei A hang hang neve | frekvencia (Hz)
frekvencidja 440 Hz. Az egy oktdvval magasabb A 440
A hang frekvencidja éppen kétszer ekkora, azaz B
880 Hz. Kozottik 11 félhang” van, ld. a tab- 0
lazatot.

Két szomszédos félhang frekvencidjinak C
hdnyadosa dllandd, jelélje ezt az dllandét q. Cisz

a) Igazoljuk, hogy q értéke ot tizedesjegy D
pontossdggal 1,059 46. (4 pont) Disz

b) Hatdrozzuk meg a tdbldzatban az egy- E
mas utdn kovetkezd félhangok hidnyzo frekven- F
cidit egész Herzre kerekitve. (3 pont) Fisz

Ha két hang egyszerre szolal meg, az em- G
beri fil daltalaban azokat a hangkézoket hall- Cisz
ja  ,szépnek”, amelyekben a két megszolalo ;

. e A 880
hang frekvencidjinak hdnyadosa minél ,eqy-

szertibb” torttel fejezhetd ki. A kvint hangkdz
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példdul két olyan hang egyiittes megszolaldsdt jelenti, melyek 7 félhangnyi tdvolsdgra
vannak eqgymastol. A két hang frekvencidjinak hdnyadosa ilyenkor nagyon kozel van
a %-hez.

¢) Szamitsuk ki a két hang frekvencidjinak hdnyadosdt hdrom tizedesjegy

pontossdaggal €s hatdrozzuk meg, hogy a hdnyados hany szdzalékkal tér el a %—té’l.
(4 pont)

d) Tekintsiik névekvd sorrendben a félhangok frekvencidinak pontos értékét,
majd ezeknek az értékeknek a kettes alapi logaritmusdt. Az ezekbdl képzett sorozatot
jelolje {a, }. Vilasszuk ki az aldbbiak kozil az igaz dllitds betdjelét. (2 pont)

A) Az {a,} sorozat szdmtani sorozat, melynek differencidja %
B) Az {a,} sorozat szdmtani sorozat, melynek differencidja 2.

C) Az {an} sorozat mértani sorozat, melynek hdnyadosa %

D) Az {a,} sorozat mértani sorozat, melynek hdnyadosa 2.

Megoldas. a) 880 = 440 - ¢'?, azaz 2 = ¢'2, tehat ¢ = 1253, amely 6t tizedesjegy
pontossaggal valéban 1,059 46.

b) A hidnyz6 frekvencidk rendre:
466, 494, 523, 554, 587, 622, 659, 698, 740, 784, 831, 880.

c) A két hang frekvencigjanak ardnya ¢” ~ 1,4983, ennek az eltérése az 1,5-t61
0,0017, amely az 1,5-nek 0,11%-a.
d) A helyes vilasz betiijjele: A.

3. A 3z — 2y — 7 =0 egyenleti; eqgyenes merdleges az ax — 6y + 1 =0 egyenleti
egyenesre.

a) Hatdrozzuk meg a értékét. (4 pont)

A 3z —2y+ k = 0 egyenleti eqyenes az x-tengelyt a P, az y-tengelyt a QQ pont-
ban metszi.

b) Hatdrozzuk meg k lehetséges értékeit, ha az OPQ hdromszég teriilete 75 egy-
ség (O a koordindta-rendszer origdjdt jeldli). (7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az elsd egyenes egy normalvektora (3; —2), a méa-
sodiké (a; —6). Ha a két egyenes merdleges egymadsra, akkor a két normdlvektor
is meroleges egymasra, tehat skaldris szorzatuk értéke nulla, vagyis 3a + 12 =0,
ahonnan a = —4.

II. megoldas. Rendezziik y-ra az egyenleteket: y = %:c — %, illetve y = %x + %
Ha a két egyenes merdleges egymasra, akkor a meredekségeik szorzata —1, vagyis

. % = —1, ahonnan a = —4.

[JI9Y]

b) A P pontban y =0, {gy = = ,%7 a @) pontban pedig x = 0, igy y = g, tehét
P(— %; O), és Q(O; g) Az OPQ héromszog derékszogii, befogdinak hossza |— §|,

illetve |§|, igy a haromszog teriilete

5|13l _#

|- 3]
T = 5 =3 =75
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amelybél kapjuk, hogy k = £30. (Ezen k értékeknél az egyenes egy 10 és 15 egység
befogdju derékszogii haromszoget vag le a II., illetve a IV. siknegyedbél, s ezek
teriilete valéban 75 egység.)

4. A Boci tej 1 literes dobozban 380 forintba keril az tzletben, 2 deciliteres
dobozban pedig dobozonként 220 forintba.

a) Ha 2 deciliteres dobozokban vesziink dsszesen 1 liter tejet, akkor hdny szd-
zalékkal fizetiink tobbet, mint ha egy doboz 1 literes tejet vettink volna? (3 pont)

A 2 dl-es tejesdoboz — matematikai értelemben — hasonld az 1 litereshez. A tejet
forgalmazo cég szamdra a dobozokba télthetd tej dra a tej térfogatdval, a tejesdoboz
eldallitasi koltsége pedig a doboz felszinével egyenesen ardnyos. Egy liter dobozba
tolthetd tej a forgalmazo cég szamdra 210 forintba keril, az egy literes tejesdoboz
eldallitdasa pedig 80 forintba.

b) Hdny szdzalékkal keril téobbe az it darab 2 dl-es kiszerelést tej elddllitdsa,
mint az eqy doboz 1 literes kiszerelést tejé? (6 pont)

Mindségellendrzéskor a legydrtott tejesdobozoknak dtlagosan 4%-dt sériltnek
taldljdk.

¢) Hatdrozzuk meg annak a valdszindségét, hogy 10 véletlenszeriien kivdlasztott

tejesdoboz kéziil legfeljebb 1 sériiltet taldlnak. (4 pont)
Megoldas. a) Ot doboz 2 deciliteres tej ara 1100 forint, ez 720 forinttal tobb,
mint az 1 literes tej ara, igy % - 100 =~ 189%-kal fizetiink tobbet.

b) 2 dl tej elballitasi koltsége 42 Ft. Mivel 1 : 5 = 0,2, a dobozok hasonlésagdnak
aranya /0,2 (=~ 0,585). A 2 dl-es doboz felszine az 1 literesének ({”/@)2 ~ 0,342-
szerese (kb. 34%-a), gy a csomagoléanyag el6éllitasi koltsége (= 0,342 - 80 =)
27,4 Ft. Tehat a 2 dl-es kiszerelésti tej eléallitdsa dobozonként kb. 69,4 Ft. Az 6t
darab 2 dl-es csomagoldsu tej eléallitasi koltsége kb. 347 Ft, ami 590 9100 ~
~ 20%-kal t&bb, mint az 1 literesé.

¢) Az n =10 és p = 0,04 paraméter(i binomidlis eloszlast felhasznalva:

P(legfeljebb 1 sériilt) = P(0 sériilt) + P(1 sériilt) =

=0,96'° + <110) 20,04 -0,96° ~ 0,665 + 0,277 = 0,942.

I1. rész

5. a) Hdny olyan egyenest hatdroznak meg egy téglatest csicsai, melyek nem
illeszkednek a téglatest egyik élére sem? (3 pont)

FEgy 12 cm sugari gombbe téglalap alapi egyenes hasdbot irunk gy, hogy
a hasab csicsai a gomb feliiletén vannak. A hasab alaplapja éleinek ardanya 1 : 2,
a hasab magassdga 16 cm.

b) Mekkora a hasdb térfogata? (5 pont)
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FEgy 12 cm sugarid gombbél olyan disztdrgyat csiszolnak ki, melynek alakja
téglalap alapi egyenes hasab, és a hasab alaplapja éleinek ardnya 1 : 2.

¢) Mekkora az igy kicsiszolhatd legnagyobb disztdrgy térfogata? (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A téglatest csicsai koziil semelyik hdrom nem esik
egy egyenesbe, ezért a 8 csics Gsszesen (g) = 28 egyenest hatdroz meg. A tégla-
testnek 12 éle van, az ezekre illeszkedd egyenesek nem felelnek meg. A cstcsok
tehat Osszesen 28 — 12 = 16 olyan egyenest hatdroznak meg, amely nem illeszkedik
a téglatest egyik élére sem.

11. megoldas. A téglatest lapéatloira és testatldira illeszkedd egyenesek felelnek
meg a feltételeknek. Minden lapon 2, dsszesen tehat 12 lapatldja, valamint 4 test-
atlgja van a téglatestnek, ezért 12 + 4 = 16 megfeleld egyenes van.

b) Jelolje a gomb sugarat R, a hasdb
magassagat m, a hasab alapéleinek cm-ben
mért hosszat pedig = és 2.

Szimmetria okok miatt a hasab test-
atléja megegyezik a gomb egy atmérdjével.
Ismert, hogy az a, b, c élu téglatest testat-
16janak hossza va? + b2 + c2. A gémbbe irt

hasabra tehét 2R = /m2 + 22 + (2z)°, az-

az 24 = \/162 + 22 4 (22)° teljesiil, amely-
o bol z = 1/ 2422162

B =8 cm.

A hasdb térfogata V = - 2z - 16 = 2048 cm?®.

¢) A lehetséges legnagyobb disztérgyat akkor kapjuk, ha a hasab cstcsai a gdmb
feliiletére illeszkednek. Ekkor az el6z6ekhez hasonléan a hasab testatldja megegyezik
a gomb egy atmérdjével, tehat (az a) feladat jeloléseit hasznalva)

242 —m2
5

8
|

A haséab térfogata

242 — m? _— 1152m — 2m3
5 B 5 '

V=g-20-m=22>m=2-

Az f(m):]0;24[ = R, f(m) = M fiiggvénynek ott lehet maximumhelye,
ahol a derivéltja 0.

f'(m) = %, f'(m) =0, ha 1152 — 6m? = 0, azaz m = \/HG# =8V3~
~ 13,86. Az f derivaltfiiggvényének elGjele ennél kisebb m értékek esetén pozitiv,
nagyobb m értékek esetén pedig negativ, ezért ez valéban abszolut maximumbhelye
az f-nek.

A kicsiszolhaté legnagyobb disztargy térfogata f (8\/§ ) ~ 2128 cm?.
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6. Fgy szabdlyos dobokockdval hdromszor dobunk. Hatdrozzuk meg annak a va-
loszintségét, hogy a hdrom dobott szam

a) dsszege kisebb 5-nél; (3 pont)
b) kozétt van 4-nél nagyobb; (3 pont)
¢) szorzata oszthatd 6-tal. (5 pont)

A hdrom dobott szamot balrdl jobbra egymds mellé irjuk. Azt tapasztaljuk, hogy
az 19y kapott hdromjegyi szamban a kozépsd szdmjegy éppen a hdrom szdmgjegy
medidnja.

d) Hdny ilyen tulajdonsdgu hdromjegqyi szamot kaphatunk? (5 pont)

Megoldas. a) 3 vagy 4 lehet az Gsszeg.

3=1+1+1, ez 1 kedvezd eset.

4=141+2, ez 3 kedvezo esetet jelent, mert barmelyik kockaval dobhatjuk
a 2-est.

Az Gsszes eset szama 63 = 216.

A keresett valésziniiség igy p, = % = i ~ 0,019.

b) 1. megoldas. Kedvez&tlen esetek azok, amikor minden dobds értéke legfeljebb
4, ezeknek az eseteknek a szdma 43 = 64.
216-64 _ 152 _ 19 _ =4

216 216 — 27
1. megoldas. Kedvez6 esetek azok, amikor 1 vagy 2 vagy 3 olyan szamot

dobunk, amely 4-nél nagyobb. Az ilyen esetek sziama rendre (?) -2 42(= 96),
3 (3 :
(5) 22 4(=48) és (3) - 2°(=8).

A keresett valdsziniiség p, = % = % = 5—2 ~ 0,704.

¢) I megoldds. Két diszjunkt esetre bontjuk a vizsgalt eseményt.
1. Van 6-os a dobott 3 szdm kozott: ez 63 — 53 = 91 eset.

2. Nincs 6-os, de van 2-es és 3-as is a dobott szamok kozott.

A keresett valésziniiség igy p, =

Nincs 6-0s a dobott szamok kozott 52 esetben. Ebbd] levonjuk azokat az esete-
ket, amikor nincs 2-es, illetve azokat, amikor nincs 3-as. Mindkettébél 4% eset van.
fgy azonban kétszer vonnank le azokat az eseteket, amikor sem 2-es, sem 3-as nincs
a dobott szdmok kozott, ez pedig 33 esetben fordul eld. Az olyan esetek szdma
tehdt, amikor nincs 6-o0s, de van 2-es és 3-as is: 5% — 243 4+ 33 = 24,

A keresett valésziniiség p. = 9156?4 = % ~ 0,532.

1I. megoldds. A kedvezOtlen esetek szamét hatarozzuk meg. Kedvezotlenek
azok az esetek, amikor nincs 6-0s, tovabba a 2-es és a 3-as koziil is legaldbb az egyik
hianyzik.

Nincs se 6-0s, se 2-es 4% esetben és ugyanennyi esetben nincs se 6-o0s, se 3-as. fgy
azonban kétszer szamoljuk azokat az eseteket, amikor se 6-os, se 2-es, se 3-as nincs
a dobott szamok kozott (3% eset). A kedvez6tlen esetek szdma tehat 2-4% — 33 = 101.

Ekkor a keresett valészintiség p. = % = % ~ 0,532.
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d) I. megoldds. Egy abc haromjegyfi szdm akkor felel meg a feltételnek, ha
1<a<b<e<6vagy 6 >a>b>c>1 teljesiil (ekkor lesz a kozépsd szadmjegy
a hdrom szamjegy medidnja), tehdt monoton dobdssorozatokat keresiink. Esetszét-
valasztast végziink aszerint, hogy a hdrom szdmjegy kozott vannak-e egyformék.

aaa tipusu szambdl 6 darab van (a értéke 1 és 6 kozott barmi lehet).

aab és abb tipust szambdl is 6 - 5 = 30 darab van, hiszen a és (az a-tdl kiilon-
b6z8) b értéke is tetszbleges lehet.

Végiil, abc tipusi szdmbél 2 - (g) =40 darab van, hiszen barmelyik harom
kiilonboz6 széamjegyet kivalaszthatjuk, és a kivalasztott harom széamjegyet kétféle-
képpen rendezhetjiik (névekvé vagy csokkend) sorba.

Osszesen 6 + 30 + 30 + 40 = 106 darab, a feltételeknek megfelel$ szamot kap-
hatunk.

II. megoldds. Az 1,2,3,4,5,6 szamjegyekbdl a sorrendre valé tekintet nélkiil
véalasszunk ki harmat gy, hogy egy-egy szamjegyet tobbszor is kivalaszthatunk.
A lehetséges kivalasztasok szama megegyezik hat elem harmadosztalyu ismétléses
kombinacidinak szamaval, azaz (6+3_1 = 56. Ha a kivalasztott hdarom szamjegy
nem egyforma, akkor ezeket kétféleképpen rendezhetjiik (novekvd vagy csokkend)
sorba. Abban a hat esetben, amikor a kivalasztott hdrom szdmjegy egyforma,
a sorbarendezés egyértelmii. Ezért 6sszesen 2-56 — 6 = 106 darab, a feltételeknek

megfelel6 szdmot kaphatunk.

7. a) Tekintsiik az a,, = sin(n-7°) sorozatot (n € Z1). A sorozat elsé 100 tagja
kozil melyik a hdrom legkisebb? (6 pont)

3
5 T kifejezés minden valds x esetén értel-
COs®x — cosx + (8 pont)

b) Igazoljuk, hogy a
mezheto.

¢) Hatdrozzuk meg az

3

R—=R =
!/ > f@) cos2x —cosx + 1

fiigguény értékkészletét. Hol veszi fel a fiigguény a maximumdt? (7 pont)

Megoldas. a) 700° < 2-360°, igy elég az els6 két periddust megvizsgalni. A sinx
minimuma az x = 270° 4+ k - 360° (k € Z) helyeken van. 39 - 7° = 273°, igy az els6
periédusban a hérom legkisebb értékhez tartozd hely: 273°, 266° és 280° (n = 39,
38 és 40 esetén).

A mésodik periédusban 90 - 7° = 630°, igy ebben az esetben a harom legkisebb
értékhez tartozé hely: 630°, valamint 623° és 637° (n = 90, 89 és 91 esetén).

Kihasznélva a szinuszfiiggvény menetét a minimumhelyének kornyezetében,
valamint, hogy sinz = sin(z + k - 360°), a hdrom legkisebb értékhez tartozé hely:
630°, 273° és 266°.

Tehat a sorozat elsé 100 tagja koziil a 90., a 39. és a 38. tag a harom legkisebb
(értékiik —1, illetve kozelitéleg —0,9986 és —0,9976).
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b) A Xkifejezés akkor értelmezhetd, ha a nevezdje nem nulla. A nevezét atala-
kitva:

=
2 474
ezért a nevezd semmilyen valés z-re nem nulla, tehat a kifejezés valéban minden
valds x-re értelmezheto.

5 1V 33
cos“x —cosxr+1=[cosz—=| +—- > —

¢) Minden valés x-re

1
(cosxf%)er§ -

A fiiggvény értékkészlete tehat az [1;4] intervallum (és folytonossdga miatt az in-
tervallum minden elemét fel is veszi).

Maximumat ott veszi fel, ahol a tort nevezdje minimaélis, tehat cosx — % =0,
azaz cosT = % Ekkor
T
x:j:§+2k'7r, keZ.

8. G egy tizpontu egyszerid graf, melynek dsszesen 6 éle van.

a) Igaz-e, hogy G csicsai kizt biztosan van legalabb egy olyan, amelynek a fok-
szama legaldbb 27 (2 pont)

b) Igaz-e, hogy G csicsai kézt biztosan van legaldbb két olyan, amelynek a fok-
szama legaldbb 27 (2 pont)

Eqy szabdlyos tizszog legrovidebb dtloja egységnyi hosszisdgi.

¢) Hatdrozzuk meg a tizszéq oldalainak hosszdt. (3 pont)

Az A, B, C, D és E pontok egy otpontu teljes graf csucsai. A grdf éler koziil
véletlenszeriien kiszineziink négyet.

d) Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az A, B, C, D, E pontokbdl
és a szinezett élekbdl dllé grdf fagrdf lesz. (9 pont)

Megoldas. a) Igaz. G csicsainak fokszdmosszege (a 6 él miatt) 12. A 10 csics
kozott igy biztosan kell lennie olyannak, amelynek a fokszama legalabb 2.
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haromszoget, melynek csticsai a tizsz6g harom szomszédos
cstcsa. Ennek a haromszognek az alapja a tizszog legro-
videbb atléinak egyike, szarai pedig a tizszog oldalai. Ezt
a haromszoget az alaphoz tartozé magassaga két egybe-
vago derékszogli haromszogre bontja. Egy ilyen hdromszogben: sin 72° = ==, ahon-

0,5
sin72° "~ 0,526.

A tizszog oldalai (hdrom tizedesjegy pontossdggal) 0,526 egység hossziiak.
d) I. megoldds. Az 6tpontu teljes graf éleinek szama: (g) = 10. Ezek koziil 4-et
= 210-féleképpen tudunk kivélasztani (6sszes eset szama). A szinezett élekbol

fagrafot az aldbbi haromféle (nem izomorf) graf esetén kapunk:
D D D
E QC E ; C E -~ ; C
A B A B A B

Az 1. tipus esetén 5-féleképpen vélaszthatjuk meg az dbran A-val jelolt ne-
gyedfokt csicsot, ilyenbdl tehat 5 darab van.

\ b) Nem igaz. Egy ellenpéldat mutat az dbra.
¢) A szabdlyos tizszog egy belsd szoge 144°. Jelol-
je a keresett oldalhosszt x. Tekintsiik azt az egyenld szara

nan r =

10

A 2. tipus esetén az abran B-vel jelolt harmadfoku csicsot 5-féleképpen va-
laszthatjuk meg. A B-b8l indulé 4 é kziil () = 4-féleképpen valaszthatjuk ki
a kiszinezett 3-at, majd 3-féleképpen a negyedik szinezett élt (mely az el6bb ki-
véalasztott élek egyikének végpontjat koti dssze az otodik csicesal). Ilyenbdl tehdt
5-4-3 =60 darab van.

A 3. tipus esetén a négy szinezett él egy 4 hosszisagu utat alkot. Az Ut csi-
csainak sorrendjét 5! = 120-féleképpen vilaszthatjuk meg, de minden utat kétszer
szamoltunk (oda és vissza is), tehat ilyenbdl % = 60 darab van. A kedvez6 esetek
szama tehat b 4 60 + 60 = 125, a keresett valosziniiség pedig

125 25

Pa

II. megoldds. Az dtpontu teljes graf éleinek szama: (g) = 10. Ezek koziil 4-et
( 4) = 210-féleképpen tudunk kivélasztani (Osszes eset szdama). Mivel a szinezett
élek szama 4, a szinezett élekbdl all6 graf pontosan akkor lesz fagraf, ha osszefiiggd.
Komplementer mdédszerrel dolgozunk: megszamoljuk, hany olyan szinezés van, ami-
kor a szinezett élekbdl dll6 graf nem Osszefiiggd. Ha nem Osszefiiggs a graf, akkor
vagy egy-egy 3 és 2 pontu, vagy egy-egy 4 és 1 pontid komponensre esik szét.
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Az els6 esetben egy 3 hossziisagi kor és egy ettdl diszjunkt él van kiszinezve.
A kor pontjait (g) = 10-féleképpen valaszthatjuk ki, a negyedik szinezett él ezek
utan egyértelmiien adott. Ez a tipus tehat 10 kiilonb6z6 szinezés esetén adodik.

Ha van egy 4 pontbdl allé komponens, akkor az 6todik, izoldlt pontot 5-féle-
képpen valaszthatjuk ki, majd a maradék 4 csics kozott tetszélegesen hizhatunk
be a 6 lehetséges koziil 4 élt. Ebbél tehdt 5 - (i) = 75-féle lehetséges szinezés adodik.
A kedvezotlen esetek szama 6sszesen 10 + 75 = 85, a keresett valdsziniiség pedig

210 -85 25
Pi= g = 45 (% 0,595).

Megjegyzés. A kedvezd esetek szdma az Gtponti ,szamozott” fak szamdval egyezik
meg. Cayley tétele szerint az n pontd szdmozott fik szdma n" 2, azaz n =5 esetén
éppen 125.

9. Két vdros kézti utat egy kamion odafelé 60 km/h, visszafelé 50 km/h dtlag-
sebességgel tett meg.

a) Hatdrozzuk meg a kamionnak a két it egészére vonatkozd dtlagsebességét.

(4 pont)
A tengeren lévd (pontszerinek te- H
kintett) H szigetrdl drut szdllitanak
a tengerparton lévé C' pontba. Az egye- 12
nesnek tekinthetd partvonalnak azon- 40
ban csak az AB szakaszdn tud kikotni A 15 B o,

a hajé (HA L AB), ezért itt dtrakodjdk
a rakomdnydt, és kiziton (a part mentén) kamionnal szallitjak el C-be. A rakodds
eqy Ordig tart. Az adatok: HA =12 km, AB = 15 km, AC = 40 km.

A hajo dtlagsebessége a vizen 8 km/h, a kamion dtlagsebessége koziton
40 km/h.

b) Melyik dtvonal a gyorsabb: a HAC vagy a HBC? Mennyi a szdllitdsi idd
az egyes utvonalakon? (4 pont)

¢) Az AB szakasz mely D pontjdn kisson ki a hajd, hogy a szdllitmdny a lehetd
leghamarabb eljusson C-be? Mennyi ekkor a szallitdsi idé? (8 pont)

Megoldas. a) Ha a két varos kozotti tdvolsdgot (km-ben) s jelsli, akkor odafelé
&g, Visszafelé pedig =5 ordig tartott az ut, Gsszesen tehdt g5 4 =5 ordig. A két 1t
egészére vonatkozd dtlagsebesség

2s 2 2 600
= = = — km/h =~ 54,5 km/h.

s, s 1,1 5, 6 ]
60 "5 60 "50 300 " 300

b) Meghatédrozzuk a két utvonalhoz tartozé szallitdsi id6t:

12 km L1 40 km
8 km/h 40 km/h

tuac = tua + trakodss + tac = = 3.5 éra.
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Pitagorasz-tétellel HB = VHA? + AB? = /369 (~ 19,2 km).

/369 km 25 km
t =t trakodas + tBC = 1 =~ 4,03 ora.
HBC = tHB * trakodas T tBC 8 km/h +1+ 10 km/h ora

A HAC utvonal a gyorsabb.

¢) Jelolje az AD tévolsdgot d. Ekkor a hajéval megtett it HD = /122 4+ d2.
A HDC 1t megtételéhez sziikséges id6 (éraban) d fiiggvényében:

V144 + d? 1 40 —d

tupc(d) = 8 40

AT@):]0;15] > R, T(d) =~ 14§+d +1+4 4 4 fijggvénynek ott lehet minimum-
helye, ahol a derivaltja 0. A derivaltfiiggvény a kovetkezo:

d 1
()= ——— — —.
(@) 8v144 +d2 40
d 1
T'(d) =0, ha ———— = —, azaz bd = /144 + d2.

8144 +d2 40’

Négyzetre emelhetiink d > 0 miatt, majd rendezve kapjuk, hogy
24d% = 144, azaz d =6 ~ 2,45 km.

Meg kell még vizsgalni, hogy az elsé derivalt zérushelye valéban minimumbhelye-e
a fiiggvénynek. Ehhez elegendd, ha d = v/6-ban negativbél pozitivba valt a fiigg-
vény eljele. Hogy ezt beldssuk, alakitsuk at 77(d)-t a kovetkez6képpen:

T’(d)—l [ a2 11 14+ -144 1
8 144 +d2 40 8 144 + d2 40

_ Lo 1

8 144+ d2 40

Kénnyen végiggondolhaté, hogy d novelésével T(d) is nd, tehat +/6-nal kisebb
d értékekre negativ, v/6-nal nagyobb d értékekre pedig pozitiv, ezért d = v/6 valéban
minimumhelye a fiiggvénynek.

—_

(A masodik derivalt el6jelét is vizsgalhatjuk:

e 8VI44+ 2 —d-8- ﬁ VI + @ — m 144
- 2 2 3"
64(144 + d2) 8(144 + a2) 8(144 + d2)3

Ez minden d-re, igy d = v/6-ra is pozitiv, igy d = v/6 valéban minimumhelye a fiigg-
vénynek.)

Az Ut megtételéhez sziikséges id6 ekkor

T(\/6)=7~1850+1+¥= M~347om
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Mivel a kapott eredmény a ]0; 15[ intervallumon teljesiil, {gy megéllapithatd, hogy
a D pontra kapott 3,47 6ra alacsonyabb az A pontbeli 3,5 éranal, valamint a B pont-
beli 4,03 érandl is, vagyis a [0;15] intervallumon, tehdt a teljes AB szakaszon
a D pontban torténé kikotésnél lesz a szallitasi id6 a legkisebb.

Megjegyzés. Belathat6, hogy a minimalis id6 Vhajs = Vkamion, valamint

arcsin (M) > AHB<

Vkamion

esetén a H BC tuthoz tartozik, egyébként pedig abban a D pontban érdemes kik6tnie a ha-
jonak, amelyre vvhaw = sin AH D< teljesiil. A feladatban szerepl$ adatokkal AD = /6,

kamion

HD = /150, és igy valéban

8  Unajo

1
in AHD< = = .
s < 5 40 Vkamion

Koncz Levente
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5255. Tiikrozzik kozéppontosan az ABC hdromszdg A csiucsdt B-re, B csi-
csat C-re, és C' csucsat A-ra, igy kapjuk rendre a Cy, Ay és By pontokat. Mutassuk
meg, hogy AAy, BBy és CCy hosszusagu oldalakkal hdaromszog szerkeszthetd.

(3 pont)

I. megoldas. Hasznaljuk az 1. dbra jeloléseit.

B,

1. dbra
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