7 Hol él a kvantumbit?
Utazds a dimenzidk kozott

A szamitastechnikdban az informécié alapegysége a bit, értéke 0 vagy 1 le-
het, igen vagy nem. Technikailag a bit altalaban egy aramkor, amin vagy atfolyik
az aram, vagy nem, ez jelzi a két dllapotot. A digitalis rendszerek minden adathal-
mazt 0-kbol és 1-esekbdl allo jelsorozatokra, vagyis voltaképpen kettes szamrend-
szerbeli szamokra forditanak le a szovegektdl a videdkig. A szamitégépek a bitek
nyelvét beszélik.

A kvantumszamitégépekben a bitek megfelel6i a kvantumbitek (qubitek). Bar
a gyakorlati megvaldsitasuk még gyerekcipében jar, a kvantumbitek miikodése,
a kvantumszamitégép programozasa elméletben mar egészen kidolgozott, izgalmas
teriilet. A kvantumbiteknek is két értékiik van, de csak akkor, ha megmérjiik. Addig,
amig nem torténik mérés, a kvantumbit egyszerre igen és nem, értéke egyszerre
0 és 1, de igazabdl egyik sem: az allapota valahol a két érték kozott ,,mozog”,
ugynevezett szuperpoziciéban van.

J6 asszocidcid, ha errdl Schridinger macskaja jut az esziinkbe. Maga
Schrodinger, a kvantummechanika egyik kidolgozdja az elmélet abszurditdsat pré-
balta érzékeltetni egy gondolatkisérlettel, amelyben egy dobozba zart macska mel-
lett egy fiolaban mérges gaz van, és az dllat egyszerre él16 és halott, mert egy kvan-
tumrendszer allapotatol tessziik fiiggdvé a mérget tartalmazé fiola kinyilasat. Esze-
rint a kérdés tehat az, hogy hogyan lehet egy macska egyszerre é16 és halott, egy
valasz egyszerre igen és nem, egy szam egyszerre 1 és 0.

A kvantumbit esetében ez a kérdés tgy sz6l, hogy milyen térben ,mozog”
az allapota. Talan meglepé médon a kvantumbiteknek ezt a furcsa viselkedését
egy geometriai konstrukciéval lehet jol leirni, ez a cikk errél a konstrukciorol szél.
A geometriai alakzat, amit megmutatunk, a négydimenzios térben helyezkedik el,
ami minddssze annyit jelent, hogy a pontoknak nem ketté6 vagy harom, hanem
négy koordinatajuk van. No meg azt, hogy nehezebb elképzelni 6ket, hogyan is
néznek ki. De egy tigyes triikkel visszavetitve ezt a négydimenzids alakzatot a hdrom
dimenziéba lenytigozéen csavargd korvonalakként abrazolhatjuk. Ezt hivjak Hopf-
fibralasnak, Heinz Hopf német matematikusrol elnevezve. A fibralds meg nagyjabol
szalakra bontast jelent, mert — mint ki fog deriilni — a kvantumbit allapotait mint
egymads melletti vonalakbdl felépiilé alakzatot képzelhetjiik el.

Persze kérdés, hogy miért kell egy ilyen jelenséget mint a kvantumbit geomet-
riailag leirnunk, mit segit ez példdul a kvantumszamitégépek vagy a szupravezetés
megértésében. A vélasz az, hogy a geometriai kép mindig segit, méasfajta ralatast
ad a probléméra, ugyanigy, mint egy abra. Még akkor is, ha tobb dimenzids, mint
ameddig a szemléletiink elér. Az igazi kérdés inkdbb az lehetne, hogy miért j6 az em-
beriségnek a kvantumszamitogép és a szupravezetés. Ez a kérdés kikeriilhetetlen, de
nagyon messzire vezet. Ezt most nem részletezziik, de gondolkodnia mindenkinek
érdemes rajtal
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Minket tehat a geometriai kép érdekel, de mivel fizikai jelenségekrol van szo,
érdemes az egészet kontextusba helyezni. Aki mar taldlkozott a most megemlitésre
keriil6 dolgokkal, rdjuk ismerhet, és ha valakit jobban érdekelnek, az példaul az Az
atomoktol a csillagokig® eléadéassorozat vidediban megtaldlja mindegyiket.

A 20. szazad elején nem csak a miivészetekben, de a tudoményban is avantgar-
de irdnyzatok kaptak szdarnyra. A képzeletiink hatarait surold, dlomszerti vilagké-
pek léptek az addig egyeduralkodé newtoni ,bilidrdgolyé-valosdg” helyébe. Albert
Finstein relativitdselmélete szerint nagy sebességek esetén egészen masképpen vi-
selkedik a tér és az idS, mint azt megszoktuk [1].T A relativitaselmélethez fiiz6dik
a tomeg és az energia kapcsolatat megfogalmazé E = m - ¢? formula, vagy a gravi-
taciét tjraértelmezo gorbilt téridé koncepcidja. Ezekrdl a tovabbiakban nem lesz
sz0, ugyanis minket most a masik akkoriban kialakulé fizikai iranyzat érdekel in-
kabb, a kvantummechanika. A nanométeres mérettartomanyokban miikodo, elemi
részecskék vilagat magdban foglald elméletet tobbek kozott Werner Heisenberg,
Erwin Schrodinger és Albert Einstein dolgozta ki a 20. szdzad elsé felében.

A kvantummechanika legismertebb kovetkeztetése a hullam-részecske kettds
természet. Kidertiilt, hogy a fény, amire addig f6leg hullaimként gondoltak, részecs-
keként is viselkedik, fotonokbdl all. Mindekoézben az anyagi részecskék, mint példa-
ul az elektron, amire addig apr6 golyébisként gondoltak, hullamtulajdonsagokat is
mutat. Példaul a kétréses kisérletben mindkét résen egyidejlileg atmegy, és az er-
ny6n hullamok interferenciajara emlékezteté mintazatot mutatnak a becsapoédasok
helyei. A kvantummechanikai leirds ezért nem részecskékrél, de nem is hullamokrdl
sz0l, hanem ugynevezett hullamfiiggvényekrdl. Ezek irjak le az elmélet egy masik
bizarr jellemzGjét, a részecskék és a torténések véletlenszertiségét. Ha meg akarjuk
tudni egy részecskének valamilyen tulajdonsagat, példdaul a helyét, nem elére meg-
hatdrozott, hanem véletlenszerii valaszt kapunk a mérés soran. Akkor ,talalja ki”
a részecske, hogy hol van, amikor megmérjiik! Emlitsiik még meg azt a jellegzetes-
séget, amirdl az egész elmélet a nevét kapta. A  kvantum” adagocskat jelent, és arra
utal, hogy olyan mennyiségekrol, amiket bar addig folytonosan valtoztathaténak
képzeltek, de kideriilt, hogy csak bizonyos meghatarozott értékeket vehetnek fel,
csak kis kvantumonként valtozhatnak. Ilyen mennyiség példaul az energia. A foton
voltaképp az energia adagocskija.

a kettds rés az interferencia-kép

az ernyon
elektronok

A kétréses kisérlet

“http://atomcsill.elte.hu/NEW/
P A szerzd Uj vildgok teremtése cimii kényvében a témardl bévebben is olvashatunk.
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De hogyan allnak 6ssze ezek a jelenségek egy elméletté? Roviden arrdl van szo,
hogy a kvantummechanika egy nagyobb térben irja le a jelenségeket, mint amit
kozvetlentil érzékelni, mérni tudunk.

Képzeljiink el egy tavat, amiben a gyerekek tszkalnak, és tanité néni a partrol
vigyéz rajuk. O nem érzékeli a tavat, nem latja a gyerekeket, de van a toban néhany
boja, azokat — és csak azokat — érzékeli. Ha elkialtja magat, hogy hol vagy Pistike,
akkor Pistike szétnéz, odauszik egy véletlenszertien kivalasztott bdjédhoz, és ott
jelentkezik. A tanité néni pedig megéllapitja, hogy Pistike az 6t6s bdjanal van.
Pedig nem ott volt, csak a tanité néni kérdése miatt Uszott oda. A té felel meg
egy kvantumrendszer allapotainak, azaz a hullamfiiggvényeknek, a bojak pedig egy
mérés lehetséges kimeneteleinek, mi csupan ennyit érzékeliink a tobdl.

E D Egy kvantumbit ©nmagaban egy
rendszer. Olyan rendszer, aminek csak két
béjaja van, a mérés két lehetséges ki-
menetele. A kérdés tehdt, hogy milyen-
nek képzelhetjiik el azt a tavat, amely-
ben csak két béja van. Ezek a legegysze-

1 1 riibb kvantumrendszerek, a legkisebb ta-

*3 2 vak. De hol vannak ilyen kvantumbitek?

D E A kvantumbit az informécié egysége, ez fi-

Az elektron spinjének elmagyarazasa: zikailag tobbféleképpen is megvaldsulhat.
,Képzeld el 1igy, mint egy forgd golyét, A legismertebb az elemi részecskék spinje,
csak ez nem golyé és nem is forog.” ami egy adott irdnyban mérve allhat fel-

felé vagy lefelé. Hogy mi is az a spin, azt
— mint a mém is utal r4 — nem konnyu elképzelni.

A spint torténeti okokbdl forgastengelynek szoktak képzelni, de ez a kép nem
is pontos, és félrevezetd is lenne szdmunkra a tovdbbiakban [1].

A 2022-es fizikai Nobel-dijat a kvantumos osszefonddassal kapcsolatos kisér-
letekért adtak. Ha két részecske Osszefondédott dllapotban van, akkor egyikiiknek
sem hatarozott a spinje, de ha az egyikét megmérjiik, akkor onnantél mar a ma-
siknal csak egyféle spint lehet mérni. Akkor is ezt tapasztaljuk, ha nagyon messze
van egymastdl a két részecske. De a spinen kiviil van sok més kvantumbit is, pél-
daul a kétréses kisérlet, ahol az a két allapot, hogy melyik résen megy keresztiil
a részecske. Ugyancsak egy kvantumbit informaciét hordoznak azok a szupravezetd
aramkorok is, amikben mindkét irdnyban egyszerre megy aram, de ha megmérjiik,
akkor véletlenszertien bedll az egyik irdnyba.

Els6 megkozelitésben a kvantumbit egy még le nem esett pénzérme. Minden
pillanatban tartozik hozza egy valdszinliség, hogy ha épp most érné el a talajt,
mennyi lenne a fej valésziniisége (pl. 30%, azaz 0,3), és persze ez méar meghatéroz-
za az {rasét is (pl. 70%, azaz 0,7). Ha ez csak ennyi lenne, akkor azt mondandnk,
hogy a kvantumbit éllapota egy szakaszon ,,é1”, a [0, 1] intervallumon, hiszen a va-
16szintiség egy 0 és 1 kozotti szam. De a teljes kvantummechanikai allapot ennél
gazdagabb, annak csak egy vetiilete ez a valészintiség. A teljes allapotot — jeldljitk
U-vel — két sfkbeli vektor (u és v) jellemzi, ezeket két dramutatéként is elképzel-
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hetjiik. Am ezek furcsa mutatdk, mert
nem csak tekergetni lehet ¢ket, méghoz-
za egymastdl fiiggetleniil, de a hossza-
ik is allithatéak. Az u vektor hosszé-
nak a négyzete az igen-nek (az 1l-nek),
a v hosszdnak a négyzete a mem-nek
(a 0-nak) a valdszintisége. De az dllapot-
hoz hozzatartozik a két vektor irdnya is.
Mindkét vektort tudjuk forgatni és nyj-
tani, de ha az egyiket nyujtjuk, a masik
megrovidiil.

Milyen térben mozog tehat a kvantumbit, vagyis mi azon pontok halmaza,
amikben eléfordulhat? (Megmérni persze tovdbbra is csak a mar emlitett két ,bdja-
nal” tudjuk, az 1 vagy a 0 allapotban.) Egy koordinata-rendszerben a két helyvektor
végpontjai u = (z,y) és v = (z,w). Vagyis egy konkrét ¥ éllapotot ezzel a 4 koordi-
nataval — x, y, z és w — jellemezhetiink, tehat az allapot a négydimenzids tér egy
pontja. De hogyan képzeljiink el egy négydimenziés teret? Erre nagyon sok lehet-
séges vialasz van [1], de most szdmunkra a legpraktikusabb, ha gy gondolunk r4,
mint két sikbeli mutatd Gsszes lehetséges allasara, amit persze térként elképzelni
nem is olyan egyszerii.

Azonban a mutatéknak nem min- 224yt 424wt =1
den alldsa megengedett, ugyanis az igen
és a nem valoszinlisége Osszesen 1 kell,
hogy legyen. Tehét @

ul v =1,

de tekintve, hogy a Pitagorasz-tétel szerint |u|2 =224 y? és |v\2 =22+ w?, azt
kapjuk, hogy az z2 + y? + 22 + w? = 1 egyenléségnek kell teljesiilnie.

Mit jelent ez? Miképpen a sikon 2% 4 y? = 1 egy origd kozéppontii 1 sugart kor
egyenlete — hiszen azt fejezi ki, hogy az (x,y) pont az origétdl 1 tavolsidgra van —,
a térben 22 + 1% + 22 =1 az origd kozépponti 1 sugari gémbfeliilet egyenlete,
22 + 42 + 22 + w? = 1 a négy dimenzids térbeli — szintén origd kozépponti és 1 su-
gard — gomb egyenlete, vagyis azt fejezi ki, hogy az (x,y, z,w) pont az origdtdl
1 tavolsagra van.

Az a t6 tehat, amelyben egy kvantumbit ¢ allapota mozoghat, egy négydimen-
zids térbeli gombfeliilet. A gdmbok csalddja a korvonallal kezdédik, ez egydimenzids
(1D gomb) és a hdromdimenziés térbeli gombfeliilettel folytatédik, ami mint felii-
let, kétdimenziés (2D gomb). A csalad kovetkezd tagja a négydimenziés térbeli
gombfeliilet, 6 maga hdromdimenziés (3D gomb) [1].

De van még egy csavar — a sz6 szoros értelmében is — a dologban! Ugyanis a fi-
zikai tulajdonsdgok szempontjabdl csak a két mutatd hosszusdga szamit (ugye ezek
hatérozzak meg a valdszintiiségeket) és az dltaluk bezart szog. Azaz ha a két vektort
egyszerre elforgatjuk ugyanazzal a szoggel, az fizikailag érdemben nem kiilonb6zo

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/ 199



eset. Mi lehet akkor a fizikailag relevans dllapotok tere? Az tsszes lehetséges hossz
a hozzajuk tartozé Osszes lehetséges kozbezart szoggel.

Egy konkrét dllapot esetén fix az u és a v hossza, meg az altaluk bezart szog is.
Még nem rogzitett viszont ennek az egész rendszernek a helyzete a stkon. Minden al-
lapotot el tudunk forgatni uigy, hogy az u mutaté az x —y sikon az x tengely pozitiv
irdnyaba mutasson, és ilyenkor a fizikai allapotot meghatarozza a v mutaté allasa
— hiszen az u hosszisdgit meghatarozza v hosszusiga, az iranyat meg lefixaltuk.
A v mutaté az egységsugari korlap barmelyik pontjaba mutathat, tehdt azt mond-
hatnank, hogy a fizikailag relevans dllapotok tere egy korlap. De vegyiik észre, hogy
ha a v hosszusaga 1, vagyis a korlap peremére mutat, akkor az u 6sszemegy null-
vektorra. Ilyenkor a két mutatd egyszerre
forgatasaval igazabdl a v forog a korvona-
lon, ezek tehat fizikailag ugyanazt az alla-
potot jelolik, ez az &llapot az egyik bdja,
a mem, hiszen az igen valdsziniisége ilyen-
kor 0. Tehat a fizikailag relevans allapotok
tere egy korlap, aminek a peremkore egyet-
len pontnak szamit. Olyan, mintha egy kor-
lap alakd batyu peremét tsszehiznank egy
pontta. Mit kapunk? Egy 2D gombfeliiletet.
Ezt talan konnyebb elképzelni, ha ratekin-
tiink az dbrdn levo térképre, amin a korlap
teljes peremkore egyetlen pontot jeldl, a déli
sarkot.

Tehat mig az Gsszes allapotok tere a 3D gombfeliilet, a fizikailag érdemben
kiilonbozé éllapotok tere a hagyoméanyos 2D gombfeliilet. A fizikusok ezt hivjak
Bloch-gombnek. A két béja, az igen (v = (0,0)) és a nem (u= (0,0)), a gdmbfelii-
let két pélusa, erre utal az, hogy fel- vagy lefelé all a spin. A koztiik 16vo szélességi
korok egy-egy konkrét valoszinliségnek felelnek meg, példaul az egyenlité pontjai-
ban az igen és a nem valdsziniisége egyarant 50%.

Ha valaki jéban van a komplex szamokkal . ..

. annak ezt az egészet sokkal tomorebben is el lehet mondani. A muta-
tok az u =z 4+ yi és v = z + wi komplex szamok, maga az allapot pedig egy
kétdimenziés komplex vektor:

U = (u,v).
A fizikusok szeretik a két bazisvektort — a béjakat — igy jelolni:
1) =(1,0) é 10)=(0,1),

és igy az allapot
U =ul0)+v|l).

Vagyis az allapot a kvantumbit 0 és 1 értékeinek szuperpozicidja, azaz komp-
lex egyiitthatds linearis kombinacija. Tobb dllapotu rendszer esetén ugyanez
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torténik, a mérhetd allapotok szuperpoziciéjaként egy megfeleld dimenzids
komplex vektort kapunk.

A Bloch-gobmbon a megfelel pontot tigy kapjuk meg, ha az u és v komplex
szamokat atirjuk trigonometrikus alakba:

u=r(cosa+i-sina) és v=s(cosf+1i-sinp),

majd a szogek kiillonbségére bevezetjikk a o = 8 — « jelolést. Mivel r és s pozitiv
és 12 4 s = 1, ezért van olyan 6 szog, amire a < § < m/2és 1 = cosd és s =sind.
Ekkor a ¥ allapothoz hozzarendelhetjiik a gombfeliiletnek azt a pontjat, aminek
© a hosszisdgi koordinédtaja, amelyre igy teljesiil, hogy 0 < ¢ < 27, és 6 =20 a
szélességi koordindtaja, amire pedig a 0 < 0 < 7 egyenlotlenség teljesiil.

0}, =

Im

1)

A két komplex szdm szdge és hossza, és a Bloch-gomb koordindtai

Feladat: Ellenorizziik, hogy igy valéban egy joéldefinialt pontot adtunk meg
a korvonalon, ami csak a WU-hez tartozé fizikailag relevans allapottdl fiigg. Mu-
tassuk meg, hogy ez ugyanaz a konstrukcié, mint az u mutaté beforgatasa, majd
a batyu peremének 6sszehtizasa.

A két mutatd egyiittes korbeforgatdsa altal minden fizikailag kiilonb6z6 al-
lapothoz korvonalnyi sok tényleges allapot tartozik. Geometriailag ez azt jelenti,
hogy a 2D gombfeliilet minden pontjahoz tartozik egy korvonal a 3D gombfeliile-
ten, és ezek a korok kitoltik a 3D gombfeliiletet, azaz minden pont pontosan egy
ilyen koron van rajta. Ezt nevezik Hopf-fibrdldasnak: a 3D gémbfeliilet 2D gomb-
felilletnyi sok 1D gombfeliilet — azaz korvonal — unidja. (Ezeket a koroket nevezik
Hopf-koroknek.) Ezt persze nagyon nem koénnyti elképzelni. Vajon meg tudjuk je-
leniteni valahogy ezeket a koroket?

Elég reménytelennek tiinik, de meg lehet csindlni! A sztereografikus projek-
cié segitségével egy 2D gombfeliiletet egy pontjabdl ki tudjuk vetiteni a gémbot
az atellenes pontjaban érint6 sikra, ahogy az dbra mutatja.
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a pont a ,végtelenben”

A sztereografikus projekcid

Egyediil a vetitési pontnak nem lesz képe, vagy ha ugy tetszik, a végtelenbe
vetiil. Ugyanezen a médon a 3D gombfeliiletet kivetithetjiik a haromdimenzids tér-
be egyik pontjabdl. Ezaltal a Hopf-korok képei egymassal hurkolédé korok lesznek,
a korok mindegyike egy-egy fizikailag relevans allapotot jelenit meg. A kozépsé viz-
szintes kor az egyik bdja (példdul az igen), a kozéppontjan dtmend meréleges egye-
nes pedig a masik béja (a nem). A tobbiek egyre dagadtabb téruszfeliileteken ferdén
futé korok, egyszer megkertilik a téruszt a merididn irdnyban (megkeriilik a térusz
csovét), és longitiidd irdnyban is (a térusz ko-
zépkore mentén korbe). Az egyre dagadtabb
toruszok felelnek meg a Bloch-gémb szélessé-
gi koreinek, tehat a konkrét valdszintiségeknek.
Ahogy a szélességi kor rasziikiil a gomb egyik
polusara, a hozza tartozé torusz az igen-korré
huzodik 6ssze, a mésik polusnél pedig a vég-
telen mérettivé dagadd torusz a nem egyenesé-
re huzédik ré. Persze a 3D gombben az Gsszes
Hopf-kor ugyanakkora méretii, és a nem egye-
nese is egy ugyanilyen kor, csak a térben a ve-
tités miatt kiillonb6z6 méretiiek lettek, ahogy
Hopf-fibrdlds a térben az arnyékok is megnytulnak.

Osszefoglalva, egy kvantumbit allapotait a Hopf-fibrélds szemléltetheti. A tel-
jes allapotok a négydimenzids térbeli 3D gombfeliilet pontjai, a fizikailag relevans
allapotok a haromdimenzids térbeli 2D gombfeliilet pontjai. A 2D gombfeliilet min-
den pontjahoz tartozik egy kor a 3D gombfeliileten, ezen helyezkednek el az azonos
fizikailag relevans allapotok.

Ezek a korok alkotjak a Hopf-fibraldast, ami a sztereografikus projekcié segit-
ségével a haromdimenzids térben is megjelenithetd. Niles Johnson animécidjan jol
kovethetdek ezek a korok: https://youtu.be/AKotMPGFJIYk.

Irodalom

[1] Pintér Gergd: Uj vildgok teremtése — Geometriai képzetek és képzddmények, Typotex
Kiadé (2020).

Pintér Gergo

202 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/





