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Szenvedély és kotelesség —
| | 400 éve sziiletett Blaise Pascal

1623. junius 19-én sziiletett Blaise Pascal.
Sokoldalu gondolkodd volt, szdzadanak és a tu-
domaény torténetének egyik legnagyobb forméatu-
mu alakja, akinek egész életét a tudomanyos ki-
vancsisag, a keresztény hit megélése és az erkolcesi
kotelesség harmasa hatdrozta meg.

Pascal kiemelked&t alkotott a geometria és
a valészinliségszamitas terén, szamoldgépet épi-
tett, a hidrosztatikaban is maradandé a teljesit-
ménye, megfogalmazta az omnibusz vagy tagabb
értelemben a kozosségi kozlekedés otletét, és filo-
zofusként, iroként is hatalmas egyéniség volt.

Edesanyja koran meghalt, igy a gyenge fizi-
kumu Pascalt és két lanytestvérét édesapjuk ne-
velte. Pascal lelkesedésére jellemz6, hogy mikor
mintegy véletlenill tudomast szerzett a geometriardl, szenvedélyesen vetette ma-
gat az elé keriilo problémak megoldasaba. Tizenharom évesen mar Mersenne-nel
levelezett, és tizenhat éves koraban megjelent elsé nyomtatott munkdja Tanulmany
a kupszeletekrsl cimmel. Ebben szerepelt annak a tételnek egy megfogalmazésa,
amelyre maig Pascal-tételként hivatkozunk:

Blaise Pascal

Ha egy hatszég csicsai egy kipszeleten (vagy specidlisan egy kiéron) fekszenek,
és a szemkozti oldalparok metszik eqymdst, akkor ezek a metszéspontok egy egyene-
sen vannak.

Pascal csalddfdjinak egy részlete

1640-ben, minddssze tizenhét évesen megalkotott egy gyorsan miikodo mecha-
nikus szamolégépet.
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1646-ban taldlkozott Torricellinek a vidkuum létezését igazoland6 higanyos
kisérletével, amelyet kiillonbozé magassdgokban és kiilonbozé folyadékokkal ismét
elvégzett, ezzel jellemezve a légnyomas természetét is.

Pascal mélyen hitt Istenben, de nem az egyhdzi f6sodorhoz, hanem a janze-
nistakhoz tartozott. Fiktiv leveleit, melyekben a korszakot meghatarozo jezsuitdk
tekintélyelviiségét birdlja, a Port Royal des Champs ciszterci kolostorban irta meg
Louis Montalte néven. Ez az els6 megtérése utan volt, amely apja balesetének ha-
tasdra tortént.

Ekkoriban kezdett foglalkozni a matematikai valészintiség fogalmaval, az esé-
lyek, az igazsdgos osztozdsok és a szerencsejaték vilaganak matematikai lefrasaval.
Fermat-val is levelezett e témaban.

1654-ben irta meg az Ertekezés az aritmetikai hdromszdgekrdl cim munkajat.

Ebben szerepel a manapsag Pascal-haromszognek nevezett konstrukcié és egyebek
n

mellett az (Z) = (k—l) + (Z:i) Osszefiiggés is.

1658-ban egy alkalommal hirtelen ratort az elviselhetetlen fogfajds. A kint
Pascal koncentralt és megfeszitett gondolkodassal csillapitotta, és egy éjszaka alatt
tobb lényeges allitdst is igazolt a cikloissal kapcsolatban. Négy feladat megolddsanal
olyan eszkozokre volt sziitkség, amelyek megalkotdsa soran Pascal a differencial-
és integralszamitas alapjait is vazlatosan kidolgozta. Fzt az utolsé tudoményos
munkajat Amos Dettonville alnéven irta, a név a Louis Montalte anagramméja
(u =v).

1659-t61 1662-ben bekovetkezett halaldig mar nem foglalkozott se matematika-
val, se fizikdval. Eletének utolsé idejébdl szarmazé feljegyzéseit Gondolatok cimen
kozolték halala utan. Ebben fogalmazza meg példaul azt az allitasat, hogy érdeme-
sebb Isten létezésére fogadni, mint a nem létezésére. Nagy hatasu filozofiai munka
ez, melynek egyik legkarakteresebb jellemzGje a vilagos és szép stilus. Ugyanez jel-
lemezte matematikai szovegeit is, amelyekben idegenkedett a formalis leirdsoktol.

Miért fontos megemlékezniink errdl az évfordulérol?

Mert Pascal szerteagazé érdeklédése és tudomanyos munkéassdganak lényeglato
kérdésfelvetései, valamint a kérdések megvalaszolasanak onkritikus szigora ma is
tampontot jelenthet, hatdsa ma is érvényesiil.
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7 Hol él a kvantumbit?
Utazds a dimenzidk kozott

A szamitastechnikdban az informécié alapegysége a bit, értéke 0 vagy 1 le-
het, igen vagy nem. Technikailag a bit altalaban egy aramkor, amin vagy atfolyik
az aram, vagy nem, ez jelzi a két dllapotot. A digitalis rendszerek minden adathal-
mazt 0-kbol és 1-esekbdl allo jelsorozatokra, vagyis voltaképpen kettes szamrend-
szerbeli szamokra forditanak le a szovegektdl a videdkig. A szamitégépek a bitek
nyelvét beszélik.

A kvantumszamitégépekben a bitek megfelel6i a kvantumbitek (qubitek). Bar
a gyakorlati megvaldsitasuk még gyerekcipében jar, a kvantumbitek miikodése,
a kvantumszamitégép programozasa elméletben mar egészen kidolgozott, izgalmas
teriilet. A kvantumbiteknek is két értékiik van, de csak akkor, ha megmérjiik. Addig,
amig nem torténik mérés, a kvantumbit egyszerre igen és nem, értéke egyszerre
0 és 1, de igazabdl egyik sem: az allapota valahol a két érték kozott ,,mozog”,
ugynevezett szuperpoziciéban van.

J6 asszocidcid, ha errdl Schridinger macskaja jut az esziinkbe. Maga
Schrodinger, a kvantummechanika egyik kidolgozdja az elmélet abszurditdsat pré-
balta érzékeltetni egy gondolatkisérlettel, amelyben egy dobozba zart macska mel-
lett egy fiolaban mérges gaz van, és az dllat egyszerre él16 és halott, mert egy kvan-
tumrendszer allapotatol tessziik fiiggdvé a mérget tartalmazé fiola kinyilasat. Esze-
rint a kérdés tehat az, hogy hogyan lehet egy macska egyszerre é16 és halott, egy
valasz egyszerre igen és nem, egy szam egyszerre 1 és 0.

A kvantumbit esetében ez a kérdés tgy sz6l, hogy milyen térben ,mozog”
az allapota. Talan meglepé médon a kvantumbiteknek ezt a furcsa viselkedését
egy geometriai konstrukciéval lehet jol leirni, ez a cikk errél a konstrukciorol szél.
A geometriai alakzat, amit megmutatunk, a négydimenzios térben helyezkedik el,
ami minddssze annyit jelent, hogy a pontoknak nem ketté6 vagy harom, hanem
négy koordinatajuk van. No meg azt, hogy nehezebb elképzelni 6ket, hogyan is
néznek ki. De egy tigyes triikkel visszavetitve ezt a négydimenzids alakzatot a hdrom
dimenziéba lenytigozéen csavargd korvonalakként abrazolhatjuk. Ezt hivjak Hopf-
fibralasnak, Heinz Hopf német matematikusrol elnevezve. A fibralds meg nagyjabol
szalakra bontast jelent, mert — mint ki fog deriilni — a kvantumbit allapotait mint
egymads melletti vonalakbdl felépiilé alakzatot képzelhetjiik el.

Persze kérdés, hogy miért kell egy ilyen jelenséget mint a kvantumbit geomet-
riailag leirnunk, mit segit ez példdul a kvantumszamitégépek vagy a szupravezetés
megértésében. A vélasz az, hogy a geometriai kép mindig segit, méasfajta ralatast
ad a probléméra, ugyanigy, mint egy abra. Még akkor is, ha tobb dimenzids, mint
ameddig a szemléletiink elér. Az igazi kérdés inkdbb az lehetne, hogy miért j6 az em-
beriségnek a kvantumszamitogép és a szupravezetés. Ez a kérdés kikeriilhetetlen, de
nagyon messzire vezet. Ezt most nem részletezziik, de gondolkodnia mindenkinek
érdemes rajtal
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Minket tehat a geometriai kép érdekel, de mivel fizikai jelenségekrol van szo,
érdemes az egészet kontextusba helyezni. Aki mar taldlkozott a most megemlitésre
keriil6 dolgokkal, rdjuk ismerhet, és ha valakit jobban érdekelnek, az példaul az Az
atomoktol a csillagokig® eléadéassorozat vidediban megtaldlja mindegyiket.

A 20. szazad elején nem csak a miivészetekben, de a tudoményban is avantgar-
de irdnyzatok kaptak szdarnyra. A képzeletiink hatarait surold, dlomszerti vilagké-
pek léptek az addig egyeduralkodé newtoni ,bilidrdgolyé-valosdg” helyébe. Albert
Finstein relativitdselmélete szerint nagy sebességek esetén egészen masképpen vi-
selkedik a tér és az idS, mint azt megszoktuk [1].T A relativitaselmélethez fiiz6dik
a tomeg és az energia kapcsolatat megfogalmazé E = m - ¢? formula, vagy a gravi-
taciét tjraértelmezo gorbilt téridé koncepcidja. Ezekrdl a tovabbiakban nem lesz
sz0, ugyanis minket most a masik akkoriban kialakulé fizikai iranyzat érdekel in-
kabb, a kvantummechanika. A nanométeres mérettartomanyokban miikodo, elemi
részecskék vilagat magdban foglald elméletet tobbek kozott Werner Heisenberg,
Erwin Schrodinger és Albert Einstein dolgozta ki a 20. szdzad elsé felében.

A kvantummechanika legismertebb kovetkeztetése a hullam-részecske kettds
természet. Kidertiilt, hogy a fény, amire addig f6leg hullaimként gondoltak, részecs-
keként is viselkedik, fotonokbdl all. Mindekoézben az anyagi részecskék, mint példa-
ul az elektron, amire addig apr6 golyébisként gondoltak, hullamtulajdonsagokat is
mutat. Példaul a kétréses kisérletben mindkét résen egyidejlileg atmegy, és az er-
ny6n hullamok interferenciajara emlékezteté mintazatot mutatnak a becsapoédasok
helyei. A kvantummechanikai leirds ezért nem részecskékrél, de nem is hullamokrdl
sz0l, hanem ugynevezett hullamfiiggvényekrdl. Ezek irjak le az elmélet egy masik
bizarr jellemzGjét, a részecskék és a torténések véletlenszertiségét. Ha meg akarjuk
tudni egy részecskének valamilyen tulajdonsagat, példdaul a helyét, nem elére meg-
hatdrozott, hanem véletlenszerii valaszt kapunk a mérés soran. Akkor ,talalja ki”
a részecske, hogy hol van, amikor megmérjiik! Emlitsiik még meg azt a jellegzetes-
séget, amirdl az egész elmélet a nevét kapta. A  kvantum” adagocskat jelent, és arra
utal, hogy olyan mennyiségekrol, amiket bar addig folytonosan valtoztathaténak
képzeltek, de kideriilt, hogy csak bizonyos meghatarozott értékeket vehetnek fel,
csak kis kvantumonként valtozhatnak. Ilyen mennyiség példaul az energia. A foton
voltaképp az energia adagocskija.

a kettds rés az interferencia-kép

az ernyon
elektronok

A kétréses kisérlet

“http://atomcsill.elte.hu/NEW/
P A szerzd Uj vildgok teremtése cimii kényvében a témardl bévebben is olvashatunk.
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De hogyan allnak 6ssze ezek a jelenségek egy elméletté? Roviden arrdl van szo,
hogy a kvantummechanika egy nagyobb térben irja le a jelenségeket, mint amit
kozvetlentil érzékelni, mérni tudunk.

Képzeljiink el egy tavat, amiben a gyerekek tszkalnak, és tanité néni a partrol
vigyéz rajuk. O nem érzékeli a tavat, nem latja a gyerekeket, de van a toban néhany
boja, azokat — és csak azokat — érzékeli. Ha elkialtja magat, hogy hol vagy Pistike,
akkor Pistike szétnéz, odauszik egy véletlenszertien kivalasztott bdjédhoz, és ott
jelentkezik. A tanité néni pedig megéllapitja, hogy Pistike az 6t6s bdjanal van.
Pedig nem ott volt, csak a tanité néni kérdése miatt Uszott oda. A té felel meg
egy kvantumrendszer allapotainak, azaz a hullamfiiggvényeknek, a bojak pedig egy
mérés lehetséges kimeneteleinek, mi csupan ennyit érzékeliink a tobdl.

E D Egy kvantumbit ©nmagaban egy
rendszer. Olyan rendszer, aminek csak két
béjaja van, a mérés két lehetséges ki-
menetele. A kérdés tehdt, hogy milyen-
nek képzelhetjiik el azt a tavat, amely-
ben csak két béja van. Ezek a legegysze-

1 1 riibb kvantumrendszerek, a legkisebb ta-

*3 2 vak. De hol vannak ilyen kvantumbitek?

D E A kvantumbit az informécié egysége, ez fi-

Az elektron spinjének elmagyarazasa: zikailag tobbféleképpen is megvaldsulhat.
,Képzeld el 1igy, mint egy forgd golyét, A legismertebb az elemi részecskék spinje,
csak ez nem golyé és nem is forog.” ami egy adott irdnyban mérve allhat fel-

felé vagy lefelé. Hogy mi is az a spin, azt
— mint a mém is utal r4 — nem konnyu elképzelni.

A spint torténeti okokbdl forgastengelynek szoktak képzelni, de ez a kép nem
is pontos, és félrevezetd is lenne szdmunkra a tovdbbiakban [1].

A 2022-es fizikai Nobel-dijat a kvantumos osszefonddassal kapcsolatos kisér-
letekért adtak. Ha két részecske Osszefondédott dllapotban van, akkor egyikiiknek
sem hatarozott a spinje, de ha az egyikét megmérjiik, akkor onnantél mar a ma-
siknal csak egyféle spint lehet mérni. Akkor is ezt tapasztaljuk, ha nagyon messze
van egymastdl a két részecske. De a spinen kiviil van sok més kvantumbit is, pél-
daul a kétréses kisérlet, ahol az a két allapot, hogy melyik résen megy keresztiil
a részecske. Ugyancsak egy kvantumbit informaciét hordoznak azok a szupravezetd
aramkorok is, amikben mindkét irdnyban egyszerre megy aram, de ha megmérjiik,
akkor véletlenszertien bedll az egyik irdnyba.

Els6 megkozelitésben a kvantumbit egy még le nem esett pénzérme. Minden
pillanatban tartozik hozza egy valdszinliség, hogy ha épp most érné el a talajt,
mennyi lenne a fej valésziniisége (pl. 30%, azaz 0,3), és persze ez méar meghatéroz-
za az {rasét is (pl. 70%, azaz 0,7). Ha ez csak ennyi lenne, akkor azt mondandnk,
hogy a kvantumbit éllapota egy szakaszon ,,é1”, a [0, 1] intervallumon, hiszen a va-
16szintiség egy 0 és 1 kozotti szam. De a teljes kvantummechanikai allapot ennél
gazdagabb, annak csak egy vetiilete ez a valészintiség. A teljes allapotot — jeldljitk
U-vel — két sfkbeli vektor (u és v) jellemzi, ezeket két dramutatéként is elképzel-
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hetjiik. Am ezek furcsa mutatdk, mert
nem csak tekergetni lehet ¢ket, méghoz-
za egymastdl fiiggetleniil, de a hossza-
ik is allithatéak. Az u vektor hosszé-
nak a négyzete az igen-nek (az 1l-nek),
a v hosszdnak a négyzete a mem-nek
(a 0-nak) a valdszintisége. De az dllapot-
hoz hozzatartozik a két vektor irdnya is.
Mindkét vektort tudjuk forgatni és nyj-
tani, de ha az egyiket nyujtjuk, a masik
megrovidiil.

Milyen térben mozog tehat a kvantumbit, vagyis mi azon pontok halmaza,
amikben eléfordulhat? (Megmérni persze tovdbbra is csak a mar emlitett két ,bdja-
nal” tudjuk, az 1 vagy a 0 allapotban.) Egy koordinata-rendszerben a két helyvektor
végpontjai u = (z,y) és v = (z,w). Vagyis egy konkrét ¥ éllapotot ezzel a 4 koordi-
nataval — x, y, z és w — jellemezhetiink, tehat az allapot a négydimenzids tér egy
pontja. De hogyan képzeljiink el egy négydimenziés teret? Erre nagyon sok lehet-
séges vialasz van [1], de most szdmunkra a legpraktikusabb, ha gy gondolunk r4,
mint két sikbeli mutatd Gsszes lehetséges allasara, amit persze térként elképzelni
nem is olyan egyszerii.

Azonban a mutatéknak nem min- 224yt 424wt =1
den alldsa megengedett, ugyanis az igen
és a nem valoszinlisége Osszesen 1 kell,
hogy legyen. Tehét @

ul v =1,

de tekintve, hogy a Pitagorasz-tétel szerint |u|2 =224 y? és |v\2 =22+ w?, azt
kapjuk, hogy az z2 + y? + 22 + w? = 1 egyenléségnek kell teljesiilnie.

Mit jelent ez? Miképpen a sikon 2% 4 y? = 1 egy origd kozéppontii 1 sugart kor
egyenlete — hiszen azt fejezi ki, hogy az (x,y) pont az origétdl 1 tavolsidgra van —,
a térben 22 + 1% + 22 =1 az origd kozépponti 1 sugari gémbfeliilet egyenlete,
22 + 42 + 22 + w? = 1 a négy dimenzids térbeli — szintén origd kozépponti és 1 su-
gard — gomb egyenlete, vagyis azt fejezi ki, hogy az (x,y, z,w) pont az origdtdl
1 tavolsagra van.

Az a t6 tehat, amelyben egy kvantumbit ¢ allapota mozoghat, egy négydimen-
zids térbeli gombfeliilet. A gdmbok csalddja a korvonallal kezdédik, ez egydimenzids
(1D gomb) és a hdromdimenziés térbeli gombfeliilettel folytatédik, ami mint felii-
let, kétdimenziés (2D gomb). A csalad kovetkezd tagja a négydimenziés térbeli
gombfeliilet, 6 maga hdromdimenziés (3D gomb) [1].

De van még egy csavar — a sz6 szoros értelmében is — a dologban! Ugyanis a fi-
zikai tulajdonsdgok szempontjabdl csak a két mutatd hosszusdga szamit (ugye ezek
hatérozzak meg a valdszintiiségeket) és az dltaluk bezart szog. Azaz ha a két vektort
egyszerre elforgatjuk ugyanazzal a szoggel, az fizikailag érdemben nem kiilonb6zo
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eset. Mi lehet akkor a fizikailag relevans dllapotok tere? Az tsszes lehetséges hossz
a hozzajuk tartozé Osszes lehetséges kozbezart szoggel.

Egy konkrét dllapot esetén fix az u és a v hossza, meg az altaluk bezart szog is.
Még nem rogzitett viszont ennek az egész rendszernek a helyzete a stkon. Minden al-
lapotot el tudunk forgatni uigy, hogy az u mutaté az x —y sikon az x tengely pozitiv
irdnyaba mutasson, és ilyenkor a fizikai allapotot meghatarozza a v mutaté allasa
— hiszen az u hosszisdgit meghatarozza v hosszusiga, az iranyat meg lefixaltuk.
A v mutaté az egységsugari korlap barmelyik pontjaba mutathat, tehdt azt mond-
hatnank, hogy a fizikailag relevans dllapotok tere egy korlap. De vegyiik észre, hogy
ha a v hosszusaga 1, vagyis a korlap peremére mutat, akkor az u 6sszemegy null-
vektorra. Ilyenkor a két mutatd egyszerre
forgatasaval igazabdl a v forog a korvona-
lon, ezek tehat fizikailag ugyanazt az alla-
potot jelolik, ez az &llapot az egyik bdja,
a mem, hiszen az igen valdsziniisége ilyen-
kor 0. Tehat a fizikailag relevans allapotok
tere egy korlap, aminek a peremkore egyet-
len pontnak szamit. Olyan, mintha egy kor-
lap alakd batyu peremét tsszehiznank egy
pontta. Mit kapunk? Egy 2D gombfeliiletet.
Ezt talan konnyebb elképzelni, ha ratekin-
tiink az dbrdn levo térképre, amin a korlap
teljes peremkore egyetlen pontot jeldl, a déli
sarkot.

Tehat mig az Gsszes allapotok tere a 3D gombfeliilet, a fizikailag érdemben
kiilonbozé éllapotok tere a hagyoméanyos 2D gombfeliilet. A fizikusok ezt hivjak
Bloch-gombnek. A két béja, az igen (v = (0,0)) és a nem (u= (0,0)), a gdmbfelii-
let két pélusa, erre utal az, hogy fel- vagy lefelé all a spin. A koztiik 16vo szélességi
korok egy-egy konkrét valoszinliségnek felelnek meg, példaul az egyenlité pontjai-
ban az igen és a nem valdsziniisége egyarant 50%.

Ha valaki jéban van a komplex szamokkal . ..

. annak ezt az egészet sokkal tomorebben is el lehet mondani. A muta-
tok az u =z 4+ yi és v = z + wi komplex szamok, maga az allapot pedig egy
kétdimenziés komplex vektor:

U = (u,v).
A fizikusok szeretik a két bazisvektort — a béjakat — igy jelolni:
1) =(1,0) é 10)=(0,1),

és igy az allapot
U =ul0)+v|l).

Vagyis az allapot a kvantumbit 0 és 1 értékeinek szuperpozicidja, azaz komp-
lex egyiitthatds linearis kombinacija. Tobb dllapotu rendszer esetén ugyanez
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torténik, a mérhetd allapotok szuperpoziciéjaként egy megfeleld dimenzids
komplex vektort kapunk.

A Bloch-gobmbon a megfelel pontot tigy kapjuk meg, ha az u és v komplex
szamokat atirjuk trigonometrikus alakba:

u=r(cosa+i-sina) és v=s(cosf+1i-sinp),

majd a szogek kiillonbségére bevezetjikk a o = 8 — « jelolést. Mivel r és s pozitiv
és 12 4 s = 1, ezért van olyan 6 szog, amire a < § < m/2és 1 = cosd és s =sind.
Ekkor a ¥ allapothoz hozzarendelhetjiik a gombfeliiletnek azt a pontjat, aminek
© a hosszisdgi koordinédtaja, amelyre igy teljesiil, hogy 0 < ¢ < 27, és 6 =20 a
szélességi koordindtaja, amire pedig a 0 < 0 < 7 egyenlotlenség teljesiil.

0}, =

Im

1)

A két komplex szdm szdge és hossza, és a Bloch-gomb koordindtai

Feladat: Ellenorizziik, hogy igy valéban egy joéldefinialt pontot adtunk meg
a korvonalon, ami csak a WU-hez tartozé fizikailag relevans allapottdl fiigg. Mu-
tassuk meg, hogy ez ugyanaz a konstrukcié, mint az u mutaté beforgatasa, majd
a batyu peremének 6sszehtizasa.

A két mutatd egyiittes korbeforgatdsa altal minden fizikailag kiilonb6z6 al-
lapothoz korvonalnyi sok tényleges allapot tartozik. Geometriailag ez azt jelenti,
hogy a 2D gombfeliilet minden pontjahoz tartozik egy korvonal a 3D gombfeliile-
ten, és ezek a korok kitoltik a 3D gombfeliiletet, azaz minden pont pontosan egy
ilyen koron van rajta. Ezt nevezik Hopf-fibrdldasnak: a 3D gémbfeliilet 2D gomb-
felilletnyi sok 1D gombfeliilet — azaz korvonal — unidja. (Ezeket a koroket nevezik
Hopf-koroknek.) Ezt persze nagyon nem koénnyti elképzelni. Vajon meg tudjuk je-
leniteni valahogy ezeket a koroket?

Elég reménytelennek tiinik, de meg lehet csindlni! A sztereografikus projek-
cié segitségével egy 2D gombfeliiletet egy pontjabdl ki tudjuk vetiteni a gémbot
az atellenes pontjaban érint6 sikra, ahogy az dbra mutatja.
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a pont a ,végtelenben”

A sztereografikus projekcid

Egyediil a vetitési pontnak nem lesz képe, vagy ha ugy tetszik, a végtelenbe
vetiil. Ugyanezen a médon a 3D gombfeliiletet kivetithetjiik a haromdimenzids tér-
be egyik pontjabdl. Ezaltal a Hopf-korok képei egymassal hurkolédé korok lesznek,
a korok mindegyike egy-egy fizikailag relevans allapotot jelenit meg. A kozépsé viz-
szintes kor az egyik bdja (példdul az igen), a kozéppontjan dtmend meréleges egye-
nes pedig a masik béja (a nem). A tobbiek egyre dagadtabb téruszfeliileteken ferdén
futé korok, egyszer megkertilik a téruszt a merididn irdnyban (megkeriilik a térusz
csovét), és longitiidd irdnyban is (a térusz ko-
zépkore mentén korbe). Az egyre dagadtabb
toruszok felelnek meg a Bloch-gémb szélessé-
gi koreinek, tehat a konkrét valdszintiségeknek.
Ahogy a szélességi kor rasziikiil a gomb egyik
polusara, a hozza tartozé torusz az igen-korré
huzodik 6ssze, a mésik polusnél pedig a vég-
telen mérettivé dagadd torusz a nem egyenesé-
re huzédik ré. Persze a 3D gombben az Gsszes
Hopf-kor ugyanakkora méretii, és a nem egye-
nese is egy ugyanilyen kor, csak a térben a ve-
tités miatt kiillonb6z6 méretiiek lettek, ahogy
Hopf-fibrdlds a térben az arnyékok is megnytulnak.

Osszefoglalva, egy kvantumbit allapotait a Hopf-fibrélds szemléltetheti. A tel-
jes allapotok a négydimenzids térbeli 3D gombfeliilet pontjai, a fizikailag relevans
allapotok a haromdimenzids térbeli 2D gombfeliilet pontjai. A 2D gombfeliilet min-
den pontjahoz tartozik egy kor a 3D gombfeliileten, ezen helyezkednek el az azonos
fizikailag relevans allapotok.

Ezek a korok alkotjak a Hopf-fibraldast, ami a sztereografikus projekcié segit-
ségével a haromdimenzids térben is megjelenithetd. Niles Johnson animécidjan jol
kovethetdek ezek a korok: https://youtu.be/AKotMPGFJIYk.

Irodalom

[1] Pintér Gergd: Uj vildgok teremtése — Geometriai képzetek és képzddmények, Typotex
Kiadé (2020).

Pintér Gergo
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Ilyen volt az els6 magyarorszagi ,,Matek az Utcan”

A Bolyai Térsulat idén el6szor kapcsolodott be a nemzetkozi Mathematics
in the Street eseménybe a Matematika Vildgnapja, vagyis a m-nap (3. hé 14.)
alkalmédbdl. Az idei vildgnap azért is kiilonleges, mert az UNESCO 2023-at Bolyai
Emlékévnek nyilvanitotta, hiszen idén lesz Bolyai Janos ,temesvari levelének” 200.
évforduléja, amelyben a nem-euklidészi geometria felfedezését jelentette be.

A Matematika Vildgnapja alkalmébol a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és
70 onkéntes az orszag 7 helyszinén rendezte meg a Matek az Utcdn eseményt, ahol
a jarokel6k felfedezhették a matematika ezerféle arcat.

Buffon-tik dobaldsa és drddglakatok a Blaha Lujza téren

A tevékenységek véltozatos kozonséget céloztak meg. Azokat, akik eddig nem
érdeklédtek a matematika irant, matematikai miivészettel, 6rdoglakatokkal, ma-
tematikatorténeti kvizzel és flashmobokkal szorakoztattak a szervezok, a ceglédi
m-flashmobrdél példdul latvanyos drénfelvétel is késziilt. Ugyanakkor a profi mate-
kosokat is rengeteg gondolkodnivalé varta, tobbek kozott:

e Budapesten fraktalok, Buffon-tiik és topoldgiai kisérletezés;

e Cegléden logikai fejtorok, becslési-mérési feladatok és stratégias jatékok;

e Debrecenben térbeli Galton deszka, csoportos NIM jatékok és Kaird otszogek;
e Nagykanizsan logikai jatékok és pivel kapcsolatos tevékenységek;

e Szombathelyen pentomindk, sakkfeladvanyok és Gombdoc;

e Veszprémben logikai jatékok és polydronépitkezés.

Az eseményen viéltozatos formaban keriilt el6 a m: kozelitették az értékét oridsi
emberkor és hullahoppkarikdk segitségével, késziilt 16 méteres papirkigyé a 7 elso
1260 szamjegyével, miivészeti alkotdsok késziiltek a m-rél, és lehetett lufit nyerni
a m egy-egy szamjegyével. Taldlos kérdés: miért kezdédott a ceglédi esemény 9:52
perckor?
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A m mérése hullahoppkarikdval Gyufaszem Szombathelyen
Nagykanizsan

Az eseményeket 70 onkéntes valositotta meg. Amikor a tarsulat meghirdette
a tagsdganak és a matematikatanar kozosségekben, hogy dnkénteseket keres az ese-
mény megvalésitasdhoz, még remélni
sem merte, hogy ilyen sok helyszinen
ennyire valtozatos programok lesznek.
Az 6nkéntesek matematikatanarok, ma-
tematikusok, egyetemi hallgaték és ko-
zépiskolai digkok voltak. Ok szervezték
meg a helyi eseményeket, toltotték fel
tartalommal, és vezették le a tevékeny-
ségeket az esemény napjan. Sok szak-
mai kapcsolat is épiilt, példaul a ceg-
lédi eseményt szervez6 matematika-

Polydronépitkezés Veszprémben
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tandrok megalapitottdk a Ceglédi P1 Klubot a hossziutavu egyiittmiikodés érde-
kében.

A ko6zonségben minden korosztaly el6fordult: totyogdk dobaltak Buffon-tiiket,
gyerekek versengtek aszfaltkvizben, felnéttek jatszottak a Logifaces és Poliuniver-
zum készletekkel, és nyugdijasok 1épkedtek életnagysagi sakktablan. Volt, aki csak
ebédelni indult, és ugy botlott az eseménybe, volt, aki tudatosan a programra ér-
kezett, és volt, aki a buszra vérva ugrott be egy jatékra. Az esemény meggy6zien
illusztralta a 2023-as Matematika Vildgnapja mottéjdt: a matematika mindenkié!

Szasz Réka

Gyakorl6 feladatsor ' % \

emelt szintli matematika érettségire \

I. rész L

1. Harom testvér, Dia, Viki és David Keszthelyrol Balaton koriili kerékpartu-
rara egyszerre indul. Dia 20 km/h sebességgel haladva 18 6ra 30 perckor, David
35 km/h sebességgel tekerve 14 érakor ért haza. Mekkora sebességgel haladt Viki,
ha & pontosan 15 érakor ért vissza Keszthelyre? (12 pont)

2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valés szamok halmazan:

2 +x—2 22249z —4
—22 45 —4 202 + 3x — 2

=2. (13 pont)

3. Az ABCD hurtrapéz D-bél indulé magassiganak talppontja az AB ala-
pon E, atléinak metszéspontja M. Tudjuk, hogy AE =4, EB =9 és BD A<t = 90°.

a) Mekkora a trapéz teriilete? (6 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy az M D A hiromszog teriilete mértani kézepe az M AB
és MCD héromszogek teriiletének. (7 pont)

4. Egy gila alaplapja egység oldali négyzet. Egyik oldaléle szintén egységnyi
hosszusagu és egybeesik a gula magassidgaval. Mekkora a gula szomszédos lapjai
altal bezart szogek koziil a legnagyobb? (13 pont)

II. rész

5. Blicc ir minden hétkéznap villamossal megy dolgozni, de sohasem vesz
jegyet. A villamosra minden nap p valdszintiséggel széll fel ellendr, és ilyenkor
7000 Ft-ra biinteti meg a jegy nélkiil utazdkat. Egy villamosjegy 350 Ft. Annak
a valoszintisége, hogy Blicc drnak biintetésmentes hete lesz: 0,1935.

a) Adjuk meg p értékét. (3 pont)
b) Mennyi az esélye annak, hogy Blicc urat pontosan kétszer biintetik meg
a kovetkez6 héten? (3 pont)
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¢) Blicc urat &prilis elsején megbiintették. Mennyi a valésziniisége annak, hogy
Blicc drnak anyagilag megéri, ha a biintetés utdn még harom hétig jegy nélkiil

utazik? (4 pont)
d) Hany utazés utdn lesz legaldbb 99,99% az esélye annak, hogy Blice ir nem
lssza meg a biintetést? (6 pont)

6. Szamolégép hasznalata nélkiil hatarozzuk meg az alabbi kifejezések pontos
értékét:

a) 10g2(1+1>+log2(1+;)+...+
+ log, (1 + 1) + log, (1 + 1); (8 pont)
14 15
b) 10g36 1 4 logss 2 + logzg 3 + logzs 4 + logzs 6 + logz 9 +
+1ogss 12 + logss 18 + logsg 36; (4 pont)
c) 2le2 . (2le5 4 5le2); (4 pont)
d) log, 25 - logs 16 - logy 27. (5 pont)

7. Adottak a ky : 22 +9%2 — 62 —4y —3=06s ko : 2° +9y? — 122+ 12y +63 =0
egyenletii korok. Tiikrozziik ki-et a P(1;5) pontra, a kapott kort jelolje k.

a) Irjuk fel k| egyenletét. (5 pont)

Megrajzolva a k és ko korok két-két kozos bels6 és kiilsd érintdit, azok rendre
a () és az R pontban metszik egymaést.

b) Hatdrozzuk meg a @ és az R pont koordindtdit. (11 pont)

8. Egy hdromszog oldalainak hossza a = 3, b =7 és ¢ = 8 egység.

a) Igazoljuk, hogy a hdromszog szogei szdamtani sorozatot alkotnak. (7 pont)

b) Adjuk meg a hdromszog beirt és koriilirt korének teriiletaranyéat. (6 pont)

¢) Mekkora részekre osztjak a befrt kor érintési pontjai a hdromszog oldalait?
(3 pont)

9. Az f(x) =ax®+bx +c (a#0) méasodfoki fiiggvény grafikonja Athalad

a P(1;6), Q(3;8) és R(7;0) pontokon.
a) Hatdrozzuk meg az a, b, ¢ egyiitthaték értékét. (6 pont)

b) frjuk fel a fliggvénygorbe 5 abszcisszdju pontjaban az érinté egyenletét.
(4 pont)

¢) Széamitsuk ki ezen érint6, a fiiggvény grafikonja és az x tengely dltal hatédrolt
sikidom teriiletét. (6 pont)

Fony6né Németh Ildiké, Fony6 Lajos
Keszthely
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Megoldasvazlatok a 2023/3. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. a) Hdny olyan, egész szdmokbdl dllé szdmhdrmas van, melyben a hdrom
szam szorzata 67 (Két szamhdrmast nem tekintink kilonbozének, ha csak a szamok
sorrendjében térnek el eqgymdstol.) (4 pont)

Oldjuk meg az aldabbi egyenleteket a valds szamok halmazan:
b) (z +1)(x —2)(x — 3) = 6; (5 pont)
¢) (sinzcosx —2sinx)(2sinx — 1) = 0. (5 pont)

Megoldés. a) Mivel 6 = 3 -2, ezért ha mindhdrom szdm pozitiv, akkor csak
a (6;1;1) és a (3;2;1) szamharmasok felelnek meg. Am hdrom szam szorzata
akkor is pozitiv, ha a szamok koziil pontosan kettd negativ és egy pozitiv, ezért
a fentiekbdl képezheték még a kovetkez6 megfeleld szémhdrmasok: (—6;—1;1),
(6; =13 =1), (=3;=2;1), (=32 —1) és (3; =25 -1).

Osszesen 7 megfelel$ szamhéarmas van.

b) A bal oldalon elvégezziik a kijelolt szorzdsokat és nulldra rendeziink:
23 — 422 + x = 0, majd kiemelhetiink z-et: z(z? — 42 + 1) = 0. A szorzat valame-
lyik tényezdje nulla kell, hogy legyen, ezért z; = 0. Az 22 — 4z + 1 = 0 egyenlet
megoldasai: x93 =2+ V/3. Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink.

¢) Kiemeliink sin z-et az els6 szorzétényezObdl: sinz(cosx — 2)(2sinx — 1) = 0.
A szorzat értéke pontosan akkor 0, ha legaldbb az egyik tényezéje 0. Ha sinx =
=0, akkor x; = km, k € Z, tovabba cosx = 2 nem lehetséges. Ha 2sinz — 1 =0,
akkor sinz = 1 igy x9 = % +2lm, l € Z vagy x3 = %ﬁ + mm, m € Z. Ekvivalens

2
atalakitasokat végeztiink.

2. Az ugynevezett normdl zenei A hang hang neve | frekvencia (Hz)
frekvencidja 440 Hz. Az egy oktdvval magasabb A 440
A hang frekvencidja éppen kétszer ekkora, azaz B
880 Hz. Kozottik 11 félhang” van, ld. a tab- 0
lazatot.

Két szomszédos félhang frekvencidjinak C
hdnyadosa dllandd, jelélje ezt az dllandét q. Cisz

a) Igazoljuk, hogy q értéke ot tizedesjegy D
pontossdggal 1,059 46. (4 pont) Disz

b) Hatdrozzuk meg a tdbldzatban az egy- E
mas utdn kovetkezd félhangok hidnyzo frekven- F
cidit egész Herzre kerekitve. (3 pont) Fisz

Ha két hang egyszerre szolal meg, az em- G
beri fil daltalaban azokat a hangkézoket hall- Cisz
ja  ,szépnek”, amelyekben a két megszolalo ;

. e A 880
hang frekvencidjinak hdnyadosa minél ,eqy-

szertibb” torttel fejezhetd ki. A kvint hangkdz
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példdul két olyan hang egyiittes megszolaldsdt jelenti, melyek 7 félhangnyi tdvolsdgra
vannak eqgymastol. A két hang frekvencidjinak hdnyadosa ilyenkor nagyon kozel van
a %-hez.

¢) Szamitsuk ki a két hang frekvencidjinak hdnyadosdt hdrom tizedesjegy

pontossdaggal €s hatdrozzuk meg, hogy a hdnyados hany szdzalékkal tér el a %—té’l.
(4 pont)

d) Tekintsiik névekvd sorrendben a félhangok frekvencidinak pontos értékét,
majd ezeknek az értékeknek a kettes alapi logaritmusdt. Az ezekbdl képzett sorozatot
jelolje {a, }. Vilasszuk ki az aldbbiak kozil az igaz dllitds betdjelét. (2 pont)

A) Az {a,} sorozat szdmtani sorozat, melynek differencidja %
B) Az {a,} sorozat szdmtani sorozat, melynek differencidja 2.

C) Az {an} sorozat mértani sorozat, melynek hdnyadosa %

D) Az {a,} sorozat mértani sorozat, melynek hdnyadosa 2.

Megoldas. a) 880 = 440 - ¢'?, azaz 2 = ¢'2, tehat ¢ = 1253, amely 6t tizedesjegy
pontossaggal valéban 1,059 46.

b) A hidnyz6 frekvencidk rendre:
466, 494, 523, 554, 587, 622, 659, 698, 740, 784, 831, 880.

c) A két hang frekvencigjanak ardnya ¢” ~ 1,4983, ennek az eltérése az 1,5-t61
0,0017, amely az 1,5-nek 0,11%-a.
d) A helyes vilasz betiijjele: A.

3. A 3z — 2y — 7 =0 egyenleti; eqgyenes merdleges az ax — 6y + 1 =0 egyenleti
egyenesre.

a) Hatdrozzuk meg a értékét. (4 pont)

A 3z —2y+ k = 0 egyenleti eqyenes az x-tengelyt a P, az y-tengelyt a QQ pont-
ban metszi.

b) Hatdrozzuk meg k lehetséges értékeit, ha az OPQ hdromszég teriilete 75 egy-
ség (O a koordindta-rendszer origdjdt jeldli). (7 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Az elsd egyenes egy normalvektora (3; —2), a méa-
sodiké (a; —6). Ha a két egyenes merdleges egymadsra, akkor a két normdlvektor
is meroleges egymasra, tehat skaldris szorzatuk értéke nulla, vagyis 3a + 12 =0,
ahonnan a = —4.

II. megoldas. Rendezziik y-ra az egyenleteket: y = %:c — %, illetve y = %x + %
Ha a két egyenes merdleges egymasra, akkor a meredekségeik szorzata —1, vagyis

. % = —1, ahonnan a = —4.

[JI9Y]

b) A P pontban y =0, {gy = = ,%7 a @) pontban pedig x = 0, igy y = g, tehét
P(— %; O), és Q(O; g) Az OPQ héromszog derékszogii, befogdinak hossza |— §|,

illetve |§|, igy a haromszog teriilete

5|13l _#

|- 3]
T = 5 =3 =75
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amelybél kapjuk, hogy k = £30. (Ezen k értékeknél az egyenes egy 10 és 15 egység
befogdju derékszogii haromszoget vag le a II., illetve a IV. siknegyedbél, s ezek
teriilete valéban 75 egység.)

4. A Boci tej 1 literes dobozban 380 forintba keril az tzletben, 2 deciliteres
dobozban pedig dobozonként 220 forintba.

a) Ha 2 deciliteres dobozokban vesziink dsszesen 1 liter tejet, akkor hdny szd-
zalékkal fizetiink tobbet, mint ha egy doboz 1 literes tejet vettink volna? (3 pont)

A 2 dl-es tejesdoboz — matematikai értelemben — hasonld az 1 litereshez. A tejet
forgalmazo cég szamdra a dobozokba télthetd tej dra a tej térfogatdval, a tejesdoboz
eldallitasi koltsége pedig a doboz felszinével egyenesen ardnyos. Egy liter dobozba
tolthetd tej a forgalmazo cég szamdra 210 forintba keril, az egy literes tejesdoboz
eldallitdasa pedig 80 forintba.

b) Hdny szdzalékkal keril téobbe az it darab 2 dl-es kiszerelést tej elddllitdsa,
mint az eqy doboz 1 literes kiszerelést tejé? (6 pont)

Mindségellendrzéskor a legydrtott tejesdobozoknak dtlagosan 4%-dt sériltnek
taldljdk.

¢) Hatdrozzuk meg annak a valdszindségét, hogy 10 véletlenszeriien kivdlasztott

tejesdoboz kéziil legfeljebb 1 sériiltet taldlnak. (4 pont)
Megoldas. a) Ot doboz 2 deciliteres tej ara 1100 forint, ez 720 forinttal tobb,
mint az 1 literes tej ara, igy % - 100 =~ 189%-kal fizetiink tobbet.

b) 2 dl tej elballitasi koltsége 42 Ft. Mivel 1 : 5 = 0,2, a dobozok hasonlésagdnak
aranya /0,2 (=~ 0,585). A 2 dl-es doboz felszine az 1 literesének ({”/@)2 ~ 0,342-
szerese (kb. 34%-a), gy a csomagoléanyag el6éllitasi koltsége (= 0,342 - 80 =)
27,4 Ft. Tehat a 2 dl-es kiszerelésti tej eléallitdsa dobozonként kb. 69,4 Ft. Az 6t
darab 2 dl-es csomagoldsu tej eléallitasi koltsége kb. 347 Ft, ami 590 9100 ~
~ 20%-kal t&bb, mint az 1 literesé.

¢) Az n =10 és p = 0,04 paraméter(i binomidlis eloszlast felhasznalva:

P(legfeljebb 1 sériilt) = P(0 sériilt) + P(1 sériilt) =

=0,96'° + <110) 20,04 -0,96° ~ 0,665 + 0,277 = 0,942.

I1. rész

5. a) Hdny olyan egyenest hatdroznak meg egy téglatest csicsai, melyek nem
illeszkednek a téglatest egyik élére sem? (3 pont)

FEgy 12 cm sugari gombbe téglalap alapi egyenes hasdbot irunk gy, hogy
a hasab csicsai a gomb feliiletén vannak. A hasab alaplapja éleinek ardanya 1 : 2,
a hasab magassdga 16 cm.

b) Mekkora a hasdb térfogata? (5 pont)
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FEgy 12 cm sugarid gombbél olyan disztdrgyat csiszolnak ki, melynek alakja
téglalap alapi egyenes hasab, és a hasab alaplapja éleinek ardnya 1 : 2.

¢) Mekkora az igy kicsiszolhatd legnagyobb disztdrgy térfogata? (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. A téglatest csicsai koziil semelyik hdrom nem esik
egy egyenesbe, ezért a 8 csics Gsszesen (g) = 28 egyenest hatdroz meg. A tégla-
testnek 12 éle van, az ezekre illeszkedd egyenesek nem felelnek meg. A cstcsok
tehat Osszesen 28 — 12 = 16 olyan egyenest hatdroznak meg, amely nem illeszkedik
a téglatest egyik élére sem.

11. megoldas. A téglatest lapéatloira és testatldira illeszkedd egyenesek felelnek
meg a feltételeknek. Minden lapon 2, dsszesen tehat 12 lapatldja, valamint 4 test-
atlgja van a téglatestnek, ezért 12 + 4 = 16 megfeleld egyenes van.

b) Jelolje a gomb sugarat R, a hasdb
magassagat m, a hasab alapéleinek cm-ben
mért hosszat pedig = és 2.

Szimmetria okok miatt a hasab test-
atléja megegyezik a gomb egy atmérdjével.
Ismert, hogy az a, b, c élu téglatest testat-
16janak hossza va? + b2 + c2. A gémbbe irt

hasabra tehét 2R = /m2 + 22 + (2z)°, az-

az 24 = \/162 + 22 4 (22)° teljesiil, amely-
o bol z = 1/ 2422162

B =8 cm.

A hasdb térfogata V = - 2z - 16 = 2048 cm?®.

¢) A lehetséges legnagyobb disztérgyat akkor kapjuk, ha a hasab cstcsai a gdmb
feliiletére illeszkednek. Ekkor az el6z6ekhez hasonléan a hasab testatldja megegyezik
a gomb egy atmérdjével, tehat (az a) feladat jeloléseit hasznalva)

242 —m2
5

8
|

A haséab térfogata

242 — m? _— 1152m — 2m3
5 B 5 '

V=g-20-m=22>m=2-

Az f(m):]0;24[ = R, f(m) = M fiiggvénynek ott lehet maximumhelye,
ahol a derivéltja 0.

f'(m) = %, f'(m) =0, ha 1152 — 6m? = 0, azaz m = \/HG# =8V3~
~ 13,86. Az f derivaltfiiggvényének elGjele ennél kisebb m értékek esetén pozitiv,
nagyobb m értékek esetén pedig negativ, ezért ez valéban abszolut maximumbhelye
az f-nek.

A kicsiszolhaté legnagyobb disztargy térfogata f (8\/§ ) ~ 2128 cm?.
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6. Fgy szabdlyos dobokockdval hdromszor dobunk. Hatdrozzuk meg annak a va-
loszintségét, hogy a hdrom dobott szam

a) dsszege kisebb 5-nél; (3 pont)
b) kozétt van 4-nél nagyobb; (3 pont)
¢) szorzata oszthatd 6-tal. (5 pont)

A hdrom dobott szamot balrdl jobbra egymds mellé irjuk. Azt tapasztaljuk, hogy
az 19y kapott hdromjegyi szamban a kozépsd szdmjegy éppen a hdrom szdmgjegy
medidnja.

d) Hdny ilyen tulajdonsdgu hdromjegqyi szamot kaphatunk? (5 pont)

Megoldas. a) 3 vagy 4 lehet az Gsszeg.

3=1+1+1, ez 1 kedvezd eset.

4=141+2, ez 3 kedvezo esetet jelent, mert barmelyik kockaval dobhatjuk
a 2-est.

Az Gsszes eset szama 63 = 216.

A keresett valésziniiség igy p, = % = i ~ 0,019.

b) 1. megoldas. Kedvez&tlen esetek azok, amikor minden dobds értéke legfeljebb
4, ezeknek az eseteknek a szdma 43 = 64.
216-64 _ 152 _ 19 _ =4

216 216 — 27
1. megoldas. Kedvez6 esetek azok, amikor 1 vagy 2 vagy 3 olyan szamot

dobunk, amely 4-nél nagyobb. Az ilyen esetek sziama rendre (?) -2 42(= 96),
3 (3 :
(5) 22 4(=48) és (3) - 2°(=8).

A keresett valdsziniiség p, = % = % = 5—2 ~ 0,704.

¢) I megoldds. Két diszjunkt esetre bontjuk a vizsgalt eseményt.
1. Van 6-os a dobott 3 szdm kozott: ez 63 — 53 = 91 eset.

2. Nincs 6-os, de van 2-es és 3-as is a dobott szamok kozott.

A keresett valésziniiség igy p, =

Nincs 6-0s a dobott szamok kozott 52 esetben. Ebbd] levonjuk azokat az esete-
ket, amikor nincs 2-es, illetve azokat, amikor nincs 3-as. Mindkettébél 4% eset van.
fgy azonban kétszer vonnank le azokat az eseteket, amikor sem 2-es, sem 3-as nincs
a dobott szdmok kozott, ez pedig 33 esetben fordul eld. Az olyan esetek szdma
tehdt, amikor nincs 6-o0s, de van 2-es és 3-as is: 5% — 243 4+ 33 = 24,

A keresett valésziniiség p. = 9156?4 = % ~ 0,532.

1I. megoldds. A kedvezOtlen esetek szamét hatarozzuk meg. Kedvezotlenek
azok az esetek, amikor nincs 6-0s, tovabba a 2-es és a 3-as koziil is legaldbb az egyik
hianyzik.

Nincs se 6-0s, se 2-es 4% esetben és ugyanennyi esetben nincs se 6-o0s, se 3-as. fgy
azonban kétszer szamoljuk azokat az eseteket, amikor se 6-os, se 2-es, se 3-as nincs
a dobott szamok kozott (3% eset). A kedvez6tlen esetek szdma tehat 2-4% — 33 = 101.

Ekkor a keresett valészintiség p. = % = % ~ 0,532.
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d) I. megoldds. Egy abc haromjegyfi szdm akkor felel meg a feltételnek, ha
1<a<b<e<6vagy 6 >a>b>c>1 teljesiil (ekkor lesz a kozépsd szadmjegy
a hdrom szamjegy medidnja), tehdt monoton dobdssorozatokat keresiink. Esetszét-
valasztast végziink aszerint, hogy a hdrom szdmjegy kozott vannak-e egyformék.

aaa tipusu szambdl 6 darab van (a értéke 1 és 6 kozott barmi lehet).

aab és abb tipust szambdl is 6 - 5 = 30 darab van, hiszen a és (az a-tdl kiilon-
b6z8) b értéke is tetszbleges lehet.

Végiil, abc tipusi szdmbél 2 - (g) =40 darab van, hiszen barmelyik harom
kiilonboz6 széamjegyet kivalaszthatjuk, és a kivalasztott harom széamjegyet kétféle-
képpen rendezhetjiik (névekvé vagy csokkend) sorba.

Osszesen 6 + 30 + 30 + 40 = 106 darab, a feltételeknek megfelel$ szamot kap-
hatunk.

II. megoldds. Az 1,2,3,4,5,6 szamjegyekbdl a sorrendre valé tekintet nélkiil
véalasszunk ki harmat gy, hogy egy-egy szamjegyet tobbszor is kivalaszthatunk.
A lehetséges kivalasztasok szama megegyezik hat elem harmadosztalyu ismétléses
kombinacidinak szamaval, azaz (6+3_1 = 56. Ha a kivalasztott hdarom szamjegy
nem egyforma, akkor ezeket kétféleképpen rendezhetjiik (novekvd vagy csokkend)
sorba. Abban a hat esetben, amikor a kivalasztott hdrom szdmjegy egyforma,
a sorbarendezés egyértelmii. Ezért 6sszesen 2-56 — 6 = 106 darab, a feltételeknek

megfelel6 szdmot kaphatunk.

7. a) Tekintsiik az a,, = sin(n-7°) sorozatot (n € Z1). A sorozat elsé 100 tagja
kozil melyik a hdrom legkisebb? (6 pont)

3
5 T kifejezés minden valds x esetén értel-
COs®x — cosx + (8 pont)

b) Igazoljuk, hogy a
mezheto.

¢) Hatdrozzuk meg az

3

R—=R =
!/ > f@) cos2x —cosx + 1

fiigguény értékkészletét. Hol veszi fel a fiigguény a maximumdt? (7 pont)

Megoldas. a) 700° < 2-360°, igy elég az els6 két periddust megvizsgalni. A sinx
minimuma az x = 270° 4+ k - 360° (k € Z) helyeken van. 39 - 7° = 273°, igy az els6
periédusban a hérom legkisebb értékhez tartozd hely: 273°, 266° és 280° (n = 39,
38 és 40 esetén).

A mésodik periédusban 90 - 7° = 630°, igy ebben az esetben a harom legkisebb
értékhez tartozé hely: 630°, valamint 623° és 637° (n = 90, 89 és 91 esetén).

Kihasznélva a szinuszfiiggvény menetét a minimumhelyének kornyezetében,
valamint, hogy sinz = sin(z + k - 360°), a hdrom legkisebb értékhez tartozé hely:
630°, 273° és 266°.

Tehat a sorozat elsé 100 tagja koziil a 90., a 39. és a 38. tag a harom legkisebb
(értékiik —1, illetve kozelitéleg —0,9986 és —0,9976).
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b) A Xkifejezés akkor értelmezhetd, ha a nevezdje nem nulla. A nevezét atala-
kitva:

=
2 474
ezért a nevezd semmilyen valés z-re nem nulla, tehat a kifejezés valéban minden
valds x-re értelmezheto.

5 1V 33
cos“x —cosxr+1=[cosz—=| +—- > —

¢) Minden valés x-re

1
(cosxf%)er§ -

A fiiggvény értékkészlete tehat az [1;4] intervallum (és folytonossdga miatt az in-
tervallum minden elemét fel is veszi).

Maximumat ott veszi fel, ahol a tort nevezdje minimaélis, tehat cosx — % =0,
azaz cosT = % Ekkor
T
x:j:§+2k'7r, keZ.

8. G egy tizpontu egyszerid graf, melynek dsszesen 6 éle van.

a) Igaz-e, hogy G csicsai kizt biztosan van legalabb egy olyan, amelynek a fok-
szama legaldbb 27 (2 pont)

b) Igaz-e, hogy G csicsai kézt biztosan van legaldbb két olyan, amelynek a fok-
szama legaldbb 27 (2 pont)

Eqy szabdlyos tizszog legrovidebb dtloja egységnyi hosszisdgi.

¢) Hatdrozzuk meg a tizszéq oldalainak hosszdt. (3 pont)

Az A, B, C, D és E pontok egy otpontu teljes graf csucsai. A grdf éler koziil
véletlenszeriien kiszineziink négyet.

d) Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az A, B, C, D, E pontokbdl
és a szinezett élekbdl dllé grdf fagrdf lesz. (9 pont)

Megoldas. a) Igaz. G csicsainak fokszdmosszege (a 6 él miatt) 12. A 10 csics
kozott igy biztosan kell lennie olyannak, amelynek a fokszama legalabb 2.
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haromszoget, melynek csticsai a tizsz6g harom szomszédos
cstcsa. Ennek a haromszognek az alapja a tizszog legro-
videbb atléinak egyike, szarai pedig a tizszog oldalai. Ezt
a haromszoget az alaphoz tartozé magassaga két egybe-
vago derékszogli haromszogre bontja. Egy ilyen hdromszogben: sin 72° = ==, ahon-

0,5
sin72° "~ 0,526.

A tizszog oldalai (hdrom tizedesjegy pontossdggal) 0,526 egység hossziiak.
d) I. megoldds. Az 6tpontu teljes graf éleinek szama: (g) = 10. Ezek koziil 4-et
= 210-féleképpen tudunk kivélasztani (6sszes eset szama). A szinezett élekbol

fagrafot az aldbbi haromféle (nem izomorf) graf esetén kapunk:
D D D
E QC E ; C E -~ ; C
A B A B A B

Az 1. tipus esetén 5-féleképpen vélaszthatjuk meg az dbran A-val jelolt ne-
gyedfokt csicsot, ilyenbdl tehat 5 darab van.

\ b) Nem igaz. Egy ellenpéldat mutat az dbra.
¢) A szabdlyos tizszog egy belsd szoge 144°. Jelol-
je a keresett oldalhosszt x. Tekintsiik azt az egyenld szara

nan r =

10

A 2. tipus esetén az abran B-vel jelolt harmadfoku csicsot 5-féleképpen va-
laszthatjuk meg. A B-b8l indulé 4 é kziil () = 4-féleképpen valaszthatjuk ki
a kiszinezett 3-at, majd 3-féleképpen a negyedik szinezett élt (mely az el6bb ki-
véalasztott élek egyikének végpontjat koti dssze az otodik csicesal). Ilyenbdl tehdt
5-4-3 =60 darab van.

A 3. tipus esetén a négy szinezett él egy 4 hosszisagu utat alkot. Az Ut csi-
csainak sorrendjét 5! = 120-féleképpen vilaszthatjuk meg, de minden utat kétszer
szamoltunk (oda és vissza is), tehat ilyenbdl % = 60 darab van. A kedvez6 esetek
szama tehat b 4 60 + 60 = 125, a keresett valosziniiség pedig

125 25

Pa

II. megoldds. Az dtpontu teljes graf éleinek szama: (g) = 10. Ezek koziil 4-et
( 4) = 210-féleképpen tudunk kivélasztani (Osszes eset szdama). Mivel a szinezett
élek szama 4, a szinezett élekbdl all6 graf pontosan akkor lesz fagraf, ha osszefiiggd.
Komplementer mdédszerrel dolgozunk: megszamoljuk, hany olyan szinezés van, ami-
kor a szinezett élekbdl dll6 graf nem Osszefiiggd. Ha nem Osszefiiggs a graf, akkor
vagy egy-egy 3 és 2 pontu, vagy egy-egy 4 és 1 pontid komponensre esik szét.
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Az els6 esetben egy 3 hossziisagi kor és egy ettdl diszjunkt él van kiszinezve.
A kor pontjait (g) = 10-féleképpen valaszthatjuk ki, a negyedik szinezett él ezek
utan egyértelmiien adott. Ez a tipus tehat 10 kiilonb6z6 szinezés esetén adodik.

Ha van egy 4 pontbdl allé komponens, akkor az 6todik, izoldlt pontot 5-féle-
képpen valaszthatjuk ki, majd a maradék 4 csics kozott tetszélegesen hizhatunk
be a 6 lehetséges koziil 4 élt. Ebbél tehdt 5 - (i) = 75-féle lehetséges szinezés adodik.
A kedvezotlen esetek szama 6sszesen 10 + 75 = 85, a keresett valdsziniiség pedig

210 -85 25
Pi= g = 45 (% 0,595).

Megjegyzés. A kedvezd esetek szdma az Gtponti ,szamozott” fak szamdval egyezik
meg. Cayley tétele szerint az n pontd szdmozott fik szdma n" 2, azaz n =5 esetén
éppen 125.

9. Két vdros kézti utat egy kamion odafelé 60 km/h, visszafelé 50 km/h dtlag-
sebességgel tett meg.

a) Hatdrozzuk meg a kamionnak a két it egészére vonatkozd dtlagsebességét.

(4 pont)
A tengeren lévd (pontszerinek te- H
kintett) H szigetrdl drut szdllitanak
a tengerparton lévé C' pontba. Az egye- 12
nesnek tekinthetd partvonalnak azon- 40
ban csak az AB szakaszdn tud kikotni A 15 B o,

a hajé (HA L AB), ezért itt dtrakodjdk
a rakomdnydt, és kiziton (a part mentén) kamionnal szallitjak el C-be. A rakodds
eqy Ordig tart. Az adatok: HA =12 km, AB = 15 km, AC = 40 km.

A hajo dtlagsebessége a vizen 8 km/h, a kamion dtlagsebessége koziton
40 km/h.

b) Melyik dtvonal a gyorsabb: a HAC vagy a HBC? Mennyi a szdllitdsi idd
az egyes utvonalakon? (4 pont)

¢) Az AB szakasz mely D pontjdn kisson ki a hajd, hogy a szdllitmdny a lehetd
leghamarabb eljusson C-be? Mennyi ekkor a szallitdsi idé? (8 pont)

Megoldas. a) Ha a két varos kozotti tdvolsdgot (km-ben) s jelsli, akkor odafelé
&g, Visszafelé pedig =5 ordig tartott az ut, Gsszesen tehdt g5 4 =5 ordig. A két 1t
egészére vonatkozd dtlagsebesség

2s 2 2 600
= = = — km/h =~ 54,5 km/h.

s, s 1,1 5, 6 ]
60 "5 60 "50 300 " 300

b) Meghatédrozzuk a két utvonalhoz tartozé szallitdsi id6t:

12 km L1 40 km
8 km/h 40 km/h

tuac = tua + trakodss + tac = = 3.5 éra.
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Pitagorasz-tétellel HB = VHA? + AB? = /369 (~ 19,2 km).

/369 km 25 km
t =t trakodas + tBC = 1 =~ 4,03 ora.
HBC = tHB * trakodas T tBC 8 km/h +1+ 10 km/h ora

A HAC utvonal a gyorsabb.

¢) Jelolje az AD tévolsdgot d. Ekkor a hajéval megtett it HD = /122 4+ d2.
A HDC 1t megtételéhez sziikséges id6 (éraban) d fiiggvényében:

V144 + d? 1 40 —d

tupc(d) = 8 40

AT@):]0;15] > R, T(d) =~ 14§+d +1+4 4 4 fijggvénynek ott lehet minimum-
helye, ahol a derivaltja 0. A derivaltfiiggvény a kovetkezo:

d 1
()= ——— — —.
(@) 8v144 +d2 40
d 1
T'(d) =0, ha ———— = —, azaz bd = /144 + d2.

8144 +d2 40’

Négyzetre emelhetiink d > 0 miatt, majd rendezve kapjuk, hogy
24d% = 144, azaz d =6 ~ 2,45 km.

Meg kell még vizsgalni, hogy az elsé derivalt zérushelye valéban minimumbhelye-e
a fiiggvénynek. Ehhez elegendd, ha d = v/6-ban negativbél pozitivba valt a fiigg-
vény eljele. Hogy ezt beldssuk, alakitsuk at 77(d)-t a kovetkez6képpen:

T’(d)—l [ a2 11 14+ -144 1
8 144 +d2 40 8 144 + d2 40

_ Lo 1

8 144+ d2 40

Kénnyen végiggondolhaté, hogy d novelésével T(d) is nd, tehat +/6-nal kisebb
d értékekre negativ, v/6-nal nagyobb d értékekre pedig pozitiv, ezért d = v/6 valéban
minimumhelye a fiiggvénynek.

—_

(A masodik derivalt el6jelét is vizsgalhatjuk:

e 8VI44+ 2 —d-8- ﬁ VI + @ — m 144
- 2 2 3"
64(144 + d2) 8(144 + a2) 8(144 + d2)3

Ez minden d-re, igy d = v/6-ra is pozitiv, igy d = v/6 valéban minimumhelye a fiigg-
vénynek.)

Az Ut megtételéhez sziikséges id6 ekkor

T(\/6)=7~1850+1+¥= M~347om
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Mivel a kapott eredmény a ]0; 15[ intervallumon teljesiil, {gy megéllapithatd, hogy
a D pontra kapott 3,47 6ra alacsonyabb az A pontbeli 3,5 éranal, valamint a B pont-
beli 4,03 érandl is, vagyis a [0;15] intervallumon, tehdt a teljes AB szakaszon
a D pontban torténé kikotésnél lesz a szallitasi id6 a legkisebb.

Megjegyzés. Belathat6, hogy a minimalis id6 Vhajs = Vkamion, valamint

arcsin (M) > AHB<

Vkamion

esetén a H BC tuthoz tartozik, egyébként pedig abban a D pontban érdemes kik6tnie a ha-
jonak, amelyre vvhaw = sin AH D< teljesiil. A feladatban szerepl$ adatokkal AD = /6,

kamion

HD = /150, és igy valéban

8  Unajo

1
in AHD< = = .
s < 5 40 Vkamion

Koncz Levente
Budapest

Matematika feladatok megoldasa

B. 5255. Tiikrozzik kozéppontosan az ABC hdromszdg A csiucsdt B-re, B csi-
csat C-re, és C' csucsat A-ra, igy kapjuk rendre a Cy, Ay és By pontokat. Mutassuk
meg, hogy AAy, BBy és CCy hosszusagu oldalakkal hdaromszog szerkeszthetd.

(3 pont)

I. megoldas. Hasznaljuk az 1. dbra jeloléseit.

B,

1. dbra
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Mivel kiegészitOszogek, ezért BAB1<( = 180° — a, CBC1 <t = 180° — f3, illetve
ACA1<=180° —y=a+ 5.

Toljuk el az AB; B hdromszoget a BC, vektorral. Ekkor az A cstcs B-be, a B
csucs pedig C1-be keriil.

A

2. dbra

A fentiek alapjan: ABBj<t = 180° — BAB;<t = 180° — (180° — ) = av.

Mivel két oldal (4;C = CB = a és BB] = AC' =) és az &ltaluk bezdrt szog
(CBBj<t= A1CA'a = a+ f) egyenld, ezért az AyCAN ~ CBB1'A, amibdl ko-
vetkezik, hogy CB{ = z. Az z, y és z oldalakkal tehdt szerkeszthetd haromszog
(CBLCL D).

Geretovszky Mdrton (Szegedi Radnéti Miklés Kisérleti Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. Tobben oldottak meg hasonlé médszerrel: az abrabdl kiilonféle geomet-
riai transzformécidkkal eljutottak egy masik dbrdba, ahol megjelenik egy haromszog a hé-
rom sziikséges oldallal. Altaldban eltoldsokat vagy tiikrozéseket alkalmaztak. Sokan hi-
anyosan indokoltdk meg, hogy kiilonb6z6 transzforméaciok a kiilonbozd pontokat miért
viszik ugyanabba a pontba.

II. megoldas. Haszndljuk az 1. abra jeloléseit. A haromszog-egyenlétlenség
alapjan a BC1C hédromszogben a + ¢ >y, valamint az ABA; hiromszégben
c+z > 2a.

A sulyvonalak hosszardl ismert egyenlétlenség szerint pl. az a oldalhoz tartozo
sulyvonal hosszara s, < b%c, igy a By BC hiromszogben felirhatd, hogy ¢ < %

A harom egyenlétlenség rendezve:

a+c>uy,
2a —c < z,
2c—a < x.

Az utolsé két egyenlGtlenséget dsszeadva:

2 —c+2c—a < z+z,
atc<z-+uwx.
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Mivel a+c >y, ezért y<a+c<z-+wz, ésigyy < z+ .

Hasonléan beldthatd, hogy = < y + z és z < x + y, vagyis az x, y és z szaka-
szokra érvényes a haromszog-egyenl6tlenség, tehdt a harom szakasszal szerkeszthet6
haromszog.

Borsos Baldzs(Briisszel, European School of Brussels I, 11. évf.)

Megjegyzés. Ennél a mdédszernél a legtobb megoldéds hibds volt, az esetek zémében
a megoldodk rosszul kezelték az egyenlGtlenségrendszereket, és olyan kdvetkeztetésekre ju-
tottak, melyek nem feltétleniil igazak (pl.: egyenl8tlenségnél a nagyobb oldalt csskkentet-
ték); vagy olyan részmegolddst adtak, amely csak hegyesszogli hdromszogre érvényes.

II1. megoldas. Hasznéljuk a 3. dbra jeloléseit, ahol F,, Fp, F. a megfeleld
oldalak felezépontjat, S pedig a sulypontot jeldli.

A

By
8. dbra

Rajzoljuk meg az ABC haromszog A-bdl indulé silyvonaldt. Ez a B; BC ha-
romszog kozépvonala lesz, mert a tiikrozés miatt A felezOpont, F,, pedig szintén
felez6pont. Tehat BB kétszer olyan hosszi, mint AF,, és a két szakasz parhuza-
mos.

Hasonléan belathatd, hogy AA; kétszer olyan hosszi, mint C'F, és parhuza-
mos vele; illetve C'Cy kétszer akkora, mint BFj, és parhuzamos vele.

Legyen a C'S szakasz felezopontja M. Tekintsiik most az M SF, haromszoget.
Ebben az M S szakasz harmada a C'F, szakasznak (hiszen a silyvonalak harma-
doljék egymadst, M pedig C'S felezépontja). F, S harmada AF,-nak (ugyanezen ok
miatt). Az F, M szakasz kozépvonala a BSC haromszognek, mert F,, és M is fe-

lez6pont. Mivel az SB szakasz %—szorosa az Iy B szakasznak, ezért F, M harmada
lesz Fj,B-nek.

Mivel az M SF, haromszog oldalai harmadai a silyvonalaknak, ezért ha ezt
a haromszoget a haromszorosara nagyitjuk, akkor a kapott haromszog oldalainak
hossza éppen a harom stilyvonal lesz. Korabban megmutattuk, hogy a stlyvonalak
fele olyan hossziak, mint a hozzajuk tartozé X X, szakaszok, vagyis ha a sulyvona-
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lakbdl szerkesztett haromszoget még a kétszeresére nagyitjuk, akkor olyan harom-
szoget kapunk, amelyben az oldalak hossza éppen az AA,, BBy és C'C; szakaszok
hosszaval egyezik meg. Ezzel megmutattuk, hogy ilyen haromszog szerkeszthetd.

Juhdsz-Molndr Erik (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

Ay IV. megoldas. A felez6pontra is-
mert formula szerint

—
C@: C’AJ;CC’l,

amibdl CCh = 26@ — CT>4 Hasonléan
lathatjuk, hogy BB; = 23.1)4 — Fé és
4. dbra AA| = 21@ — E Ezeket osszeadva

AA; + BB, + CC) = (2B — CA) + (2BA — BC) + (24C — AB) =
—3(BA+CB + AC) =

Tovabba vegyiik észre, hogy

AA, +4BB, — 20C, = 2AC — AB + 8BA — ABC — 4CB + 2CA = 9BA.

Hasonldan,

BB, +4ACC, — 244, =9CB és CC, +4AA, — 2BB, = 9AC.

fgy az AA1, BBy és CCy vektorok nem lehetnek egyméssal parhuzamosak, mert
akkor ABC' oldalvektorai is parhuzamosak lennének.

fgy AAy, BBy és CCy egy nem elfajulé haromszog oldalvektorai, amibdl az 4l1-
litds azonnal kovetkezik.

Megjegyzés. Negativ osztasi ardnyt is értelmezve az osztépontba mutatd vektorra
vonatkoz6 ismert formula altaldnosithaté arra az esetre, ha az osztépont nem bels6é pontja
a pontok altal meghatdrozott szakasznak, de illeszkedik az egyenesiikre. Tulajdonképpen
ezt hasznaltuk a megoldasban.

191 dolgozat érkezett. 3 pontos 94, 2 pontos 15, 1 pontos 5, 0 pontos 62 dolgozat.
Nem versenyszerii: 6 dolgozat. Nem szamitjuk a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i
nyilatkozat hidnya miatt: 3 dolgozat.

Megjegyzés. A viszonylag sok 0 pontos megoldas annak koszonhetd, hogy sokan nem
olvastdk el rendesen a szoveget, és pl. A tiikorképét A;-gyel jelolték. Igy azonban egy
lényegesen egyszeriibb feladatot oldottak meg.

B. 5260. A k kor AB hirjanaek G és H pontjaira AG=GH = HB =1. A kor
eqyik AB ivének felezépontja legyen F'. Az FH és FG szeldk a kért mdasodszor a C,
illetve D pontban metszik. Mutassuk meg, hogy CD = BC?.

(6 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)
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1. megoldas. Legyen AB felez6merdlegese ‘

az e egyenes.

e
D — 1 ™C
7\ T\
Az e-re vonatkozé tengelyes tiikrozés utan
A képe B, GG képe H, F a tengely pontja, to- A A
vabba a k kor képe is onmaga. Latjuk, hogy 4 B

FG = FH, az FGH haromszog egyenld sza-
ri. A szimmetria alapjan D pont képe a C
lesz, hiszen F'G képe F'H és k a helyén marad.
Az eddigiek alapjan GH és C'D is mer6leges e-
re, tehat parhuzamosak. FHG< = FGH< =
= FDC<«=FCD<«. Az FGH és FDC egyen-
16szard haromszogek hasonldk:

) =i
GH FH

A szimmetria és a keriileti szogek tétele alapjan BOF< = ADF< = ABF<. Emiatt
FCBA ~ FHBA (van két egyforma és egy kozos szogiik), {gy az egymdsnak
megfelel6 oldalak ardnya megegyezik.

FC FB  BC

FB FH HB’
Az ebben szerepld ardnyokbdl kifejezheté FC' és FH, amelyekkel felirhaté e két
oldal ardnya:

FB-BC

FC g BC?
(2) FH ~ FBHB ~— HRB2
BC'

Az (1) és (2) alapjén, felhaszndlva, hogy GH és H B egységnyi hosszisdguak kapjuk,

hogy

FC
——_ =(CD = BC?.
I C C

Fiilop Csilla (Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimn., 12. évf.)

II. megoldas. Az els6 megoldas-
ban leirtak szerint, a tengelyes tiikrozés
alapjan GH || CD és FDC< = FCD«<.
Kapjuk azt is, hogy CHB< = FCD«<,
mivel valtészogek. E kettébél FDC< =
= CHB«.

Legyen F'B és DC félegyenesek
metszéspontja a P pont. A parhuzamos
szelGszakaszok tétele alapjan

GH _FPH _HB
DC  FC CP’

A GH és HB szakaszok egyenl6sége miatt DC = CP.
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Most belatjuk, hogy PCBA ~ CBHA. PCB< = CBH<, mert véaltdszogek.
Az FBCD hurnégyszog szemkozti szogeinek osszege 180°, a PBC< az FBC<
mellékszoge, tehdt PBC'< = F'DC<. Korabban lattuk, hogy FDC'< = CH B<, igy
= PBC< = CHB<. PCB és CBH haromszogek két-két szoge megegyezik, a két
haromszog valéban hasonlé. A megfelel$ oldalak aranydbdl

BC _cp

HB BC’
Rendezés utdan HB =1 és CP = CD ismeretében a bizonyitandé allitast kapjuk:
CD = BC?.

Zémbik Barnabds (Budapest, V. ker. Eotvos Jozsef Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

II1. megoldas. Az I pont felezi az AB

D — —C
ivet, igy az ACB héromszoghben CF bel-
s6 szogfelezd. A szogfelezotételbdl AC : CB =
A =AH : HB =2, tehat ha BC =a, akkor
A B AC =2a.

Az dbra szimmetrikus az F-en atme-
né atmérére, az ABC'D hurnégyszog szim-
metrikus trapéz. Legyen C'D = b hosszusdgu.
Az ACD< = CAB< szdgek valtdszogek, jelol-
jiik ezek nagysagat p-vel.

Most irjuk fel a koszinusztételt az AC' D

és C'AB haromszogekben a ¢-vel szemkozti a hosszisdgu oldalakra:

a’=4a®>+b>—2-2a-b-cos,
a’>=4a*>+9—-2-2a-3-cosp.

A cos -t mindkét egyenletbdl kifejezve és egyenlévé téve:

302 + 0% 302 +9
dab 120

Rendezéssel és szorzattd alakitassal:

b 3
3a% + b% = a%b + 3,

302 + b2 3a2+9:a2+3’

a?b —3a® — b* + 3b =0,
(a®> —b)(b—3) = 0.
A szorzat valamelyik tényezdje nulla.

Ha a? = b, akkor éppen a feladatban szerepld &llitdst kapjuk.
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Ha b =3, akkor a hurtrapéz téglalap, atléi a kor kozéppontjaban felezik
egymast, tehat AC atmérd, a kor sugara a. Az ABC haromszog félszabalyos,

AB = a\/3, azaz a = /3. Ekkor is teljesiil, hogy b = 3 = V3%=a2
Mindkét esetben igaz a feladat dllitasa.

Meljin Ddvid Gergd (Kecskeméti Katona Jozsef Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

IV. megoldas. Az F pont felezi az ivet, H, G harmadolépontok, igy az abra
szimmetrikus, AD = BC.

Szémoljuk ki az (AHGB) kettésviszony értékét:

AG AB 1 3 1

AHGB) = e Br — 1 =1~ 3
Vetitsiik az A, H, G, B pontokat az F pontbdl a korre. Ekkor A és B pontok
a helyiikon maradnak, a H pont a C-be, a G pont a D-be keriil. A vetités kettSs-

viszonytarto, ezért

AD AB 1
Az AD és BC ellentétes iranyitasuak, tovabba AB = 3. Ezeket felhasznélva:
BC BC_ 1
cp 3 3
BC? 1
3-CD 3’
BC? = CD.

Chrobak Gergé (Debreceni Fazekas Mihdly Gimn., 11. évf.)

Megjegyzés. A honlapon két tovabbi megoldas olvashatd. Az egyik Ptolemeiosz téte-
1ét, a mésik haromszogek hasonldésagat hasznalja fel.

Osszesen 61 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 44, 5 pontot 11 versenyzé. 4 pontos 4,
3 pontos 2 versenyzd dolgozata.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok
ABACUS-szal k6zos pontverseny
9. osztalyosoknak
(764-768.)

K. 764. Hetedhétorszaghan egy hét hetedannyi napig tart, mint a F&ldon.
Néluk egy nap 42 érés, minden ora 77 perces. Hany masodperc telik el két hét
alatt Hetedhétorszagban, ha ott minden perc 33 masodpercig tart?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/ 223



K. 765. Az ABC héiromszog AB oldaldnak felez6pontja D, a C'D szakasz
felez6pontja E. Hol kell felvenni a C'D szakaszon az F' pontot, hogy az AEC és
BFC haromszogek teriiletének osszege az ABC' haromszog teriiletének pontosan
40%-a legyen?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

K. 766. Anna, Lili és Zéta bankszamlijan egyardant 1000 forintnal nagyobb

Osszeg van. Lili pénze egyenldé Anna pénzének 35 szazalékaval. Zéta pénze ugyan-

annyi, mint Lili pénzének = része. Mennyi Anna, Lili és Zéta Osszes pénze, ha
Zétanak 10110 forinttal tobb pénze van, mint Lilinek?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyor)
K/C. 767. Adott a sikban az ABCD négyzet. A k korvonal dthalad az A, B

pontokon és érinti a C'D oldalt. Legyen M a k korvonal és a BC' oldal B-vel nem
. . . cM . T
azonos metszéspontja. Hatarozzuk meg a B Arany pontos értékét.

Javasolta: Keszegh Istvan (1950-2019)
K/C. 768. A 2023 szdmjegyei kozott pontosan egyszer szerepel a 0. Hany olyan
négyjegyi, pozitiv, paratlan szdm van, amelyre ez a tulajdonsag nem teljesiil?

Javasolta: Kozma Katalin Abigél (Gyér)

Bekiildési hatarid6: 2023. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal . hu/munkafuzet

A C pontversenyben kitiizétt gyakorlatok
7z (767-768., 1763-1767.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 767. A szovegét lasd a K feladatoknél.

K/C. 768. A szovegét lasd a K feladatoknal.

Feladatok mindenkinek
C. 1763. Igazoljuk, hogy a 452 4 522023 4 202352 sz4m oszthaté 15-tel.
C. 1764. Oldjuk meg az
x(2z + 6)(3x + 5y) = 64;
22?2 4+ 9z + 5y = 16

egyenletrendszert, ha x, y pozitiv valés szamok.
Javasolta: Bird Bdlint (Eger)
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C. 1765. A szabdlyos négyoldali ABC DFE gula alaplapja az ABCD négyzet,
a gula minden éle 32 egység hosszusagu. Egy csiga az E cstucsbdl az A pontba
igyekszik a kovetkez6 modon: elészor az EA élen abba a P pontba jut el, amelyre
EP = 2. Innen az ABE lap feliiletén haladva az EB él @Q pontjaba érkezik, ahol
EQ = 4. Ezutdn a BCE lap feliiletén az EC él azon R pontjaba mészik, amelyre
ER = 8, innen pedig a CDFE lapon az ED élen levé S pontba, ahol ES = 16. Végiil
az S-bél az A pontba maszik a DAFE lap feliiletén. Legalabb mekkora tavolsidgot
tesz meg Osszesen a csiga?

Javasolta: Bird Bdlint (Eger)

Feladatok 11. évfolyamtol

C. 1766. Mutassuk meg, hogy minden héromszogben (a szokdsos jeloléseket
haszndlva) teljesiil, hogy

Vasina 4+ /bsin 8+ \/csiny = \/(a + b+ ¢)(sina + sin 8 + sin ).
Javasolta: Hollé Gdbor (Budapest)

C. 1767. Adott 2 darab T-es, 3 darab 17-es, 5 darab 119-es, 7 darab 289-es,

11 darab 2023-as és n darab l-es érme. Az érmék koziil véletlenszertien kivalasz-

tunk egyszerre kettét, amelyeknek az értékét tsszeszorozzuk és igy éppen 2023-at

kapunk. Hatarozzuk meg n értékét, ha tudjuk, hogy a megfelel6 kivalasztds valo-
szinlisége 7.

Javasolta: Teleki Olivér (T6kol)

Bekiildési hatarid6: 2023. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

A B pontversenyben kitiizétt feladatok
(5310-5317.)

B. 5310. Egy stratégiai jatékot négy csapat jatszik egy n x n-es négyzetracsra
rajzolt térképen (n > 3). Minden négyzet alaki mezé viz vagy szdrazfold. A négy
csapat bazisa a térkép négy sarkaban, széarazfcldon van. Tudjuk, hogy a térképen
egyetlen nagy, 6sszefiiggo vizfeliilet van, és hogy semelyik két bazis kézott nem vezet
ut végig szarazfoldon haladva. Legaldbb hény mez6t foglal el viz? (Egy it sordn
akkor 1éphetiink egyik mezérol a masikra, ha kozos élen taldlkoznak. A vizfeliilet
olyan értelemben Osszefiiggd, hogy barmely mez6jérol barmelyikre vezet ilyen 1t
csak vizes mez8kon keresztiil.)

(4 pont) Javasolta: Williams Kada (Cambridge)
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B. 5311. Igaz-e, hogy ha egy haromszég mindharom szoégének szinusza racio-
nalis, akkor mindhdrom szog koszinusza is racionalis?

(3 pont) Javasolta: Hujter Mihdly (Budapest)

B. 5312. Jeldlje Fj a k-adik Fibonacci-szdmot (F; = Fy =1, Fippq = Fi +
+ Fj_1). Bizonyitsuk be, hogy

n
2> FPFip1 = FuFpi1Fogs
k=1
teljesiil minden pozitiv egész n szamra.

(3 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)

B. 5313. Az ABC hegyesszogli haromszogben AC < AB < BC. A koriilirt
kor kozéppontja O, a magassagpont M. Az AB oldal felezémer6legese az AM
egyenest a P pontban, az OM P kor a BM egyenest masodszor az M-t6] kiillonb6zo
@ pontban metszi. Mutassuk meg, hogy a BC' egyenes érinti az ABQ kort.

(4 pont) Javasolta: Kds Géza (Budapest)

B. 5314. Legyen S egy n-elemi halmaz, 1 < k < n pedig paratlan egész szam.
Legfeljebb hany részhalmaza valaszthatd ki S-nek gy, hogy semelyik kett6 szim-
metrikus differencidja ne legyen pontosan k-elemii?

(5 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

B. 5315. Tekintsiink egy ABC haromszoget. Az AB oldal meghosszabbitdsan,
B-n tl vegyiik fel a B’ pontot, tovdbba az AC oldal meghosszabbitdsan, C-n
til vegyiik fel a C” pontot gy, hogy BB’ = CC’ teljesiiljon. Jelolje k, illetve k'

az ABC' hdromszog, illetve az AB’'C hiromszog koriilirt kérét. Bizonyitandd, hogy
k és k' kozos hirja az A-bdl induld szoglelezére esik.

(5 pont) Javasolta: Hujter Mihdly (Budapest)
B. 5316. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < a,b < 1, akkor

(a+b—ab)(a’+b") > a+b.

(6 pont) Javasolta: Bencze Mihdly (Brasso)

B. 5317. A zart pozitiv ortdnsban fekvo, (x1;y1) és (x2;y2) fékuszi ellipszis
a koordinata-tengelyeket a p abszcisszaju, illetve a g ordinatdju pontokban érinti.
Mutassuk meg, hogy a (p; ¢) pont kollinedris az origéval és az ellipszis centrumaval,
és szamitsuk ki az ellipszis numerikus excentricitasat.

(6 pont) Javasolta: Ldszlé Lajos (Budapest)

Bekiildési hatarid6: 2023. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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Az A pontversenyben kitiizétt | |
nehezebb feladatok

(851-853.) |_ J

A. 851. Legyenek k, [ és m pozitiv egész szdmok. Legyen ABCDEF egy olyan
kozéppontosan szimmetrikus hatszog, melynek szogei mind 120°-osak, oldalainak
hosszai pedig AB =k, BC =1 és CD = m. Jelolje f(k,l,m) azt, hogy hanyféle
modon lehet az ABCDEF hatszoget atfedés nélkiil lefedni olyan egységoldald
rombuszokkal, melyek egyik szoge 120°.

Bizonyitsuk be, hogy rogzitett [ és m mellett 1étezik olyan g; ,,, polinom, melyre
minden pozitiv egész k esetén f(k,l,m) = g, (k), és dllapitsuk meg ¢; ,,, fokdt [ és
m fliggvényében.

Javasolta: Gyenes Zoltdn (Budapest)

A. 852. Legyenek (a;, b;) paronként kiilonbozd szémpérok, ahol 1 < i < n-re a;
és b; pozitiv egészek. Bizonyitsuk be, hogy

2
(a1+a2+...—i—an)(bl—i—bg—i—...—i—bn)>§n3,

és mutassuk meg, hogy az allitas éles, azaz barmilyen ¢ > % esetén lehetséges, hogy
(a1 4+ag 4 ...+ a,)(by +by+...+b,) <cn’.

Javasolta: OKTV feladat alapjan Pach Péter Pdl (Budapest)

A. 853. Az altalanos helyzettit A, B, C, A’, B’, C' pontokrdl tudjuk, hogy
az AA’, BB', CC’ egyenesek mind érintik ugyanazt az egyenld szdri hiperboldt
rendre az A, B és C pontokban, tovdbbd hogy az A’B’C’ hdromszog koriilirt ko-
re megegyezik az ABC hdromszog Feuerbach-korével. Jelolje s(A’) az A’ pontnak
az ABC haromszog talpponti haromszogéhez tartozé Simson-egyenesét, A* pedig
legyen az A-bdl az s(A’)-re allitott merdlegesnek és a B'C’ egyenesnek a metszés-
pontja. Hasonléan definialjuk a B* és C* pontokat. Mutassuk meg, hogy az A*,
B* és C* pontok egy egyenesen vannak.

Javasolta: Bdn-Szabé Aron (Budapest)

*

Bekiildési hatarid6: 2023. majus 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%
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Informatikdbdl kittizott feladatok

1. 589. Egy szamjegyekbol allé sorozat néhany statisztikal mutatéjat hatéroz-
zuk meg.

Készitsiink programot 1589 néven, amellyel el6allitunk egy szamjegy-sorozatot
a kovetkezo leirds szerint, majd ennek atlagat, moduszat és medianjat kiszamitjuk.
A program megirdsakor a felhaszndlé altal megadott adatok helyességét, érvényes-
ségét nem kell ellendrizni, és feltételezhetjiik, hogy a rendelkezésre 4ll6 adatok a le-
irtaknak megfelelnek.

1. A program olvasson be egy idépontot éra, perc (0 < ora < 23 és 0 < perc < 59)
formatumban és egy idétartamot (1 < delta < 1440) percben, majd az idépont-
tél kiindulva allitsa el6 az idétartam minden percét idérendben a mintanak
megfelel6 formatumban.

Az id6pontok meghatarozasanal vegyiik figyelembe, hogy az orak és percek
vezetd 0 szamjegyeit elhagyjuk, nem tdroljuk, ha azok nem sziikségesek. A percen-
kénti idépont novelésnél figyelembe vessziik az éra és a nap valtast is.

2. Minden idépont éra és perc értékét taroljuk szamjegyekké alakitva egy soro-
zatban.

3. Irjuk ki a sorozatot gy, hogy az adatok kézétt ne legyen semmilyen elvalasz-
tojel.

4. Hatérozzuk meg és irjuk ki az igy kapott sorozat szamjegyeinek atlagat két
tizedesjegy pontosan.

5. Szamitsuk ki és irjuk ki a sorozat medidanjat két tizedesjegy pontosan.

6. frjuk ki a sorozat méduszat vagy méduszait.

Minta a szoveges kimenet kialakitdsdhoz:

6ra= 23

perc= 55

idétartam= 9
2355235623572358235900010203
Atlag= 3.25

Median= 3.00

Médusz= 2, 3

Bekiildend6 egy tomoritett 1589.zip allomanyban a program forraskodja és
dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldds rovid leirasat, és megadja, hogy
a forrdsallomany melyik fejleszt6i kornyezetben fordithato.
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I. 590 (E). Egy vallalkozds vezetdje online idOpont-egyeztetést kért a munka-
tarsaktdél egy munkanapra, hogy megbeszélést tudjon tartani. A munkatarsak el-
foglaltsaga rendkiviil valtozé. El6fordul, hogy a munkaidon beliil is mozdithatatlan
elfoglaltsdguk van, méskor jobban raérnek, munkajuk dtszervezhet6. A vallalkozas-
ban, a piheno6idékkel egytitt, 9 éra a munkaidd.

A munkatarsak elfoglaltsaganak orankénti adatai allnak rendelkezésre az
egyeztetes.txt dllomdnyban. Az elfoglaltsiguk jelolése:

T tavol van, nem munkaid6
J jo, munkaidd, amely alkalmas megbeszélésre
F foglalt, amely munkaid6, de nem &thelyezhetd elfoglaltsag

Tablazatkezel6 program segitségével oldjuk meg a kiovetkezd feladatokat.

A megoldds sordn segédszamitdsokat az AC oszloptol jobbra végezhetink.
A megolddshoz képletet, fiigguényt, hivatkozdst haszndljunk, de ne készitsink mak-
rot vagy sajdt programot.
1. Toltsiik be a tabuldtorokkal tagolt, UTF-8 kodolasi egyeztetes.txt szdveg-
fajlt a tablazatkezelébe az Al-es cellatdl kezdodGen. Munkankat 1590 néven
mentsiik el a tablazatkezel6 alapértelmezett formatuméban.

2. Egészitsitk ki a tablazatot az 1. sor és az AB oszlop celldiban a sziikséges

feliratokkal.
) Z AA AB AC | AD
Munkaidé hany Munkaidé hany
szazalékdban ér  szdzalékdban  IdGpont: 8 ora
ra? elfoglalt?
Mindenki raér:
Senki nem ér ra:
Biztosan raérék szama:
Legelfoglaltabb:
Legjobban raéré:
Ejszaka is dolgozdk szama:
Csak éjszaka dolgozdk szama:
= Legtdbbet éjszaka dolgozo:

3. A Z oszlop celldiiban adjuk meg, hogy a munkavallalok a munkaidé hany
szazalékdban érnek ré egy megbeszélésre. A dolgozé akkor ér ra, ha a jelolése
»,J7 egy adott éraban.

4. Az AA oszlop celldiban frassuk ki, hogy a munkavallalok a munkaidé hény
szazalékdban elfoglaltak. A dolgoz6 akkor elfoglalt, ha a jelolése ,,F” egy adott
oraban.
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5. A szemléletes tervezéshez szines megjelenitést, feltételes formazast alkalmaz-
zunk. Ha a cella tartalma ,, T”, akkor fehér, ha ,,J”, akkor zold és ha ,,F”, akkor
okkersarga hattérszinnel jelenjen meg.

6. A vallalkozas vezetdjének munkajat azzal segitjiik, hogy az ACl-es celldba irt
idSpontra (egészkor kezd6dd éra) néhdany munkaids-elemzé feladatot elvégziink
az alatta levo cellakban:

a. az adott érdban minden munkavéllalé biztosan rdér-e (igen/nem);
b. az adott érdban garantaltan senki nem ér ra a megbeszélésre (igen/nem);
c. hédnyan érnek ra biztosan az adott éraban?
7. A vezet6 a munkavégzés szélsGségeire is kivancsi:
a. ki a legjobban elfoglalt ezen a napon;

b. ki ér ré leginkabb? Ha tobben is vannak, akkor elég az egyikiik nevét
megadni.

8. Kiilontsen megbecsiiltek az éjszakai munkat vallalok. Ejszakai dolgozdénak
szamitanak a reggel 6 elott és este 8 utdn dolgozok. Hatarozzuk meg:

a. az éjszaka dolgozdk szamat;
b. a csak éjszaka dolgozé munkatarsak szamat;
c. valamint a legtobb id6t éjszaka dolgozo kolléga nevét.

9. A tébldzatot forméazzuk meg a mintinak megfelelGen.

A B CDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXY z AA AB AC AD
Munkaid8 hany  Munkaidé hany
szdzalékdban ér  szazalékdban  IdGpont: 8ora
1 Névsor 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 ré? elfoglalt?
2 |Marci TIT|T T T|T|[7T 7|7 T (T |T T T|T Mindenki raér:
3 [Julianna | T |T|T | T|T|T|T|T T|T|T|T RN T T|T Senki nem ér ra:
4 | Ricsi TIT|T|T|T|T|T|T|TEEEIR RN T T |T T T|T Biztosan raér6k szama:
5 |Antal TITIT T T|T|[T|T|T I T (T |T T T T
6 |Patrik T|T|T|T T/ T|T|T|T|T T T T T | T Legelfoglaltabb:
7 [Rebeka |T|T | T[T |T|T |T|[T|T EISINNEEEY T T T|(T T/ T Legjobban raéré:
8 |Csenge TIT|T T T[Tt T (T T T|T|T T T|T
9 |Vince T T|(T|T T T T T | T T T T T T|T Ejszaka is dolgozék széma:
10 Attila TIT|T T T|T|T TSR T T T|T T T|T Csak éjszaka dolgozok széma:
11 |Panni T T|(T|(T T T TR T T T T T T T|T - Legtdbbet éjszaka dolgozo:
12 |Evelin B T T T[T T/ T/T|T TR T T|T T T 7|7
13 Kata TIT(T|TIT|T S T T TR T T T T T|T T TIT
e D B e s, e

Bekiildend6 egy tomoritett 1590.zip allomanyban a tablazatkezelé munkafii-
zet, illetve egy rovid dokumentécid, amelyben szerepel a megoldaskor alkalmazott
tablazatkezeld neve, verzidszama.

A megoldashoz sziikséges letolthetd dllomany: egyeztetes.txt

I. 591. A mesterséges intelligencia egyre inkdbb szerepet jatszik életiinkben,
sok helyen helyettesiti vagy kiegésziti az emberi gondolkodast. Az OpenAl &ltal
készitett ChatGPT ennek egyik szép példdja. Az alkalmazas segitségével Ossze-
tett kérdésekre kaphatunk tobb szempontot figyelembe vevo valaszokat. Hasznélata
megvaltoztatja egy-egy probléma feldolgozasdanak maédjat az oktatdsban, és hatés-
sal lesz a tudast, képességeket méré online versenyekre is. Tegyiink egy probat
az alkalmazassal:
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Oldjuk meg a most kittizott 1. 589. feladatot 1gy, hogy a megoldast adé6 al-
goritmust és programot nem mi készitjiik el, hanem azt az alkalmazasra bizzuk.
A megoldas késziiljon az ADA programozasi nyelven, online programozasi kérnye-
zetben. A megoldas minden 1épését folyamatosan dokumentdljuk gy, hogy az alap-
jan barki, aki nem tud programozni és nem ismeri az ADA nyelvet, meg tudja adni
a megolddst. A ChatGPT segitségével torténé megoldas teljes folyamatdnak bemu-
tatdsa késziilhet képernyévided segitségével, amelynek megértését kiemelésekkel,
alairdsokkal vagy hangaldmondéassal tegyiik érthetové, vagy késziilhet szoveges do-
kumentacioval, amelyben lépések forméjaban szerepelnek a megoldés egy lehetséges
modjat mutatd utasitasok és képernyoképek.

Bekiildendd egy tomoritett 1591 .zip dlloményban a megoldést adé ADA for-
rasprogramra mutato hivatkozéds egy online programozasi kornyezetben, valamint
a képernyovided vagy szoveges dokumentéacié online elérhetosége.

I/S. 71. Egy étterem N asztallal rendelkezik, az i-edik asztal A[i] féréhelyes.
Egy nap az étterembe M csoport érkezik, a k-adik csoport B[k] {6bdl 4ll. Az étterem
egy furcsa iiltetési szokassal rendelkezik: nem iilhet egy asztalnal két olyan ember,
akik egy csoportbdl érkeztek. Adjuk meg, hogy legfeljebb hany csoport iiltethetd
le teljesen az M csoport koziil, ha egy asztalndl nem iilhet két azonos csoportbdl
érkezett ember.

A bemenet elsé sordban az N és M szamok talalhatéak szokozzel elvédlasztva,
az asztalok és a csoportok szdma. A méasodik sorban N darab szam taldlhaté szé-
kozokkel elvalasztva: a férOhelyek szdma az egyes asztalokndl. A harmadik sorban
M darab szam talalhato székozokkel elvalasztva: az egyes csoportok 1étszama.

A kimenet egyetlen sordban egy szam szerepeljen: a maximalisan leiiltethetd
csoportok szama.

Mintak:

Bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
33/311/232
24/13/2221 2

Magyardzat (1. példa): az els6 csoport embereit iiltessiik le az 1. és 2. asztalhoz;
a 3. csoport embereit az 1. és 3. asztalhoz.

Korlatok: 1 < N, M, Ali], B[i] < 100. Id¢korlat: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté arra a programra, amely helyes megoldast
ad N = 2 esetén.

Bekiildendo egy is71.zip tomoritett allomédnyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejlesztéi kornyezetben futtathaté. A doku-
mentacio tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kodrészleteket, azok magyarazata kédkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.
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S. 170. Bergengociaban télen minden éjszaka leesik valamennyi hé, nappal
viszont az Osszes meglévo hé fele elolvad. Ki szeretnénk szamolni minden nap, hogy
egy Bergengociat dtszeld egyenes Ut egy szakaszan mennyi ho talalhaté. Tudjuk,
hogy kezdetben nincs hé az titon és ismerjiik, hogy minden éjszaka mennyi hé esett.
Bergengdcia héfelhdi éjszaka nem mozognak, igy minden felh6 egyenletesen terit be
hoval egy tutszakaszt. Tudjuk még, hogy minden éjszaka csak egy felh6bél esett ho.
Szamitsuk ki, mennyi hé maradt egy-egy nap estéjére a kérdezett szakaszon, miutan
a reggel még meglévo ho fele elolvadt, de még nem esett 1j ho.

A bemenet els6é soraban a napok szama, N szerepel. A kovetkez6 N sorban
az egyes napok havazdsainak adatai és a vizsgdlt intervallum adatai szerepelnek.
Az tton a k kezd6 és v végpont, melyek kozott ho esett, illetve a leesett hé h mennyi-
sége (ennyivel nd a hétakard vastagsiga az intervallumon). A kovetkezd két szam
ql és q2 a kérdezett ttszakasz hatara, amelyen kivancsiak vagyunk a hétakard tér-
fogatara.

A kimenet N sort tartalmazzon: az i-edik sorba az i-edik nap estéjén az iton
maradt hé térfogatat kell irni, ha az 1t szélessége egységnyi. Figyelem! Habar
a bemenetben egész szamok szerepelnek, az eredmény lehet tort érték, igy azt
legalabb két tizedesjegy pontossaggal kell kiirni.

Minta (a / jel sortorést helyettesit):

Bemenet Kimenet
3/14215/24113/57119 3.00 / 1.50 / 2.25

Magyardzat (a napok éjjel kezd6dnek): elsd éjjel leesik 3 -2 =6 egység hd,
aminek a fele elolvad, igy estére 3 egység ho lesz. A masodik éjszaka esik 2-1 =2
egység ho, igy a masodik nap reggelére 5 egység hé marad, mely estére a felére
olvad. A kérdezett intervallumba ebb6l csak 1,5 esik. A harmadik éjjelen 2-1 = 2
egység hé esik, és marad még a korabbi hé fele, azaz 2,5 egység. A harmadik nap
estéjére mindennek a fele marad, azaz 2,25 egység.

Korldtok: 1 < N < 10000, 0 < k,v, h,ql,q2 < 108. Id6korlat: 1 mp.

Ertékelés: a pontok 40%-a kaphaté, ha a program helyes kimenetet ad az
N < 100 esetekben.

Bekiildend6 egy s170.zip tomoritett dllomanyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathatd. A doku-
mentacié tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kddkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

%

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezoé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2023. majus 15.

%
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Fizika gyakorlatok megoldasa i %

G. 799. Legalabb mekkora sebességgel és legfeljebb mekkora szdg alatt kell in-
ditani egy testet, hogy dtrepiljon egy 100 méter hossziu, 5 méter magas, egyenes
alaguiton?

A légellenallas elhanyagolhato.

(3 pont) Kozli: Ringler Andrds, Szeged

Megoldas. Ha a talajszintrél vy kezdGsebességgel a szogben elhajitunk egy
testet, akkor az emelkedési magassaga

v oo
(1) h = — sin” a,
29
és a vizszintes talajra
2
(2) L=%gn2a
g

tavolsdgban esik vissza. (1) négyszeresét (2)-vel elosztva kapjuk:
; 4h
a=—.
4TI

A test akkor jut &t az alagiton, ha h <5 m és L > 100 m, vagyis

too < Ahmax _ 4-5 1
SYS Tom 100 5
azaz o < apax = 11,3°. A test eldobdsanak szoge tehat legfeljebb 11,3° lehet.

A test kezdGsebessége legaldbb akkora kell legyen, hogy amax inditési szog
esetén éppen elérje az alagit hpmax = 5 m-es magassigét. (1) szerint ilyenkor

2ghmax m
V9 = Uin = ——— = 90,5 —.
Sin Omax s

Khuu Gia Bao (Vietndm, Ho Si Minh-vdros, Ngo Quyen High School, 10. évf.)
dolgozata alapjan

43 dolgozat érkezett. Helyes 25 megoldds. Kicsit hidnyos (2 pont) 3, hibds 8, nem
versenyszerd 7 dolgozat.
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G. 802. Korilbelil hany perccel késébb delel a Nap Sopronban, mint Mdté-
szalkdn?

(3 pont) Kozli: Németh Ldszld, Fonyéd

Megoldas. I. mddszer. A delelési idépontok eltérését a két varos hosszusagi
koordinatajanak kiilonbsége hatdrozza meg. Sopron a keleti hossziisdg 16°35-nél
fekszik, Matészalka pedig a 22°19'-nél. A két érték kiilonbsége 5 fok és 44 szogperc,
vagyis 5,73°.

A Nap (a Foldhoz viszonyitva) 24 h alatt tesz meg 360°-ot, tehdt 1°-nyi
elforduléds 4 perc ideig tart. A két varos delelési idépontjanak kiilonbsége tehat

At = 5,73 - 4 perc = 22,9 perc.

Ezek szerint a Nap kb. 23 perccel késobb delel Sopronban, mint Matészalkéan.

1I. maodszer. Az interneten megtaldlhatjuk, hogy a napfelkelte idépontja 2023.
februar 16-an Sopronban 6:59, Matészalkan pedig 6:36 volt; az eltérés 23 perc.
Ugyancsak megtalalhatjuk, hogy a naplementék idépontja 17:18 és 16:54, ezek
kiilonbsége 24 perc. A delelési id6pontok eltérése a napfeltelték és a naplementék
idoponteltolédasanak szamtani kozepével kozelithetd, ez 23,5 perc.

Tajta Sdra (Budapest, Vérosmajori Gimn., 9. évf.)

45 dolgozat érkezett. Helyes 28 megoldés. Kicsit hidnyos (2 pont) 3, hibds 7, nem
versenyszerd 7 dolgozat.

G. 806. Az abran ldthato kapcsoldsban ismert
az R1, Ry és az Rg ellendllds, valamint az R3 ellen-

Rl Rg
f allason datfolyo dram I3 erdssége.
== Hatdrozzuk meg
Rs

a) a mdsik két ellendllason dtfolys I és I dra-
mok erdsségét;

b) a telep elektromotoros erejét!
¢) Mennyi hé fejlédik dsszesen t id6 alatt a rendszerben?
(Adatok: Ry =20 Q, Ro=10Q, R3 =40Q, I3 =2 A,t=30s.)
(3 pont)

Megoldas. a) Ry és Rs parhuzamosan vannak kapcsolva, rajtuk ugyanakkora
a fesziiltség:

R
Roly = R3l;,  tehat I = 3—313 =4.2A=8A.
2

Az R; ellenallason folyé daram erGssége a csomoéponti torvény szerint

I, =I,+I; =10 A.
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b) Az egyes ellenéllasok fesziiltsége:
Up=Ri11=209Q-10 A =200V,
Uy=Us=Rolo=10Q-8A=80V.

A telep kapocsfesziiltsége
U=U+U3=280V,

és ha a telep belsd ellenélldsa elhanyagolhatéan kicsi (vagyis a fesziiltségforrds
idedlis), akkor ugyanekkora a telep elektromotoros ereje (iiresjarati fesziiltsége).

¢) A telepen I = I erésségii dram folyik, a leadott teljesitmény tehdt
P=U-1=280V-10A=2800W.
A rendszerben (a harom ellenalldson) ¢ = 30 s alatt Gsszesen
Q=P -t=2800W-30s=284kJ
hé fejlédik.
Téth Hanga Katalin (Kecskeméti Banyai Juilia Gimn., 9. évf.)

49 dolgozat érkezett. Helyes 21 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 12, nem versenyszer(i
16 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

P. 5432. Egy fiiggdleges helyzetben rigzitett, vékony szigeteldpdlcdra hdarom egy-
forma tomegi és eqyenld toltést szigetelbgyongyot flztink fel. Az alsé gyongy rogzi-
tett, a folotte lévé mdsik kettd szabadon elcsuszhat a pdlcdn. Egyensulyi helyzetben
hanyszor messzebb van a legfelsé gyongy a kozépsdtol, mint a kézépsd a legalsotol?

(5 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

Megoldas. Legyen a gyongyok tomege m, toltésiik Q. Az alsé (A) és kozépsd
(K) gyongy tavolsdgat jeloljiik R-rel. A fels6 (F) gyongy és K tavolsdga legyen AR.
A felfelé mutaté vektorokat tekintsiik pozitivnak.

A rogzitett, igy semmilyen er6hatdsra nem tud elmozdulni. A masik két gyongy
is nyugalomban van, igy a rdjuk haté erék ereddje nulla. A gydngyok azonos
toltéstiek, igy taszitjak egymast. C-ra hat a gravitaciés erd lefelé, F taszitéereje
is lefelé, tovabba A taszitdereje felfelé. Ezek eléjeles Gsszege nulla:

Q* Q’
— —mg—k =0
R2 ()\R)Q

k
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F-re hat a gravitacios er lefelé, IC taszitéereje felfelé és A taszitdereje ugyan-
csak felfelé. Az erdegyensily feltétele:

A
(AR+R)>  (AR)’

—mg = 0.

Ebbdl a két egyenletbdl (mg kikiiszobolése utan) kapjuk, hogy

Q@ Q@ Q’
" k()\R)Q B k(AR+ RE k(AR)”

vagyis
1 2

1-— — —
()\+1>2 )\2

=0.

K6z6s nevezore hozva a
MA+1)7 =22 —20+1)%=0
negyedfoku egyenletet kapjuk, amelynek egyetlen valés, pozitiv gyoke van: A ~ 1,54
(l4sd pl. a WolframAlpha vagy a GeoGebra szamitdgépes alkalmazdsokat).
Egyensilyi helyzetben tehat kb. masfélszer messzebb van a legfelsé gyongy
a kozépsotol, mint a kozépso a legalsotol.
Dancsdk Dénes (Nagykanizsa, Batthydny L. Gimn., 11. évf.)

47 dolgozat érkezett. Helyes 36 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 2, hidnyos
(1-3 pont) 7, hibas 1, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

P. 5436. K¢ét, eqymdst merdlegesen keresztezd egyenes autopdlydn egy-egy pont-
szertinek tekinthetd auté a keresztezddési pont felé tart dllandd nagysdgu sebesség-
gel. Az A jeld autd sebessége vy = 50 km/h, a B jeli autéé vg = 40 km/h. Egy
adott idépontban a két autd a keresztezddési ponttol mért tdvolsiga da = 20 km,
illetve dp = 36 km.

a) Mekkora lesz kéztik a minimdlis tdvolsdg?
b) Mennyi idé milva lesznek egymdshoz legkdzelebb?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszlé, Budapest

Megoldas. Szamoljunk km, h és km/h egységekben. Az adott pillanat utén
t id6 elteltével az A jeli auté 20 — 50t, a B jelii pedig 36 — 40t tavolsagra lesz
a keresztez6déstél. A két autéd kozotti tdvolsdg ebben az idépontban (a Pitagorasz-
tétel szerint)

d(t) = \/(20 —50t)% 4 (36 — 40t)* = /41002 — 4880 ¢ + 1696.
A legkisebb tavolsdg a gyok alatti masodfoki kifejezés minimuméanal lesz. Ha
ezt a kifejezést at? 4 bt + c alakban irjuk, akkor a minimum idépontja

b 4880 ,
tmin — _% = m 0,60 ora = 36 perc,
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a minimalis tavolsidg pedig

dmin =d (tmin> ~ 15,6 km.

A Konyv gyermekei csapat:
Farkas Ldszlo, Do,ba’k Bdalint, Ferencz Hunor
(Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

91 dolgozat érkezett. Helyes 65 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 7, hidnyos
(1-2 pont) 5, hibas 11, nem versenyszer(i 3 dolgozat.

P. 5437. Egqy kettoscsillag eqyik tagja hdromszor nagyobb tomegi, mint a mda-
sik csillag. A két égitest (amelyek mérete sokkal kisebb, mint a tdvolsdguk) ko-
zelitéleg kor alakiu pdlydkon keringenek a kézds tomegkozéppontjuk koril. Melyik
csillagnak és hdnyszor nagyobb a mozgdsi energidja a tomegkdzépponti koordindta-
rendszerben?

(3 pont) Tankonyvi feladat

Megoldas. Jeloljiik a nagyobb tomegli csillag adatait 1-es, a kisebb tomegiiét
2-es indexekkel. Ismert, hogy a tomegek aranya:

mi
— =3,
ma

a tomegkozépponttdl mért tavolsagukra pedig

. 1 mo 1
miTy = Mara alapjan == =C
T2 mq 3
teljesiil. A csillagok keringési ideje megegyezik, {gy a szogsebességiik (w) is ugyan-
akkora.

A csillagok mozgasi energidja:

1 1
£ = §m1v% = iml(rlw)z7
illetve
1> 1 9 1 ( )2
= —Mmaov5 = —Ma(rw
2 = 5ty = 5mMa(Taw)’,

igy a keresett arany

Ey  my 2_3 1 1

E2 o mo T2 o 9 o 3
Ezek szerint a kisebb tomegil csillagnak haromszor nagyobb a mozgasi energidja
(a tomegkozépponti koordindta-rendszerben), mint a nagyobb tomegil tarséé.

Tomesz Laszlo Gergd (Miskole, Foldes F. Gimn., 11. évf.)

59 dolgozat érkezett. Helyes 45 megoldds. Hidnyos (1 pont) 8, hibds 3, nem verseny-
szerd 3 dolgozat.
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P. 5439. Egy gomb alaki, kezdetben 20 ° C' hd-
meérsékletl rézgolyot vékony, hdszigeteld szdl segit-
ségével nagy mennyiségi, 80 ° C-os vizbe meritink.
A fémgolyd t1 idd elteltével melegszik fel 50 © C-ra.
Ezutdn a kisérletet megismételjik gy, hogy a viz
hémérséklete 20 °C, a golydé pedig 80 °C. A réz-
golyo most ty idd alatt hil le 50 ° C-ra. Melyik id6
rovidebb, t1 vagy to, ha a golydt

a) éppen csak belemeritjik o vizbe,
b) magjdnem az edény aljdig engedjiik le?
(4 pont) Példatari feladat nyomdan

Megoldas. A réz j6 hévezetd, a viz viszont rosszul vezeti a h6t. A Fourier-féle
oK
ez a tényez6 vizre csupan 0,6 % Ez a nagy kiilonbség csak akkor mutatkozik
meg, ha a viz nem mozog, hanem az egymas melletti meleg és hideg vizrétegek
kozott torténik a hédtadds. Ha a viz dramlik (mint ahogy a kozponti f6tés csovei-
ben), akkor a héatadds lényegesen felgyorsul. Ezt a fajta héataddst héaramldsnak

(konvekciénak) nevezik.

hovezetési torvényben szereplé hovezetési egyiitthaté rézre 400 mig ugyan-

a) A vizfelszin kozelében tartott, eredetileg 20 °C-os golyénak hét dtadd viz-
réteg hémérséklete csokken, igy a siirtisége nagyobb lesz, mint a koérnyezd, meleg
folyadék siirtisége. Ennek hatdsdra a nagyobb stlruségl folyadék lefelé, az edény
aljahoz aramlik, helyére pedig melegebb folyadék keriil. Ez a meleg folyadék folya-
matosan melegiti a rézgolyét, annak homérséklete viszonylag gyorsan emelkedik.

Az eredetileg 80 °C-o0s golyd hot ad at a kornyezd vizrétegnek, igy annak stiri-
sége csokken. A kisebb stirtiségii, fokozatosan meleged6 folyadék nem tud az edény
aljara siillyedni, nem indul el a konvekcid, emiatt a rézgolyo lehiilése viszonylag
lassan torténik.

A réz hémérséklete mindkét esetben ugyanannyit (30 °C-ot) valtozik, de a val-
tozas sebességének kiillonbozdsége miatt a felmelegedés ty ideje révidebb, mint a le-
hiilés t5 idétartama.

b) Az edény aljanak kozelében tartott rézgoly6ndl hasonlé folyamatok mennek
végbe, de a helyzet megfordul. A hideg golyé altal lehiitott, tehat a kornyezetéhez
képest stirtibbé valé viz a goly6 kozelében marad, nem emelkedik fel, nem indul be
a konvekcid. A meleg golyé altal felmelegitett viz viszont a kisebb sfirtisége miatt
felemelkedik, konvektiv aramlas indul be. Az edény aljanal tartott rézgolyonal tehat
a goly6 felmelegedése a lasstuibb, a lehiilése pedig a gyorsabb folyamat, vagyis t1 > to.

Nemeskéri Daniel (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyak. Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

18 dolgozat érkezett. Helyes 14 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 2, hibds 1, nem ver-
senyszerl 1 dolgozat.
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P. 5446. Két didk egy mutatvdnyra készil. A sportpalydn egymdstdél bizonyos
d tdvolsagra lévd focilabddkat egyszerre megrigjdk gy, hogy a labddk a levegdben
taldlkozzanak. Az egyik didk vy =20 m/s, a mdsik vo =10 m/s sebességgel lovi
el a labddt, de a kezddsebesséqg irdnydt szabadon megudlaszthatjik. Legfeljebb mek-
kora kezdeti dpax tdvolsagra lehet egymdstol a két labda ahhoz, hogy a mutatviny
sikertiljon?

(A légellendllds hatdsdt hanyagoljuk el.)
(5 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbdgy

Megoldas. Hasznéljuk az abrdn lathato jeloléseket. Az x1 + zo tavolsag gy lesz
a legnagyobb, ha a didkok egymads felé rugjak el a labdékat, és azok kozvetleniil
a foldet érés el6tt talalkoznak.

V1 Sin «

V1 COS (v vz cos 3

A taldlkozési pontig mindkét labda ugyanannyi ideig mozgott, és a fiiggéleges
irdnyu elmozdulasuk is megegyezik:

visina -t — th =vgsinf -t — %tQ,

vagyis
(1) vy sina = vg sin f.

A mozgas t idejének fele alatt a labdék fiiggdleges iranyu sebessége nullara csokken:

t t
vlsina—g§:O és vgsinﬁ—g§=0,

vagyis

@) . 2y sina 2vp sin 3
g g

A labdédk vizszintes iranyu elmozduldsanak Osszege, vagyis a labdak kezdeti
tavolsaga:
d=x1+x9 =vicosa-t+vycosf-t.

Helyettesitsiik be ¢ helyébe x; képleténél (2) mésodik alakjét, xo-nél pedig az elsd
alakot:

2v1v 20911 20102

d 2 cosasin 3+ cos fsina = sin(a + f).
g
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Mivel sin(a + 8) < 1, a labdédk kezdeti tdvolsdganak maximuma

- 20109 - 2-(20 m/s) - (210 m/s) 40
g 10 m/s

(Ha g pontosabb értékével, 9,81 m/sz—tel szamolunk, a dyayx ~ 41 m-es eredményt
kapjuk.)

Jéllehet nem volt kérdés a labdék kezddsebességének iranya, de ezeket is meg-
hatarozhatjuk. A legnagyobb d tavolsig esetén oo + 3 = 90°, igy (1) szerint

v1 sin a = vy cos

tehat
tga=— == a = 26,6° és B =90°—a=634°.

Osvath Emese (Budapest, Baiar-Madas Ref. Gimn., 10. évf.)
dolgozata alapjan

53 dolgozat érkezett. Helyes 23 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 11, hidnyos
(1-3 pont) 8, hibas 9, nem versenyszerii 2 dolgozat.

P. 5452. Eqy egyenes palydn haladd fotonrakéta tomege induldskor mg. Adjuk
meg a rakéta sebességét a nyugalmi tomeg pillanatnyi értékének a fligguényében!

(Ldsd még a P. 5426. feladatot a KoMaLi 2022. szeptemberi szdmdaban.)
(4 pont) Kozli: Woynarovich Ferenc, Budapest

Megoldas. Legyen a v sebességgel haladd rakéta nyugalmi témege egy tetszo-
leges pillanatban mf, ,latszélagos” tomege

Ha eddig a pillanatig a rakétabdl kiaramlott fotonok oOsszes lendiilete p, akkor
a rakéta lendiilete —p. A rakéta (relativisztikus) energidja

mgc?
Eraxéta = me* = ! s
2
C2
lendiiletének nagysdga (p = |p|) pedig
myv
p=mv= —.
v
l-=
A fotonok energidja
mgyvce
Etoton = pc = ! =
1- Y
2
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Felirhaté az energiamegmaradds torvénye:

m002 = pc+ mcz,

azaz

ct+w N c+v Y
My = ————=my =1/ ——m
0 2_,2 0 0

c4 — v cC—v

kovetkezik, amib6l (négyzetre emelés és
rendezés utdn) megkapjuk a keresett se-
bességet:

*\2 '
mg + (mg)

Ezt a kapcsolatot — bevezetve

«
v m . ny ‘
az y=_ és x = m—g dimenziétlan val-

tozdkat — grafikusan is dbrézolhatjuk. 0 02 04 06 08 1

Klement Tamds (Pécsi Lebwey Klara Gimn., 10. évf.)

19 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek, Bernhardt David, Klement Tamas és
Nemeskéri Déniel megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos (1-2 pont) 12, hibds
2 dolgozat.

P. 5454. Az autogumik javitdsa utan a kerekeket nagy fordulatszamra porgetik,
és az esetleges iitést” kicsiny nehezékekkel kiegyensilyozzdk (centrirozzdk a kere-
ket). Az egyik kereket dlld helyzetbdl dllandd széggyorsuldssal forgdsba hozzdk. Eqy
bizonyos pillanatban a tengelytél R = 20 cm tdvolsagban lévd szelepsapka gyorsuld-
sdnak nagysdga kétszer akkora, mint az induldskor, és a sebessége ekkor v =1m/s.

a) Mennyi idd telt el az induldsdtol szamitva?

b) Mennyi volt a szelepsapka gyorsuldsa induldskor?

¢) Mennyi utat tett meg a szelepsapka ezalatt?
(4 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

Megoldas. Mivel a kerék szoggyorsulasa allandé, ezért a szelepsapka érintoira-
nyu (tangencialis) gyorsuldsa is idében &llandé. Jeloljiik ezt a gyorsuldst (amely
megegyezik az induldskori gyorsuldssal) a¢-vel.

Az id6 multaval a szelepsapka sebessége egyre né, és emiatt a sugarirdnyu
acp centripetalis gyorsulds is novekszik. A tangencidlis és a centripetélis gyorsulds
egyméasra meroleges vektorok, igy az ereddjiik nagysaga a Pitagorasz-tétel szerint

— /a2 2
a = /ai + ag,.
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A kérdéses pillanatban a = 2ay, ekkor
\Ja?2 + a2, = 2a
t cp ts

2 2 _ 42
ag +acp—4at,

vagyis

tehat

Acp = \/gat.

b) Mésrészt a szelepsapka centripetdlis gyorsuldsa kifejezhetd a sebességével és
a kerék sugaraval:

v? 1 m?/s? 5
a — = =5 —,
PR 0,2 m 52
igy -
m m
at = -5 =4,

a) Az induldstdl szdmitva a kérdéses pillanatig
t=2>=035s
Qy,
idé6 telt el.

¢) A szelepsapka dltal megtett it az egyenletesen véltozé mozgas ut-id6 Gssze-

fliggése szerint
a
s = EttQ = 0,17 m.

Lévai Dominik Mark (Tata, Eotvos J. Gimn., 12. évf.)

77 dolgozat érkezett. Helyes 41 megoldds. Kicsit hidnyos (3 pont) 14, hidnyos
(1-2 pont) 13, hibds 4, nem versenyszer(i 5 dolgozat.

P. 5456. A képen azt lathatjuk,
hogy munkdsok egy kutgylrit raknak
fel (vagy esetleg engednek le) pallékon
eqy teherautordl. A kitgylrd témege
300 kg, dtmérdje 1 m, a pallok hossza
5 m, a teherauto platojinak magassdga
1 m. Tegyiik fel, hogy a munkdsok ke-
zei dltal kifejtett erdk ereddje parhuza-
mos a pallokkal, valamint a kezik és a kutgyilri kozott 0,8 a tapaddsi surlodadsi
egytitthato, tovabbd a kutgylrid nem csuszik meg a pallon.

Hatdrozzuk meg, hogy a pallokkal pdrhuzamosan legalabb mekkora erét kell a be-
tongytrire kifejteni, ha egyenletes mozgdssal, megcsuszas nélkil akarjuk gorgetni

a) felfelé;
b) lefelé!
(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz
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Megoldas. A kutgylirli egyenletesen mozog, tehat a rd hato erék ereddje is és
a forgatonyomatékok ered@je is nulla. Hasznaljuk az abran lathaté jeloléseket.

Fsinp

mg CO/SOé \

A kutgyitriire a pallékkal parhuzamos irdnyban haté erck egyensilyi feltétele
F + 5 = mgsin «, amit

h
(1) F—i—S:mgg

alakban is felirhatunk. (Létni fogjuk, hogy az dbréan jelslt irdnyitds mellett S > 0,
tehat a kitgytiri és a pallok kozotti surlédas csokkenti a munkasok altal kifejtendé
F erd nagysagat.)

Az F er6t felbonthatjuk F'sin ¢ nagysagu tangencidlis (érintSirdnyt) és F cos ¢
nagysagui radialis (sugdrirdnyd) komponens osszegére. A kutgytiri szimmetriaten-
gelyére vonatkoztatva csak az F' erd tangencialis komponensének, valamint a pallok
és a kutgytri kozotti S surlédasi erének van forgatényomatéka. fgy a forgatonyo-
matékok egyensilyi feltétele:

(2) Fsing-R—SR=0, vagyis S = Fsinp.
Az (1) és (2) egyenletekbdl kapjuk, hogy
F= migﬁ.
s(1+ sinp)
Mivel a szinuszfiiggvény 0 < ¢ < 7/2 intervallumon monoton névekvé, F legkisebb
értékét ¢ legnagyobb értéke adja meg:
mgh

Fopm=—"-"——.
T 5(1 4+ sin @max)

A ¢ sz6g legnagyobb értékét az a feltétel hatarozza meg, hogy a munkasok
keze és a kutgylirti kozotti (érintSirdnyd) surlédédsi erd nem lehet nagyobb, mint
az altaluk kifejtett, sugariranyu nyomoéer6 p = 0,8-szerese:

Fsinp < pFcosp, vagyis tge < p.
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Ezek szerint
® < Pmax = arctg u = 385707
és igy

mgh ~ 362 N.

Fmin =
s(

1 + sin max)

(Erdekes, hogy ez az eredmény nem fiigg a kutgylri R sugaratol.)

A megoldés soran sehol nem hivatkoztunk a mozgés irdnyéra, tehat az ered-
mény egyarant érvényes a felfelé lassan gorgetett, illetve az dvatosan leeresztett
kutgytirtire is.

Haldsz Henrik (Szeged, Radnéti M. Kisérleti Gimn., 12. évf.)

27 dolgozat érkezett. Helyes Bencz Benedek, Csilling Daéniel, Csiszar Andras és
Haldsz Henrik megolddsa. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 4, hidnyos (1-2 pont) 17, hibds 1,
nem versenyszerii 1 dolgozat.

22722727777 P. 5457. Hdszigetelt, hengeres tartdly belsd
G hossza L. A tartdlyt eqy hdszigeteld dugattyi két

% R (CLULLLCIdN részre osztja; a bal oldali térfélben egyatomos ide-
dlis gdz, a jobb oldaliban vikwum van (ldsd az ab-
rat). A dugattyidt a tartdly jobb oldali végével
rugo koti dssze, melynek feszitetlen hossza L.
A gdzt a bal oldali térfélben lévd fiitdszdl segitségével lassan melegiteni kezdjiik.

L

Hatdrozzuk meg a gdz mélhgjét ebben a folyamatban!

(5 pont) Oroszorszagi feladat nyoman

I. megoldas. Legyen a dugattyu keresztmetszete A, a rugddllandé pedig D.
A rugé osszenyomddasa megegyezik a gaztér hosszaval; jeloljiik ezt a tavolsagot
Al-lel. A dugattyira a gdz ugyanakkora erét fejt ki, mint az dsszenyomott rugé:

pA = D Al.

p A gaz nyomasa tehat egyenesen ardanyos A/l-lel. Mi-
P2 . vel a gédz V = AAL térfogata is egyenesen ardnyos
Al-lel, megallapithatjuk, hogy p egyenesen ardnyos
V-vel: »

D1 5 — = 4llandé.
|4
. |4

Vi Va

A gaz allapotvéltozasa a p—V grafikonon egy —
az origdébdl induld — egyenessel szemléltethetd.

A hétan 1. f6tétele szerint a gézzal kozolt @ hé a gaz Fy, bels6 energidjat noveli
és a tagulasi munkat fedezi:

(1) Q=AE, + Wt,zigulési'

Legyenek a leirt folyamatban a géz két kiillonbozé dllapotanak allapotjelzoi
(p1, V1) és (p2, V2). Ekkor a tdguldsi munka (ami a piros vonal alatti rézsaszinii tra-
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péz teriiletével egyezik meg) két derékszogli haromszog teriiletének kiilonbségeként
kaphaté meg:

p2Va p1Va pV
thégulési = 2 - 2 = <2> .
Az f szabadsédgi fokt molekuldkbdl 4116 idedlis gaz bels6 energidja igy szamithatd ki:

Jelen esetben egyatomos gazrél van szé, igy f = 3, tehat
3

Ezek szerint a kozolt hé (1)-nek megfelelden
Q=2-ApV).
Tudjuk még, hogy az idedlis giz allapotegyenlete:
pV =nRT, vagyis A(pV) =nR- AT,
és 1gy a mélhg (mdlnyi mennyiség hékapacitdsa) ebben a folyamatban

Q

Cm:nAT:

2R.

Klement Tamds (Pécs, Lebwey Kldra Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Mikozben a gaz belsé energidjat megnoveljiik, a rugdt is Ossze
kell nyomjuk, ezért a flitoszal altal kozolt ho egyenld a géz belsé energidjanak és
a rugé rugalmas energidjanak egyiittes megvaltozasaval:

(1) Q = Alyc1s8 + A-Elrugalmas~

Legyen a rugé pillanatnyi 6sszenyomodasa £, a rugéallando D, a dugattyu ke-
resztmetszete A, a gaz dllapotjelzéi pedig a szokasos p, V' és T'. Tekintsiik a rendszer
1-es és a 2-es allapota kozotti valtozdsokat. Az erdegyensily feltétele:

plA = D€1 és p2A = D£2,
a gaztérfogatok pedig
Vl = Agl és VQ = AEQ

A rugdenergia megvéltozasa kifejezheté a nyomasokkal, a térfogatokkal és
a hémérsékletekkel is:

1 1 1 1 1 1
(2) A-Erugalmas = iDgg - §D€% = 5]?214@2 - 51?114@1 = 5]92‘/2 - 5171‘/1 =

1 1 1
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az egyatomos (f = 3 szabadsagi fokd) gaz bels6 energidjanak megvaltozdsa pedig

3 3
(3) AEbelsé = gnRTg — gnRTl = 5nR(T2 — Tl) = inRAT.

A rendszerrel kozolt hé (1), (2) és (3) szerint
Q = 2nRAT,

igy a folyamatban a molhé:

o Q
Cm_nAT

Beke Botond (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 10. évf.)

=2R =16,63 .
" mol - K

45 dolgozat érkezett. Helyes 31 megoldés. Kicsit hidnyos (3-4 pont) 8, hidnyos (1-2
pont) 4, hibds 1, nem versenyszerii 1 dolgozat.

P. 5458. Hdarom telep mindegyike 12 V tiresjardsi fesziltségi és 3 €2 belsé el-
lendllasi. A telepek milyen kapcsoldsa esetén kapjuk az R kiilsd ellendlldison a leg-
nagyobb teljesitményt, és mekkora ez a teljesitmény, ha

a) R=1Q;
b) R=3Q;
¢) R=3,5Q;
d) R=6Q?
(4 pont) Kozli: Székely Gyirgy, Budapest

Megoldas. Harom egyforma telepet négyféle médon kapcsolhatunk 6ssze. (Nem
foglalkozunk azokkal az esetekkel, amikor nem mindegyik telepet hasznaljuk, illetve
az eltérd polaritdssal sszekapesolt telepekkel.)

A eset: a harom telepet sorosan kapcsoljuk;

B eset: mindharom telepet parhuzamosan kapcsoljuk;

C eset: két telepet sorosan kapcsolunk, a harmadikat velitk parhuzamosan
kotjiik be;

D eset: két telepet parhuzamosan kapcsolunk, majd a harmadikat sorosan
kotjitk hozzajuk.

Szamitsuk ki mind a négy esetben, hogy mekkora dram folyik egy R nagysigu
kiilsé ellenallason. (A fesziiltséget volt, az ellendlldsokat ohm, az dramokat am-
per, a teljesitményt pedig watt egységekben mérjiik, de a mértékegységeket nem
frjuk ki.)

A eset.

A telepek iiresjdrati fesziiltsége osszeadddik (tehdt 36 lesz), a belsd ellendlldsok
ugyancsak osszeadddnak (tehdt a nagysdguk 9 lesz), {gy az dramerdsség a kiilsd
terhelésen

I.— 36
AT R+

246 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/



az R ellendllasra jutoé teljesitmény pedig

2
36
Py, =IiR= (M) R.

R helyébe rendre 1; 3; 3,5 és 6-ot helyettesitve (két jegy pontossdggal szdmolva)
kapjuk, hogy P¢ = 13, P} = 27, P§ =29, P{ = 35.
Beset. . qTTTTTTos '

A parhuzamosan kapcsolt telepek iiresjarati fesziiltsé- —HD—
ge marad 12, de a belsd ellenélldsuk harmadolédik (hiszen ] :

a foag aramanak % része folyik csak 4t rajtuk), tehét 1 lesz. | r======--= '

Ennek megfeleléen ! |
12 ma D

Ig=—— ] !
L
és : | E
5 12 2 : }_:'_:
Ps=I:R=(—"")R,

R+1 Is

vagyis P§ = 36, P} = 27, P§ = 25, Pi = 18.

Kicsit bonyolultabban szamolhaték a vegyes kapcsolasok.

C eset. . qiTTTooooes Ve ,

Az dbra jeldléseinek megfeleléen Kirch- _HH:H_HH:H_

hoff 1. és II. térvénye szerint i . )

Iy
1) Ie=htl . Lo
2) 24 — 61, = 12 — 31, —~|H:|4+
(3) 12_3[2—RIC :O I e ]

Ic
Az (1)—(3) linedris egyenletrendszert megold-

va kapjuk:
16 16V
Io=——, Po=I)R=(——|R
¢ c—ic <R+2> ’

és ennek megfeleléen

P& =28, P.L=31, P&E=30, P&=24
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D eset.

Ha a f64g aramerdssége I, akkor a par-
huzamosan kapcsolt telepek mindegyikén
%ID er0sségli aram folyik. Kirchhoff hurok-
torvényét alkalmazva:

12721D+1273ID7RID:0,

vagyis
gy 94

Ip=——
TRty

24 Y
PDI%R(M) B

azaz P =19, PY =31, P§ = 32, P3 = 31.

A kapott eredményeket a kiilsé ellenallds nagysaga szerint rendezve latjuk,
hogy

a) az 1 Q-os ellenélldsra a parhuzamos kapcsoldsnél jut a legnagyobb teljesit-
mény, 36 W;

b) a 3 Q-os ellendlldsra a vegyes kapcsoldsokndl jut a legnagyobb teljesitmény,
egyarant 31 W;

¢) a 3,5 Q-os ellendllasndl a D esetnek megfeleld kapcsoldsban legnagyobb
a teljesitmény, nevezetesen 32 W;

d) a 6 Q-os ellendlldsnél a telepek soros kapcsoldsdndl legnagyobb a teljesit-
mény, nagysaga 35 W.

a teljesitmény pedig

Férizs Borbdla (Budapest, Varosmajori Gimn., 11. évf.)
49 dolgozat érkezett. Helyes a ,barmi j6” csapat (Esztinka Anna Karolina, Szaldki

Szonja), Bunford Luca, Férizs Borbédla, Molndr Kristéf és Tatar Agoston megolddsa.
Kicsit hidnyos (3 pont) 16, hidnyos (1-2 pont) 23, nem versenyszerii 5 dolgozat.

P. 5460. Szines parfiimot 4 cm kilsé dtmérdji, 10 cm ma-
gas, dllando falvastagsdgi, henger alaki, n =15 torésmutatoju
tvegben hoznak forgalomba. A parfimdét a polcon szemmagassdag-
ban helyezik el, és hatulrol vildgitjak meg. A tdvoli vasarlok gy
latjak, mintha a hengerpaldst falvastagsdga nulla lenne*. Legaldbb
hdny ml parfim lehet az tivegben?

(4 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest

Megoldas. A hengerpalastot akkor 1latjuk nulla vastagsagunak, ha az iiveg kiilsé
szélérdl olyan fénysugar érkezik a szemiinkbe, amelyik athaladt az {iveg belsejében
1év6 szines folyadékon, vagy legaldbb érintette azt.

* A fénykép csak illusztricié, az iiveg alakja és a falvastagsdga eltér a feladatban
leirtaktol.
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Az dbra a hataresetnek megfelel6 fény-
sugarat mutatja. Az tivegedény kiils6 suga-
ra R =2 cm, a bels6 sugara pedig legyen 7.
A geometriai viszonyok miatt

) r
sina = —

R’

tovabba a Snellius—Descartes-torvény szerint

sinov = —.
n

Ennek megfeleléen az edény bels6 sugara

R 20cm
r=— =
n 1,5

= 1,33 cm,

az iveghenger falvastagsidga pedig d = R —r = 0,67 cm. Ugyanilyen vastag a H =
10 cm magas henger alsé és felsé korlapja is, tehat az tivegedény belsé térfogata
legaldbb

V = (H — 2d) r’m =~ 48 ml.

Szabd Zsombor (Esztergomi Dob6 Katalin Gimn., 12. évf.)
dolgozata alapjan

6 dolgozat érkezett. Teljes értékli megoldds nem volt. Kicsit hidnyos (3 pont) 3,
hidnyos (2 pont) 2, hibds 1 dolgozat.

P. 5469. Sulytalansdgban egy rogzitett Q = Q q
=6-10"7 C értékii ponttiltés elektromos mezejé- Q o d
ben eqy q=4-10"7 C toltésti, m = 3 g tomegi
pontszert; test mozog. Kezddsebesség nélkiil indulva d = 0,8 m tdvolsag megtétele
kozben sebessége v =2 m/s értékre novekedett.

Mekkora volt a két toltés tavolsaga kezdetben?

(3 pont) Kozli: Holics Ldszlo, Budapest

Megoldas. A kisebb toltés Coulomb-energidjanak egy része atalakul mozgasi
energiava:

Qq Qq
1 — =k—— + En,
&) A

ahol r a két toltés kezdeti tavolsaga.
Tudjuk, hogy

1
E., = §m02 =6-10"2J, tovibbd kQg=a=2,15-10"2 Jm.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/ 249



Ezt (1)-be helyettesitve kapjuk, hogy

a a

5 Em7
r  r4+d +
ad = 1r’E,, + rdEy,,
Enr?® + Endr — ad = 0.

Ennek a masodfoki egyenletnek a pozitiv megolddsa r = 0,268 m = 27 cm, ekkora
volt tehat a két toltés kezdeti tavolsiga.
Fajszi Karsa (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)

62 dolgozat érkezett. Helyes 32 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 8, hibds 18, nem
versenyszeri 4 dolgozat.

Fizikabol kitlizott feladatok

M. 422. Tartsunk egy ridmégnest merdlegesen egy viszonylag nagy méretl
vaslaphoz kozel. Mérjiik meg a radmégnesre haté magneses erét a fémlaptol mért
tavolsag fiiggvényében!

(6 pont) Kozli: Széchenyi Gabor, Budapest

G. 813. Egy toronyhaz tetejérol sorozatfelvételt készitettiink a héz melletti
utca forgalmardl. A kivélasztott két felvétel egymdast kovetéen 4/15 mésodperc
idokiilonbséggel késziilt az egyenletesen haladé gépkocsikrdl. Becsiiljiik meg a gép-
kocsik tuttesthez viszonyitott sebességét, ha az uttestet kettéoszté fehér, szaggatott
valasztovonal egy szakaszanak hossza kb. 2 méter.

e &

(3 pont) Oveges Jozsef Orszigos Fizikaverseny feladata nyoman

G. 814. Egy nagy tomegii, nyitott vasuti kocsi vizszintes, egyenes palyan halad
v sebességgel. A kocsin 1év6 konnyt jatékdagyuval az dgyihoz képest 2v sebességgel
tudunk l6vedékeket kiléni. A vizszinteshez képest milyen szogben 16je ki az dgyud
a lovedékét, hogy az visszaessen a vasiti kocsira? A kilovés utdn mennyi idével esik
vissza a lovedék a kocsira? (A légellendlldstol tekintsiink el.)

(3 pont)
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G. 815. Egy 100 g tomegi, 0 °C-os, 920 ke stirtiségu jégdarab kozepébe 2 g

H13
tomegt, 11300 % stirtiségii 6lomgolydt fagyasztottunk. A jégdarabot 0 °C-os vizbe
tessziik. A szobah6mérsékleti levegd miatt percenként 5 g jég olvad el. Mennyi id6

mulva kezd lesiillyedni a jégdarab?

(4 pont)

G. 816. Van harom ohmos ellenallasunk, melyek értéke 1 k€2, 2 k2 és 4 k(2. Ezek
koziil kettot vagy harmat sorba kotiink, és 230 V-ra kapcsolunk. Hanyféle fesziilt-
séget mérhetiink az egyes aramkorokben két tetszoleges pont kozott, és mekkorak
ezek az értékek?

(4 pont)

P. 5481. Egy jarmii allé helyzetbdl indulva egyenletesen gyorsul. A jarmi ke-
rekének (egyik legszélsé) P pontja induldskor éppen a talajtdl legtavolabbi helyze-
tében van. Hanyszorosara né a P pont gyorsuldsanak nagysaga a kerék n fordulata
utan?

(4 pont) Kozli: Gnddig Péter, Vacduka

P. 5482. Egy L hosszusagu fonalingat vizszintesig kitéritiink, majd elengediink.
Amikor az inga fonala fiiggéleges lesz, akkor az ingatest tokéletesen rugalmasan
iitkozik egy ugyanakkora tomegli masik kicsiny testtel, amely kezdetben egy asztal
szélén van. Az litkozést kovetben az asztal szélén 1évé test vizszintes hajitést
végez, tehat parabolapalyan mozog. Hol van ennek a paraboldanak a fékusza és
a vezéregyenese?

(5 pont) Kozli: Honyek Gyula, Veresegyhdz

P. 5483. Egy elhanyagolhaté tomegii, R sugaru
abroncs egyik atmérdjének két végpontjaba egy m, il-
letve egy M = 2m tomegi, pontszeri nehezéket erd-
sitettiink. A fliggbleges siki abroncsot surlédasmen-
tes asztallapra helyezziik tigy, hogy kezdetben a két
nehezék azonos fiiggdleges egyenesen helyezkedik el
(a nehezebb van feliil). Az abroncsot ebbdl az instabil egyenstlyi dllapotbdl elen-
gedjiik.
a) Mekkora az abroncs kozéppontjanak sebessége, amikor az M témegii nehe-
7€k eléri palyajanak legalsé pontjat?
b) Mekkora az a) esetben az asztalra hat6é nyoméder6?

(5 pont) Kozli: Vigh Maté, Biatorbagy
P. 5484. Kétatomos gézzal egy olyan korfolya- p [10* Pa]

matot valésitunk meg, melynek képe a p—V sikon,

a tengelyek megfelel6 skdlazasa esetén, éppen az db- 3

rdn lathaté kor.

Hatarozzuk meg numerikus modszerekkel egy
igy elkészitett hoerégép hatasfokat! 1

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
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D S P. 5485. Egy szabalyos 0tszog csu-
csait az oldalak mentén az dbrdn latha-
t6 moédon egyforma ellenallashuzalokkal
osszekotjik. Egy mésik szabdlyos 6tszog-
be az atlék mentén helyeziink el ellenallas-
huzalokat, igy azok egy 6tagu csillagot ké-
peznek. (Az ellenalldshuzalok szigeteltek és csak az 6tszog cstcsaiban érintkeznek.)

A B P Q

Az dtszogek szomszédos csicsai kozott mérhetd eredd ellendllds (Rap, illetve
Rpg) a két kapcsoldsban ugyanakkora. Melyik kapcsoldsban és hanyszor nagyobb
az atlok végpontjai kozott mérhetd eredé (Rac, illetve Rppr) ellendllds?

(4 pont) Kozli: Bertalan Zoltan, Békéscsaba
P. 5486. Az dbrdn lathat6 aramkor alkotéelemei ided-
lisak. Kezdetben az egyik kondenzator toltése qg, a masik C _
kondenzator toltetlen. K E% I
C

a) Mekkora az dramerdsség maximuma a K kapcsold [

zarasat kovetden? —[

b) A kapcsold zdrdsa utdn mennyi id6vel éri el el6szor
a maximumat az aramerdésség?

(5 pont) Kozli: Kovdcs Zoltdn, Kolozsvér

P. 5487. Egy n torésmutatéju félhenger siklapjat
befoncsorozzuk. Az dbrdnak megfeleléen a félhengert
egy lézersugarral vizszintesen megvilagitjuk. Mekkora
a értéknél lesz a kilépd fénysugar éppen fiiggdleges?
Mennyi legyen n minimalis értéke, hogy ilyen sugar-
menet lehetséges legyen?

(5 pont) Kozli: Cserti Jozsef, Budapest

P. 5488. a-részecskéket 106 V fesziiltséggel felgyorsi- 1
. . o e P o o ol B
tunk, majd a nyaldbot az dbrdnak megfeleléen merdlege- —e—90— 91070
sen egy B = 1,5 T indukcidji, d = 7 cm szélességli, homo- ©

) p W e o o ol
gén magneses mezobe iranyitjuk. Lo |
a) Milyen szdgben tériilnek el a részecskék? e e
O

b) Mennyi id6t toltenek a részecskék a mégneses tér- o o
ben? Lo |
. , s ed

(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest ‘ ‘
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P. 5489. Egy olyan téglalap alaku keretet készitet-
tiink, amelynek a hosszusdgu vizszintes oldalai merev, 7
egyenes, m tomegl drotszalak, b hosszusagu fliggoleges
oldalai pedig vékony, elhanyagolhaté tomegli cérnaszé- b
lak.

A keretet az egyik drétszalnal fogva mosogatdsze-
res oldatba martottuk, majd kiemeltiik. A kialakuld m

hartya mérete a kozepénél d értékre csokkent. Mekkora a folyadék feliileti
fesziiltsége?

Adatok: a =5 cm, b=8 cm, d = 3,6 cm, m = 2,6 g.
(6 pont) Varga Istvan (1952-2007) feladata

Aprilisi potfeladat.” Ha szeretnénk ki-
prébéalni, hogy milyen az ejtéernySs ugras,
akkor ezt az ugynevezett tandemugrassal
tehetjiik meg. A tandemugrast bemutato
képen az oktaté feliil helyezkedik el, alatta
pedig az ejtéernyo6zést kiprébdld érdeklédo
lathato.

Az érdekléds és az oktatd teste egy-
mashoz szorul, vagy éppen ellenkezoleg, tavolodni akar egymastél, ha

a) az ejtéerny6 még nincs nyitva, az ugrék ,szabadon” zuhannak;

b) az ejtéernyé méar huzamosabb ideig nyitva van?

%

Bekiildési hatarid6: 2023. majus 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal . hu/munkafuzet

ES

MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL
FOR SECONDARY SCHOOLS
(Volume 73. No. 4. April 2023)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 223): K. 764. In the Seventh
Kingdom in the back of beyond, a week lasts one seventh as many days as on the Earth,
a day consists of 42 hours, and there are 77 minutes in an hour and 33 seconds in
a minute. How many seconds elapse during the course of two weeks there? (Proposed

* A feladat megoldasa bekiildhetd, de nem szamit bele a pontversenybe.

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/ 253



by K. A. Kozma, Gy6r) K. 765. The midpoint of side AB of a triangle ABC' is D, and the
midpoint of C'D is E. Which point of the line segment C'D should be marked F' so that
the sum of the areas of triangles AEC and BFC is exactly 40% of the area of triangle
ABC? (Proposed by B. Bdlint, Eger) K. 766. Alpha, Lambda and Zeta each have more
than 1000 forints (HUF, Hungarian currency) on their bank accounts. Lambda’s money
equals 35 percent of Alpha’s money, and Zeta’s money equals 12 of Lambda’s money. How
much money do Alpha, Lambda and Zeta have altogether if Zeta has 10110 forints more
than Lambda? (Proposed by K. A. Kozma, Gy6r) K/C. 767. The circle k passes through
vertices A, B of a given square ABCD in the plane, and touches the side C'D. Let M
denote the intersection of circle k and side BC which is different from B. Find the exact
value of the ratio % (Proposed by I. Keszegh, Révkomarom) K/C. 768. The number
2023 has exactly one digit of 0. How many four-digit positive odd numbers are there for
which this property does not hold? (Proposed by K. A. Kozma, Gydr)

New exercises for practice — competition C (see page 224): Exercises up to grade 10:
K/C. 767. See the text at Exercises K. K/C. 768. See the text at Exercises K. Exercises for
everyone: C. 1763. Prove that the number 4°? + 522023 4 20232 is divisible by 15. C. 1764.
Solve the simultaneous equations x(2x + 6)(3z + 5y) = 64; 22 4 92 + 5y = 16, where x,
y are positive real numbers. (Proposed by B. Bird, Eger) C. 1765. The base of a regular
four-sided pyramid ABCDE is the square ABC D, and each edge of the pyramid is 32
units long. A snail starts at vertex F and crawls to vertex A as follows: first moves along
edge A to the point P for which EP = 2. Then continues to cross the face ABE and
arrives at point Q of edge B, where EQ = 4. Then crosses the face BCE to reach that
point R of edge EC for which ER = 8, and continues along face C DE to point S on edge
ED, with ES = 16. Finally, it crawls on the surface of face DAFE, from S to point A. What
is the minimum distance covered by the snail altogether? (Proposed by B. Bird, Eger)
Exercises upwards of grade 11: C. 1766. Show that in every triangle (with conventional
notations), vVasina +/bsin B+ y/csiny = \/(a + b + ¢)(sina + sin B + sin ). (Proposed
by G. Hollé, Budapest) C. 1767. Given are 2 coins of 7, 3 coins of 17, 5 coins of 119, 7 coins
of 289, 11 coins of 2023 and n coins of 1. Two coins are selected at random, and their
values are multiplied together, and a result of 2023 is obtained. Find the value of n, given
that the probability of obtaining that result is % (Proposed by O. Teleki, T6kol)

New exercises — competition B (see page 225): B. 5310. A game of strategy is played
by four teams on a map represented by an n X n square grid (n > 3). Every square field
is either sea or land. The bases of the four teams are in the four corners of the map, on
land. Given that there is one large connected region of sea on the map and no two bases
are connected by a path on land, determine the minimum possible number of fields that
represent the sea. (A path consists of adjacent fields. Two fields are adjacent if they have
an edge in common. The region of sea is connected in this sense: any two sea squares can
be connected by a path consisting of sea squares.) (4 points) (Proposed by K. Williams,
Cambridge) B. 5311. Is it true that if the sine of each angle of a triangle is rational then
the cosine of each angle is rational, too? (& points) (Proposed by M. Hujter, Budapest)
B. 5312. Let Fj denote the kth Fibonacci number (Fy = F> =1, Fypy1 = Fi + Fir—1).
Prove that 2 Y. FZFiq1 = FnFai1Fyie for all positive integers n. (3 points) (Proposed

k=1
by M. Bencze, Brass6) B. 5313. Triangle ABC'is acute angled, and AC < AB < BC. The
centre of the circumscribed circle is O, the orthocentre is M. The perpendicular bisector
of side AB intersects line AM at point P, and the circle OM P intersects line BM again at
a point @, different from M. Prove that line BC is tangent to the circle ABQ. (4 points)
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(Proposed by G. Kds, Budapest) B. 5314. Let S be an n-element set, and let 1 <k < n
be an odd integer. What is the largest number of subsets of S that can be selected so that
the symmetric difference of no pair of subsets should have exactly k elements? (5 points)
(Proposed by P. P. Pach, Budapest) B. 5315. Consider a triangle ABC. Let B’ be a point
on the extension of side AB beyond B, and let C’ be the point on the extension of side AC
beyond C such that BB’ = CC’. Let k and k’ denote the circumscribed circles of triangles
ABC" and AB’C, respectively. Prove that the common chord of k and k’ lies on the angle
bisector drawn from A. (§ points) (Proposed by M. Hujter, Budapest) B. 5316. Prove
that if 0 < a,b < 1 then (a+ b — ab) (ab +b%) > a+b. (6 points) (Proposed by M. Bencze,
Brassé) B. 5317. An ellipse lies in the closed positive orthant, its foci are (z1;y1) and
(z2;y2), and it touches the coordinate axes at the points of abscissa p, and ordinate g,
respectively. Show that the point (p;q) is collinear with the origin and the centre of the
ellipse, and calculate the numerical eccentricity of the ellipse. (6 points) (Proposed by
L. Ldszld, Budapest)

New problems — competition A (see page 227): A. 851. Let k, | and m be positive
integers. Let ABC'DEF be a hexagon that has a center of symmetry, and let its sidelengths
be AB=k, BC =1 and CD =m. Let f(k,l,m) denote the number of ways we can
partition hexagon ABCDEF into rhombi with unit sides and an angle of 120°. Prove
that by fixing [ and m, there exists polynomial ¢; »,, such that f(k,l,m) = g;m(k) for
every positive integer k, and find the degree of g, in terms of I and m. (Submitted
by Zoltdin Gyenes, Budapest) A. 852. Let (a;,b;) be pairwise distinct pairs of positive

integers for 1 < i < n. Prove that (a1 + a2+ -+ an)(b1 +b2+---+bn) > %

that the statement is sharp, i.e. for an arbitrary ¢ > % it is possible that (a1 + a2 +
oot an)(br bt b)) < en®. (Submitted by Péter Pdl Pach, Budapest, based on
an OKTYV problem) A. 853. Let points A, B, C, A’, B’, C' be chosen in the plane such
that no three of them are collinear, and let lines AA’, BB, CC’ be tangent to a given
equilateral hyperbole at points A, B and C, respectively. Assume that the circumcircle
of A'B’'C" is the same as the nine-point circle of triangle ABC'. Let s(A’) be the Simson
line of point A" with respect to the pedal triangle of ABC. Let A* be the intersection of
line B'C" and the perpendicular of s(A’) through point A. Points B* and C* are defined
in a similar manner. Prove that points A*, B* and C* are collinear. (Submitted by Aron
Bdn-Szabd, Budapest)

n?, and show

Problems in Physics
(see page 250)

M. 422. Hold a bar magnet close to a relatively large sheet of iron perpendicular to
the sheet. Measure the magnetic force exerted on the bar magnet as a function of the
distance from the metal plate.

G. 813. From the top of a tower block, we took a series of photos of the traffic on
the street next to the house. Two selected shots were taken with a time difference of
4/15 seconds, and show cars travelling at a constant speed. Estimate the speed of the cars
relative to the roadway if the length of a white line segment of the white, dashed road
marking, which divides the lanes of the street, is about 2 metres. G. 814. A heavy, open
(railway) wagon is travelling on a horizontal, straight track at a speed of v. A light toy
cannon on the wagon can fire projectiles at a speed of 2v with respect to the to the cannon.
At what angle to the horizontal should the projectile be fired so that it falls back onto
the wagon? How long after firing does the projectile fall back onto the wagon? (Neglect

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/ 255



air drag.) G. 815. A lead ball of mass 2 g, and of density 11 300 was frozen into a 100 g,

0 °C piece of ice of density 920 mg The ice was put into water of temperature 0 °C. Due
to the room temperature air around the ice-water system, 5 g of ice to melts in every
minute. How long will it take for the ice to start sinking? G. 816. We have three resistors
with resistance values of 1 k€2, 2 kQ) and 4 k). Two or three of these are connected in
series and connected to 230 V voltage supply. In this way how many different values of
voltage can we obtain across them, and what are they?

P. 5481. A vehicle starts from rest and accelerates uniformly. Point P, one of the
outermost point on the rim of the vehicle wheel, is initially at its furthest position from
the ground. By what factor does the acceleration of point P increase after n turns of the
wheel? P. 5482. The thread of a simple pendulum of length L is stretched horizontally
and then released. When the thread of the pendulum becomes vertical, the pendulum bob
collides perfectly elastically with another small body, which has the same mass as the
pendulum bob, and which is initially on the edge of a table. After the collision, the body
on the edge of the table is projected horizontally, i.e. it will move in a parabolic path.
Where is the focus and the directrix of this parabola? P. 5483. Two point-like weights
of mass m and M = 2m are attached to the two endpoints of a diameter of a tire of
radius R and of negligible mass. The tire is placed on a frictionless table such that the
plane of the tire is vertical, and initially the two weights are along the same vertical line
(the heavier one is on the top). The tire is released from this unstable equilibrium state.
a) What is the velocity of the centre of the tire when the weight of mass M reaches the
lowest point of its trajectory? b) In the case a), what is the force exerted on the table?
P. 5484. A sample of diatomic gas is taken through the cyclic process which is a circle
in the p—V diagram, when appropriate units are used, and is shown in the figure. Using
numerical methods, determine the efficiency of the heat engine which executes the above
cyclic process. P. 5485. The vertices of a regular pentagon are connected along the sides by
wires which have the same resistance, as shown in the figure. In another regular pentagon,
we place wires along the diagonals to form a five-pointed star. (The wires are insulated and
there are electrical joints only at the vertices of the pentagon.) The equivalent resistances
measured between adjacent vertices of the two pentagons (Rap and Rpg) are the same in
the two connections. In which circuit will the equivalent resistance between the vertices of
a diagonal (Rac or Rpr) be greater, and by what factor? P. 5486. The components of the
circuit shown in the figure are ideal. Initially, one of the capacitors is charged to qo, and the
other capacitor is uncharged. a) What is the maximum current after closing switch K?
b) How long after closing the switch does the current first reach its maximum value?
P. 5487. The flat surface of a half-cylinder glass of refractive index n is tin coated. The
half-cylinder is illuminated horizontally with a laser beam as shown in the figure. At what
value of o will the emerging light beam be exactly vertical? What should the minimum
value of n be for such a beam path to be possible? P. 5488. a-particles are accelerated
through a potential difference of 10° V and then the particle beam enters perpendicularly
into a region of uniform magnetic field of induction B = 1.5 T and of width d =7 cm,
as shown in the figure. a) At what angle are the particles deflected? b) How much time
are the particles in the magnetic field? P. 5489. A rectangular frame was constructed with
horizontal sides of length a made of rigid, straight pieces of wires each of mass m, and
vertical sides of length b made of thin, negligible-mass threads. The frame was immersed
into some dishwashing liquid, holding by one of the wires, and then it was taken out of it.
The width of the resulting soap film was reduced to d at the centre. What is the surface
tension of the liquid? Data: a =5 cm, b=8 cm, d = 3.6 cm, m = 2.6 g.
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