A

A d-dimenzios tér fedése konvex test eltoltjaival*

L —] 1. Egy fedési feladat

Egy iskolaban rendszeresen beazik a mennyezet, igy hat megprébaljak legalabb
a tandri asztalt megmenteni, nehogy az is tonkremenjen. E célbdl a matekszertar lo-
gikai készleteit veszik igénybe: megprobaljak egybevagd idomokkal teljesen lefedni
az asztalt. Ha a kis (nem lyukas!) négyzeteket hasznéljak, akkor konnyen kitaldl-
haté, hogy hogyan lesz a legkevesebb idomra sziikség. De vajon mi a helyzet, ha
(szintén nem lyukas!) kor idomokkal préobaljak lefedni? Akkor mi a leggazdasdgo-
sabb fedés? Még izgalmasabb — és dltalanosabb — kérdés, hogy mi a helyzet akkor,
ha az ,asztallapunk” a d-dimenziés tér, a lefedéshez hasznalt testek pedig vala-
milyen egybevagd, szintén d-dimenzids konvex testek. Ez a cikk ezzel az utébbi,
altalanos problémaval foglalkozik.

Korébbi cikkeinkben [1, 2] bevezettiik R?-t, a d-dimenziés euklideszi geometria
ponthalmazat, és abban a konvex, illetve a zart halmazokat. Néhany jelolés: egy
Re-beli K halmaz eltoltja egy v € R? vektorral a K +v = {x+v : x € K} halmaz.
(Vagyis a vektoroknak az a halmaza, amelyet igy kapunk, hogy K minden elemét
eltoljuk v-vel.) A K halmaz A-szorosa, ahol \ valés szam (skaldr), a AK = {Ax:
x € K} halmaz, specidlisan —K = (—1)K, amely nem mds, mint a K halmaz
origéra vett kdzéppontos tiikorképe.

Az, hogy egybevdgd — sOt azonos helyzetli — alakzatokat akarunk haszndlni,
megfelel annak, hogy egy d-dimenziés K zart konvex halmaz eltoltjaival akarjuk
a lehetd leggazdasdgosabban lefedni az egész RY teret. Hogyan definidljuk a gaz-
dasagossagot? Nyilvanvaldéan végtelen sok eltoltra lesz sziikségiink, igy azok szama
nem megfelel6 mennyiség. Definidlhato egy fedés stirtisége, de az technikailag né-
miképp izzadsagos, ezért egy egyszeriibb mennyiséget hasznalunk: célunk az, hogy
egyik pont se legyen tul sokszor fedve. Tovabbi egyszeriisités, hogy a lefedéshez
hasznélt test legyen kozéppontosan szimmetrikus. (A kiinduldsi példdban hasznélt
négyzet és kor is megfelel ennek a feltételnek.) Nyilvdn nem megy az dltaldnos-
sdg rovasara, ha a kiindulasi test — amelynek az eltoltjaival fediink — szimmetria-
kozéppontjanak az origét valasztjuk.

2. Fedés megadasa beirt oktaéder és koriilirt kocka segitségével

Az elsé médszer, melyet bemutatunk azon alapszik, hogy tetszoleges kozép-
pontosan szimmetrikus konvex testet tudunk ,szendvicselni” egy oktaéder és egy
paralelotép kozé. Lassuk, mik ezek a d-dimenzids testek!

Vegyiink R%ben d darab olyan vektort — uy,...,ug —, amelyek nem esnek egy

” s

hipersikba, tehat csak gy lehet a szdmszorosaik osszegeként a 0 vektort eléallitani,

* A cikk az Innovacids és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszami Uj Nemzeti
Kivalésag Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovéciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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ha mindegyiknek a 0-szorosat vessziik. Ekkor azt mondjuk, hogy uy,...,uy az R?
tér egy bazisa. A sikban példaul ilyen bazis két vektor, amelyek nincsenek egy egye-
nesen, a térben bazis harom olyan vektor, amelyek nincsenek egy sikban. A bézis-
nak van egy fontos tulajdonsiga: R? minden p vektora el6all p = A\ju; +. ..+ A\gug

alakban valamely Aq,...,A\g € R skalarokra, rdadasul az el6allitas egyértelm.
Az uy,...,uy bazis segitségével meghatarozunk két alakzatot. Egyrészt az
X(uy,...,uy) = conv{uy, —uy,ug, —us,...,uy,—Ug}

halmazt az altaluk meghatarozott keresztpolitopnak hivjuk, ahol a conv jelentése
konvex burok, lasd [1]. Hiromdimenzids térben példaul, ha az i, j, k egységvekto-
rokat vessziik, akkor éppen egy szabdlyos oktaédert kapunk.

Ugyanakkor egy bazis meghataroz egy méasik objektumot is, amely pedig a pa-
ralelogramma d-dimenzids megfelel6je, a paralelotop:

P(uy,...,ug) = {puy + poug + ... + prgug : pa, ..., pa € [-1,1]}.

Gondoljuk meg, hogy ez haromdimenziéban éppen egy paralelogramma alapu ferde
hasdb. (Ezt hdrom dimenzié esetén paralelepipedonnak is nevezik.)

Ugyancsak konnyen meggondolhaté, hogy az igy megadott paralellotép kon-
vex, és az is, hogy kozéppontosan szimmetrikus, a szimmetria-kézéppontja pedig
az origo.

Tetszoleges d dimenzidoban azon hasab d-dimenzids térfogata, mely alapjanak
(d — 1)-dimenziés térfogata A, magassiga pedig m:

Am.

Azon gila d-dimenzids térfogata, mely alapjanak (d — 1)-dimenziés térfogata A,
magassaga pedig m:

1A

g m.
(Ezt a két térfogatképletet most nem igazoljuk, de 14thatd, hogy a megfelel§ hé-
romdimenziés képletek altaldnositdsai.)

1. feladat. Egy K test térfogatdat jelolje vol(K). Igazoljuk, hogy tetszdleges
ui,...,uy bazisra

1. tétel (Auerbach-bazis létezése). Legyen K egy Re-beli origora kézépponto-
san szimmetrikus, korldtos, zdrt, konvex halmaz. Ekkor van olyan bdzisa R%-nek,
amely altal meghatdrozott keresztpolitop K-ban van és amely dltal meghatdrozott
paralelotop tartalmazza K-t.

A bizonyitdshoz vegyiik R? egy olyan béazisat, amelynek minden vektora K-
beli, és amelyre a vol (X(ul, .. .,ud)) térfogat maximadlis. Az, hogy ilyen bézis
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van, tehat hogy ez a maximum valéban felvétetik, igazolhaté abbdl, hogy K kor-
latos és zéart, de most ezt a bizonyitast sem részletezziik. Mivel K konvex, ezért
X(uy,...,uq) benne van K-ban, hiszen minden konvex alakzat tartalmazza akar-
hany pontjanak konvex burkat.

Be kell latnunk, hogy a P(uy,...,uy) paralelotép tartalmazza K-t. Legyen
u € K egy tetszéleges pont. A bazis definicigjanal emlitettiik, hogy minden vektor
—1gy u is — egyértelmiien el6dll u = Auy + ...+ A\guy alakban valamely A1,...,\g €
€ R skaldrokra. Be kell latnunk, hogy minden i-re \; € [—1, 1]. Rogzitsiik mondjuk
i = l-et és tegyiik fel, hogy A1 > 0. Az X (uy,...,u,) keresztpolitépot tekinthetjiik

egy kettds gildnak, melynek alapja a (d — 1)-dimenzids conv(us, us, . .., uy) kereszt-
politop, és két tovabbi cstcsa az u; és —u; pont. Ha a uj-hez tartozé gila ma-
gassaga m, akkor azon gula magassiga, melynek alapja szintén conv us, us, ..., uy,

de a tovabbi pontja u, éppen A\;m. Persze K konvexitasabol adéddan ez a gila
is K-beli, illetve az origéra vett tiikrozottjével egyiitt kapott kettds gila is. Mivel
a bazist ugy vélasztottuk, hogy az altaluk meghatarozott keresztpolitéop maximalis
térfogati legyen, ezért azt kapjuk, hogy A1 < 1.

Az origéra vett kozéppontos szimmetriat kihasznalva hasonléan beldathato,
hogy A; < 0 esetén A; nagyobb vagy egyenld, mint —1, tehét Ay € [—1,1], és ugyanez
belathatd a tobbi \; egytitthatordl is. Ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk. O

Célunk a kovetkezé belatasa.

2. tétel. Legyen K egy korldtos, zdrt, konvez halmaz R%-ben, amely az origdra
kozéppontosan szimmetrikus, tehdt K = —K . Ekkor létezik v vektorok olyan E C R?
halmaza, amely vektorokkal rendre eltolva K-t a kapott alakzatok egyiitt fedik R -t

(formdlisan |J (K +v) =R%), és R? egyik pontjdt se fedi tobb, mint (d + 1) ilyen
veEr
alaki halmaz.

Hogyan hasznaljuk az 1. tételt a tér egy fedésének konstrukciéjahoz?

2. feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges uq, ..., uy bdzisra

Adott tehat a K = —K korlatos, zart, konvex halmaz R?-ben. Vegyiink egy
hozzé tartozé uy,...,uy Auerbach-bazist, tehat olyat, amely megfelel az 1. tétel
feltételeinek. A 2. feladat szerint

1
(1) gP(ul,...7ud)QKQP(ul,...,ud).
Csempézziik R?-t a kicsiny éP(ul, ..., uy) paralelotép eltoltjaival gy, hogy az el-
toltak e paralelotép éleinek egész szdmszorosaival — vagyis az 1/d - u;-k paros szdm-
szorosaival — legyenek odébb. Igy kitoltottiik az egész R? teret ezekkel, és az elto-
lasvektoraink halmaza

2i 2i
E:{;ul—i—...-k;dudi ilw"videz}'
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Ekkor tehat az éP(ul, ...,ug) + v alaki halmazok, ahol v € E, fedik R?-t,
igy persze a K +v (v € E) halmazok is. Kérdés, hogy egy tetszéleges p € R?
pontot legfeljebb hényszor fednek az utébbiak. Az (1) tartalmazdsbdl adédéan p-t
legfeljebb annyi K + v halmaz tartalmazza, ahdny P(uy,...,us) + v alakd halmaz.

3. feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges p € R? pontra a p pontot tartalmazo
P(uy,...,ug) + v alaki halmazok szima, ahol v € E, legfeljebb (d + 1)".

Ha magunk akarjuk megoldani ezt a feladatot, még ne olvassunk tovabb,
segitség kovetkezik!

Segitség. Lassuk be, hogy P(ui,...,uq)+ v pontosan akkor tartalmazza p-t, ha

d%le(ul, ...,Uq) + p tartalmazza az éP(ul, ...,uq) + v paralelotépot.

Ha megoldottuk ezt a feladatot, akkor a 2. tételt belattuk. O

3. Mésodik médszer: fél sugari gémbok pakolasa

Most bemutatunk egy egyszerii, de tanulsdgos médszert, amellyel rdadasul egy
gazdasagosabb fedést kapunk.

3. tétel. Legyen K eqy korldtos, zdrt, konvex halmaz R*-ben, amely az origdra
kozéppontosan szimmetrikus, tehdt K = —K. Ekkor létezik olyan E C RY halmaz,

amelyre a K + v alaki halmazok, ahol v € E, fedik R -t (formdlisan |J (K +v) =
veE

=RY), és R? egyik pontjdt se fedi tobb, mint 3¢ ilyen alaki halmaz. (Ez —d > 2
esetén — nyilvdn ,gazdasdgosabb” fedést jelent, mint amilyet a 2. tétel igér.)

El6szor nézziik azt az esetet, amikor K az origd kozépponti egység sugart
(tomor) gomb. Ekkor tetszbleges v € R? vektorra és A > 0 szdmra a AK + v gomb
éppen a v-tél legfeljebb A tévol 1évé pontok halmaza. Egy R%beli halmazt most
hivjunk tdgasnak, ha barmely két pontjanak a tavolsaga legalabb 1.

Most jon az otlet: vegyiink egy mazimdlis tdgas halmazt R%-ben, tehat olyat,
amely tdgas, de amelyhez tetszéleges pontot hozzavéve mar nem tdgas halmazt
kapunk. Intuitive a kovetkezé médon lathaté be, hogy ilyen halmaz van. Vesziink
egy tagas halmazt. Ha hozzavehet6 még pont ugy, hogy tdgas maradjon, akkor
hozzévesziink egy ilyen pontot. Addig vesziink hozza djabb pontokat, amig mar nem
tudunk. Lehet, hogy végtelen sok 1épésre lesz sziikségiink, de ez nem baj, van idénk.
(Igazabdl a végtelen sok 1épést igényld ,,bizonyitdsokat” nem szoktuk bizonyitasnak
tekinteni. De itt ez a gondolatmenet halmazelméleti eszkozoket — példaul a Zorn-
lemmét — haszndlva korrektté tehetd.) Van tehdt egy maximdlis tdgas halmazunk,
jelolje E.

4. feladat. Ldssuk be, hogy tetszdleges v,w € E kiilonbiozdé pontokra az %K +v
€s az %K + w gombik atfedés nélkiliek, tehdt a belsejeik diszjunktak.

Most tekintsiik a K + v alaki gomboket minden v € E vektorra. Ezek a gom-
bk persze fedik Re-t, ami kovetkezik abbdl, hogy F maximélis, hiszen ha lenne
olyan pont, amit nem fednek, akkor az az E minden pontjanél 1-nél tdvolabb lenne,
vagyis vele bévithetd lenne F| tehdt E nem lenne maximalis.
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Legfeljebb hanyszor van fedve egy pont? Legyen p € R? tetszéleges pont. Mely
E-beli v vektorokra tartalmazza a K + v gémb p-t? Eppen azon v-kre, amelyek
benne vannak a p kézéppontu K + p gombben. Ha viszont valamely v vektor benne
van a K + p gémbben, akkor a fél sugara %K + v benne van a % sugaru %K +p
gombben. Ugyanakkor tudjuk, hogy az E pontjai koriili fél sugart gombok atfedés
nélkiiliek. Tehat p-t legfeljebb annyi K + v alakban irhaté gomb fedi (ahol v € E),
ahany atfedés nélkiili % sugaru gomb belefér egy % sugaru gémbbe.

Hogy ez pontosan mennyi, azt altalanossagban, tetszoleges d-dimenziéra meg-
adni nehéz. De egy fels6 becslést kénnyen tudunk adni a térfogatot hasznélva. Eh-
hez csak azt kell tudni, hogy a d-dimenzids térfogat hogyan valtozik, ha a halmazt
nagyitjuk. Tudhaté — béar itt most ezt sem bizonyitjuk —, hogy tetszdleges A € R
skaldrra és H C R? korlatos, konvex halmazra ha H A-szorosara valtozik — vagyis
benne minden tavolsag A-szoros lesz —, akkor a térfogata \)\|d—szeres lesz, azaz

vol(AH) = |A|* vol(H).

Ezt az azonossagot elfogadhatjuk azért is, mert hihetd, hiszen a sik, illetve térbeli
eset kiterjesztése, de azért is, mert egy kockara persze igaz, és konvex testek
térfogatat kicsiny kockakra torténd felbontas segitségével definialjuk.

Innen mar konnyen megkapjuk a kivant becslést, kihasznalva, hogy a p koriili
3/2 sugari gombben nem lehet tobb 1/2 sugart gémboécske, mint ahdnyszoros
a nagyobb gomb térfogata a kisebbének. Vagyis

1
(:;K + p) -ben levo §K + v alaki gombok szama, ahol v € E' <

< vol (Z’K) /vol (;K> - m -3

amivel a 3. tételt belattuk, ha K az egységgdémb.

A bizonyitas szé szerint megismételhetd tetszéleges kozéppontosan szimmetri-
kus, korlatos, zart, konvex K halmazra, egyetlen dolgot kell ehhez tenni, definidlni
a tagas halmazt. Rogzitsiik tehit K-t. Egy £ C R? halmazt K -tdgasnak hivunk,
ha barmely u, v € F kiilonb6z6 pontokra az %K +ués az %K + v halmazok atfe-
dés nélkiiliek, tehdt a belsejeik diszjunktak. Az, hogy van maximélis, tehat tovabb
nem bévitheté K-tdgas halmaz R?-ben hasonlé gondolatmenettel lathaté be, mint
a gombok esetén. Es innentél a bizonyitasban sehol nem hasznaltuk, hogy K a gémb
— ezt érdemes végiggondolni. O

Felmeriil a kérdés, hogy ennél gazdasagosabb fedés adhaté-e. Erdés és Rogers
[3, 4] belatték, hogy a 3. tételnél sokkal gazdasdgosabb fedés is megadhatd tetszo-
leges K konvex test esetén: olyan, amelynél egyik pontot sem tartalmazza tobb,
mint 3dInd eltoltja K-nak. Ha érdekel, miért van ez igy, gyere matematikusnak,
az egyetemen elmesélem.
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Megjelent Bdrtfai Pal: A hdromszdég ciml gylUjteményes, osszefoglalé miivének
elektronikus véltozata.

https://www.bolyai.hu/files/Bartfai_Pal_A_haromszog.pdf

A konyv a szerz6 és a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat jévoltabol szabadon
letolthetd, masolhatd, terjesztheto.

A mi osszegylijtve tartalmazza a lényegesebb tudnivaldkat a haromszogrol,
kozismert és kevésbé ismert — helyenként kifejezetten meglepd — tételeket egyarant.
Az allitasokat bizonyitasokkal egyiitt kozli, melyek kozott egyszeriibbek és tobb
gondolkodast igényléek egyarant elofordulnak.

A konyv minden matematika irant érdeklédének nyujthat érdekes jdonsago-
kat, versenyre késziild didkok (és felkészit6 tandraik) szamadra pedig szinte kotelezd
olvasmanynak tekintheto. Részleteiben is felhasznalhaté ismeretszerzési céllal, kép-
lettarként, vagy bizonyitasi technikak elsajatitasara.

A tartalombdl:

— A héromszogrél altalaban — A héromszog szogfelezéi

— Baricentrikus koordinatak — Ceva tétele

— Derékszogii haromszog — Thalesz-tétel

— Pythagorasz-tétel — Gergonne-hdromszog

— Apolléniusz-kor — Euler-egyenes

— Feuerbach-kor — Napoleon tétele és a panorama pont
— A szimmedidn — Simson-egyenes

— Erdés-Mordell egyenlétlenség — Brocard-pontok

— Dél Keresztje — Izodinamikus pont

— A héromszog Apolléniusz-korei — Egyéb nevezetes pontok

Olvasasahoz, hasznalatdhoz sok sikert kivanunk!
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