Legyen az egyenes és az = tengely metszéspontja: A(a;0), ekkor a fiiggvény
alatti teriilet [2; 3] intervallumra es darabja és egy derékszogli hdromszog teriilete
adja a 3 t.e. nagysdgu teriiletet.

3

/(—x2+2x+3)dx:g.
2

A derékszogii haromszog teriilete: % =3 g, amelybdl a = % A kérdéses

egyenes két pontja: A(%O; O), P(2;3), innen az egyenes egyenlete: 8y — 27x = —30.

Masik eset: az egyenes gy vagja két részre a kérdéses teriiletet, hogy a na-
gyobb rész illeszkedik az z tengelyre. Legyen a keresett egyenes és az y tengely
metszéspontja: B(0;b), ekkor egy derékszogli trapéz és az g t.e. gorbe alatti teriilet
Osszegeként kapjuk meg a 6 t.e. teriiletet. A trapéz alapjai b és 3 egység hosszu-
ak, a magassaga 2 egység, innen b = % A keresett egyenes két pontja: P(2;3) és
B (0; %)

Az egyenes egyenlete: 6y — 5z = 8.

Tatar Zsuzsanna Maria

Esztergom

Matematika feladatok megoldasa

B. 5197. Jeldlje N a nemnegativ egész szamok halmazdt, és legyen k adott
pozitiv egész. Van-e olyan monoton nové f : N — N figgvény, amelyre

() f(f(@) = fl@) +a+k
minden x € N esetén?
(6 pont)
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I. megoldas. Jelolje a feladatbeli feltételt (x). Megmutatjuk, hogy létezik leg-
aldbb egy ilyen fiiggvény. Legyen S,, = {1,2,...,n}. Definidljuk f-et rekurziv mé-
don. Legyen f(0) =1, és tegyiik fel, hogy f definidlva van mar S,-en tgy, hogy
(*) teljesiil. Ekkor f(n + 1)-et definidljuk a kévetkezé médon: Han+ 1 € f(S,,), és
f(p) = n+1, akkor

Fa+ D) Ef(fp) = f®) +p+hk=n+p+k+1.

Han+1¢ f(S,), akkor pedig

fn+1) % ) + 1.

Ezzel a rekurziv definidldssal nyilvan teljesiil a (x) feltétel N-en.

Annyi a dolgunk, hogy megmutassuk, hogy f monoton névekvé. Ennél tobbet
mutatunk meg indukciéval:

(xx) a pozitiv egészek halmazan teljesiil a kovetkez6: f(n+ 1) = f(n) + 1, ha
n+1¢ f(Sy) és f(n+1)=f(n)+2, ha n+1e€ f(S,). Ebb8l az el6bbi eset f
definiciéja alapjan biztosan teljesiil, csak az utébbi eset bizonyitandé. Az elsé
néhdny szémra ez valéban igaz, mert f(1)=k+1, f(2)=k+2, ..., f(k) =2k,
f(k+1) =2k + 2. Tegyiik fel, hogy ez igaz S,,-en. Ekkor hirom eset lehetséges:

A)Han+1¢ f(S,), akkor definicié szerint f(n+ 1) = f(n) + 1.
B)Han+1¢€ f(S,) és f(p) =n+1, illetve f(p — 1) = n. Ekkor

fn+1)=n+p+k+1,
fn)=f(flp—1))=flp—1)+p—14+k=n+p+k—1,

ekkor f(n+1) = f(n) + 2.
C)Han+1¢€ f(S,) és f(p) =n+1, illetve f(p—1) =n — 1. Ekkor

fln+l)=n+p+k+1.

Mivel f az indukciés feltevés alapjdn szigorian monoton né S,-en, tudjuk, hogy
n ¢ f(Sn—1), amibél kovetkezik, hogy

fn)y=fln=1)+1=f(fp—-1)+1=flp—-1)+p—14+1+k=n+p+k—1

Ebbdl pedig kapjuk, hogy f(n+ 1) = f(n) + 2. Ezzel beldttuk (xx)-et, vagyis f
szigorian monoton novekvé a pozitiv egészek halmazin. Még annyit meg kell
mutatni, hogy f(0) < f(1), ami kénny{i, mert tudjuk, hogy f(0) =1, f(1) =k +1,
ahol k egy pozitiv egész.

Zombik Barnabds (Budapest V. Ker. E6tvos Jozsef Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Mutatunk tetszOleges k-ra egy jo fliggvényt.

Legyen F,, az n-edik Fibonacci-szam, ahol F; = F; = 1. Ennek alkalmazasa-
hoz irjuk 4t a szamokat az ugynevezett ,Fibonacci-szdmrendszer”-be: az asFo +
+asF3+...4a, F, = X szdmot a,a,_1 - - - azaz modon irjuk le. Itt az as, as, ..., ay

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/2 91



egyiitthatok egy olyan 0 — 1 sorozatot alkotnak, mely nem tartalmaz két szomszé-
dos 1-est. Ismert tétel, hogy minden pozitiv egész szam egyértelmiien felirhaté ilyen
alakban (F-et nem vettiik bele, kiilénben Fy = Fy = 1 miatt ez a felirds nem lenne
egyértelmii).

Rendelje hozza a fiiggvénylink az a,a,_1Gn_2..-a3a2 — k szamhoz az
ApQp—10p—2 - .. aza20 — k szamot.

Nézziik, miért j6 ez a fiiggvény. Elészér lassuk be, hogy f(f(z)) = f(z) +z+k.

A Fibonacci-szamok rekurzidja miatt a, F, + azFpy1 = azFyo, ezért

Anlp—10p—2 -..0302 + ApQp—_10p—2 . ..03020 = @pAp_1ap—_9 . ..aza200.

Tehdt = + k + f(z) + k = f(f(z)) + k. Mindkét oldalbdl k-t kivonva éppen a bizo-
nyitandot kapjuk.

Ezutan belatjuk, hogy monoton névé a fiiggvény. Az a,a,_10,—2...a302 — k
szam pozitiv, ezért a ndla nagyobb a,a,_1a,—_3 - ..a3a20 — k is az, vagyis a fiigg-
vény a pozitiv egészeken értelmezett, és értékei is pozitiv egészek. Két Fibonacci-
szamrendszerbeli alak koziil el6szor is az a nagyobb, amelyiknek els§ (elsé nem 0)
jegye ,elérébb” van, tehat tobb szdmjegybdl all.

Ha ugyanannyi szamjegybdl allnak, akkor @,a,—1 -..az > b,b,—1 ... by ponto-
san akkor teljesiil, ha k > i-re by = ax, és a; > b; (hasonléan a 10-es szdmrendszer-
ben felirt szdmok rendezéséhez).

Ebbdl pedig egyenesen kovetkezik, hogy @nan_1...az > bpb,_1...bo ekviva-
lens azzal, hogy ana,_1...a20 > byb,_1...b50. fgy mindkét oldalbdl k-t kivonva
nem véltozik, hogy a fliggvény kisebb szdmhoz kisebb szdmot rendel (azaz nem
csak monoton, hanem szigorian monoton is.)

Ezzel belattuk, hogy van egy ilyen fiiggvény.
Sztranydk Gabriella (Budapest XIII. Ker. Berzsenyi Dédniel Gimn., 11. évf.)

III. megoldas. Mutatunk egy, a feltételnek megfeleld fliggvényt; ehhez felhasz-
naljuk a B. 3429. feladat* Gtleteit.

A f(x) figgvényt egy valés értékil linedris fiiggvény egész értékekre kerekité-
sével fogjuk megkonstrudlni.

Legyen ¢ = 1+2\/5 ~ 1,618 a ¢> = ¢+ 1 egyenlet pozitiv megolddsa, tovabbs

legyen d = g. Bérmely pozitiv egész x esetén legyen f(x) az az egész szdm, amely
a [qgc +d— %, qr +d+ %) intervallumba esik.

Mivel qz + d — % >q+0-— % > 0, az f(z) érték pozitiv egész, tehat f valéban
egy N — N fiiggvény (és mivel ¢ > 1, szigortian monoton nové).

Az f(z) definici6ja szerint

M) <) —ar—d<

“https://www.komal.hu/verseny/2001-01/B.h.shtml#b3429
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Ugyanezt x helyett f(x)-szel felirva,
1 1
) 2 <) —af@) —d < .
Adjuk 6ssze (2)-t és (1) (g — 1)-szeresét:

5= 3= (@) —af (@)~ d)+ (g~ V(@) — gz —d) < 5+ g~ D),

f(f(x)) =f(z)+z+k.

39 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott 15 versenyz6: Bencsik David, Bényei Borisz,
Berké Sebestyén, Bognar Andras Karoly, Kalocsai Zoltan, Kercsé-Molnar Anita, Lovas
Marton, Mohay Lili Veronika, Nador Benedek, Németh Mérton, Romaniuc Albert-
Tulian, Sebestyén Jézsef Tas, Sztranydk Gabriella, Varga Boldizsdr, Zombik Barnabés.
5 pontos 2, 4 pontos 3, 3 pontos 6, 2 pontos 1, 0 pontos 11 dolgozat.

B. 5264. Ketten a kovetkezd jdtékot jatsszdk. Eldszor Kezdd eldirja egy 0-1
sorozat tetszdleges szamai (akdr végtelen sok) elemét igy, hogy végtelen sok elem még
ne legyen eléirva. Ezutdn Mdsodik eldirja a sorozat legkisebb indexd még nem eldirt
elemének értékét. Majd ezeket a lépéseket ismételgetik felvdltva a végtelenségig.
Kezdo nyer, ha a kapott sorozat valahonnan kezdve periodikus, Mdsodik nyer, ha
nem az. Van-e valakinek nyerd stratégidja (és ha igen, kinek)?

(4 pont) Javasolta: Pach Péter Pdl (Budapest)

1. megoldas. Masodiknak van nyerd stratégidja, példaul a kovetkez6. A péarat-
lanadik 1épéseiben mindegy, hogy mit ir el6, a parosadikokban pedig, ha az a 2k-
adik 1épés és az n-edik helyre kell tennie, akkor megnézi, hogy mi all az n — k-adik
helyen, és nem azt irja az n-edik helyre.

Bizonyitas. Indirekten tegyiik fel, hogy a ¢+ 1-edik elemétol kezdve periodikus
lesz az igy kapott sorozat, a periddus legyen p tagu. Valasszuk meg az a pozitiv
egészet gy, hogy ap > ¢ teljesiiljon. Mi torténik a 2k = 2ap-edik 1épésben? Mivel
n > 2k, azért n — k > k, azaz n —ap = ap, igy n —ap > q. Tehat a sorozat n —ap =
=n — k-adik és n-edik elemének meg kellene egyeznie, ami ellentmondas.

Szakdcs Domonkos (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évf.)

II. megoldas. Masodiknak van nyerd stratégiaja. Ismert, hogy a periodikus
0-1 sorozatok megszamlalhatéoan végtelen sokan vannak. Ennek egy gyors indok-
lasa: Minden ilyen sorozat leirhaté két véges sorozattal, melyek koziil az elsé lesz
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a periédus el6tti rész, a masodik a periédus. Ezeket a véges sorozatokat egy-egy
nemnegativ a és b egész szam 2-es szamrendszerben felirt alakjanak is tekinthet-
jiik. Minden ilyen a, b parhoz rendeljiik hozz4 a 2% - 3° szamot. A primtényezds alak
egyértelmiisége miatt ez a hozzarendelés injektiv, ezaltal a valahonnan kezdve pe-
riodikus 0—1 sorozatok halmaza a pozitiv egészek egy részhalmazanak felel meg,
ami nyilvan megszamlalhato.

Ha s1,59,... a valahonnan kezdve periodikus 01 sorozatok egy felsoroldsa,
akkor Masodik szamara egy — elvileg 1étezé — nyer6 stratégia az, ha minden i-re
az i-edik lépésében eléirandé n;-edik elemet az s; sorozat n;-edik elemétdl kiilon-
bozének adja meg. Ekkor a kapott sorozat biztosan kiilénboézni fog mindegyik s;
sorozattol, tehat nem periodikus.

Duchon Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

59 dolgozat érkezett. 4 pontot kapott 23 versenyz6: Ali Richard, Christ Miranda
Anna, Chrobdk Gergs, Czanik P&l, Domjan Olivér, Duchon Mérton, Férizs Emma,
Fiilop Csilla, Kovacs Benedek Noel, Liszl6 Anna, Meljan David Gerg6, Molnér Istvéan
Adém, Nagy Leila, Nguyen Kim Dorka, Simon Lészlé Bence, Szakics Abel, Szakécs
Domonkos, Szeibert Dominik, Tarjan Bernat, Varga Boldizsar, Virdag Rudolf, Wiener
Anna, Z6mbik Barnabds. 3 pontot 6, 2 pontos 5, 1 pontos 10, 0 pontos 10 dolgozat. Nem
versenyszeri: 3 dolgozat. Nem szdmitjuk a versenybe a sziiletési datum vagy a sziil6i
nyilatkozat hidnya miatt: 1 dolgozat.

38 Nehezebb feladat megoldasa*

A. 827. Legyen n > 1 egész szdm. Egy pakliban n-féle szint és n-féle értéki kar-
tya van, minden szin és érték pdrbdl pontosan egy, azaz dsszesen n? darab. A paklit
megkeverjiik, és kiosztjuk n jdtékos kozott ugy, hogy mindenki n darab kdrtydt kap-
jon. A jdtékosok azt akarjik megcsindlni, hogy egy dltaluk vdlasztott sorrendben
letilnek eqy kor alaki asztalhoz, €s az elsd jdtékostol kezdve sorban leraknak egy-eqy
lapot, mig végil mindenki lerakta az dsszes lapjat gy, hogy mindig olyan kdrtydt
kell rakni, amely sem szinben, sem értékben nem egyezik meg a kozvetlenil eldtte
lerakott kdrtydval (az elsének lerakott kdrtya bdrmi lehet). Mely n-ekre lehetséges,
hogy gy lett kiosztva a pakli, hogy a jatékosok ezt nem tudjdik megesinalni? (A jd-
tékosok egyiittmikodnek egymdssal, és ldtjdk eqgymds lapjait.)

Javasolta: Kocsis Anett (Budapest)

Megoldas. Valasz: Minden n-re lehetséges, hogy gy lett kiosztva a pakli, hogy
ezt nem tudjdk megcsindlni.

*2021. szeptembertél ismét minden A-jelli feladat megolddsa megtaldlhaté honlapun-
kon, ez az egyik koziiliik.
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