b) Adjuk meg a kovetkez6 allitdsok logikai értékét. (2 pont)

Allitss Igaz | Hamis

A logo fels6 hatarold ive illeszkedik a g-jeli fiiggvény
grafikonjara.

Egy negyedfoku polinomfiiggvény
maximum 3 szélséértékkel rendelkezik.

Egy negyedfoku polinomfiiggvény inflexios pontjainak
szama legalabb ketto.

¢) Mekkora az elkészitett logd térfogata, ha vastagsdga 2 centiméter? (9 pont)

Keszeg Attila Tibor
Veszprém

Megoldasvazlatok a 2023/1. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezd feladatokat:
a) |sinz| > cosz — 1; (5 pont)
b) 2725 + 2623 — 1 = 0. (7 pont)

Megoldas. a) Nézziik meg a reldcids jel két oldalan levé fiiggvények értékkész-
letét:

0<|sinz| <1, illetve —2<cosz—1<0.

Ezekbdl kovetkezik, hogy a feladatban szereplo egyenlGtlenség a
|sinz| =cosx —1=0
eset kivételével mindig teljesiil. Ezért az egyenlotlenség megoldashalmaza:

{reR|x#k-2n, ke Z}.

|sin x|

0 )2 p 37/2 o 5m/2 3 /2

cosxt — 1
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b) Az y = 23 1j ismeretlen bevezetésével a
27> + 26y —1=0

masodfoku egyenletet kapjuk, ahonnan

1
n=-1 y= 57
ezért az egyenlet megoldasa:
1
xr1 = —1, o = g

Ezek valéban kielégitik az eredeti egyenletet.

2. Egy fagrdf éleit ujabb 435 €l behizdsdval kiegészitettik, igy eqy egqyszert,
osszefiiggd teljes grdfot kaptunk. Hany pontd ez a graf? (4 pont)

b) Igazoljuk a kévetkezd dllitdst: barmely n pontd fagrdf annyi ijabb él behi-
zdsdval tehetd egqyszerd, dsszefiiggd teljes grdffa, amennyi az n — 1 ponti teljes grdaf
éleinek szdma. (4 pont)

Leonardo Pisano (kb. 1170 —kb. 12507) olasz matematikus Fibonacci néven lett
ismert. Tobb érdekes konyve, feladata maradt fenn. Rdla nevezték el a kovetkezd
sorozatot: 1,1,2,3,5,8,13... . A sorozat tetszdleges tagja ugy kaphaté meg, hogy
az el6z8 két tagot dsszeadjuk. Az elsé és mdsodik tag is 1.

¢) Egy pozitiv tagi mértani sorozat hdrom egymdst kovetd tagjdnak dsszege 700.
Ha az elsé szamhoz 44-et, a mdsodik szamhoz 33-at adunk, a harmadik szdmbdl
pedig 23-at kivonunk, a Fibonacci-sorozat hdrom egymdst kovetd tagjdt kapjuk.

Melyek ezek a szdmok? (6 pont)
Megoldas. a) Az n ponti fagraf éleinek szdma: n — 1, az n pontu teljes graf
éleinek szdma: @ Ezért felirhatjuk, hogy:

_1
n—1+435:%,

majd az Osszefiiggést rendezve:
n® —3n — 868 = 0.
Az egyenlet pozitiv megoldésa: 31, tehat 31 pontd a graf.

(n—1)(n—2)
2

b) Az n — 1 pontt teljes graf éleinek szdma: , ezért

(n—1)(n—2) 2n—2+4+n*>-3n+2 n*—-n n(n-1)

2 2 2 2

amely éppen az n pontu teljes graf éleinek szama.

n—1+4

¢) A mértani sorozat hirom egymést kovetd tagja legyen: a, agq, aq®, igy
a Fibonacci-sorozat harom egymdst kévet6 tagja:

a+44, aq+ 33, ag® —23.
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A fentiekbdl az

(1) a + aq + ag® = 700,

(2) a+44+aq+33 = ag® — 23

Osszefiiggéseket kapjuk. A kapott egyenletrendszer egy lehetséges megoldédsa: Ossze-
adjuk a két egyenletet, és rendezziik az Osszefiiggést:

300
a + aq = 300, a:m, q# —1,

hiszen a Fibonacci-sorozat tagjai nem lehetnek negativak. Ezt behelyettesitve
az (1) egyenletbe:

300
—(1 %) = 700.
1+q( +q+q¢°) =700

Rendezve:

3¢ —4g—4=0,

ahonnan a pozitiv gytk ¢ = 2.

Az eredeti sorozat tagjai: 100, 200, 400, a Fibonacci-sorozat tagjai pedig: 144,
233, 377.

3. A Derelye pékségben jartunk.

a) A pékség polcdn 30 darab mdkos kifli van. Vannak kozte olyan darabok, ame-
lyek nem felelnek meg a szigorid mindségi kovetelményeknek. Ha két kiflit — vissza-
tevés nélkil — kivesziink, akkor annak a valdszinisége, hogy mind a kettd hibdtlan
%-szer nagyobb, mint annak a valdszinidsége, hogy mindkét kivett darab hibds. Hany
nem megfeleld mdkos kifli van a polcon? (7 pont)

A turds batyukat is szigori ellendrzés ald vonjuk a pékségben. Lemérve a polcon
taldlhato darabokat, a kiévetkezd értékeket kapjuk grammban: 132, 132, 133, 132,
130, 129, 129, 131, 130, 130, 132, 130, 130, 128, 127, 129, 132, 131, 133, 131, 129,
127, 128, 127, 129.

b) Készitsiink az adatokbdl gyakorisdgi tdbldzatot. Igazoljuk, hogy az adatok
szordsa nem haladja meg a megengedett 2 értéket. (5 pont)

Megoldas. a) Tegyiik fel, hogy a pékségben h darab hibds mdkos kifli van.
30—h
(")
30
()
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Ekkor annak a valdszintisége, hogy a két kivett darab hibatlan: , annak



a valoszintisége, hogy a kivett két darab hibas: W7 igy:

(30—h)! 38 h!
20 (28— h)! 9 2. (h—2)

9(30 — h)(29 — h) = 38h(h — 1),

h% +17h — 270 = 0.

Az egyenlet pozitiv megoldasa h = 10. Tehat 10 hibés volt a mékos kiflik kozott.
b) Gyakorisdgi tablazat:

gramm | 127 | 128 | 129 | 130 | 131 | 132 | 133
darab 3 2 5 5 3 5 2

Az értékek atlaga: a = 130,04 gramm, ezt felhasznélva a szérdsnégyzet:

0'2:

3(a —127)° + 2(a — 128)% + 5(a — 129)° + 5(a — 130)* N
25

N 3(a —131)% + 5(a — 132)> + 2(a — 133)* _ 80,96

~ 3,2384.
25 25 3,238

A szérés ennek négyzetgyoke: o =~ 1,8, tehdt az adatok szorasa kisebb, mint 2.

4. Bdrmely szabdlyos sokszognek van beirt és koréirt kore is.

a) Mekkora a szabdlyos nyolcszégnél a beirhatd és koré irhatd kér sugardnak
ardnya? (3 pont)

Egy szabdlyos sokszdg beirhatd korének sugara (r) és kiré irhatd korének su-
gara (R) kézott a kovetkezd dsszefiiggés dll fenn:

4r% + 3R? = 4V/3rR.

b) Mekkora az % ardny értéke? (6 pont)
¢) Hdny oldali lehet a sokszdg? (4 pont)
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Megoldas. a) Az dbra egy szabélyos nyolcszog C A
egy részletét mutatja. Az ABC derékszogli harom- /
sz0gbol: % = c0s 22,5° ~ 0,9239.

b) Elsé megoldds: Mivel r # 0 és R # 0, a

4r* + 3R* = 4V3rR . /n

egyenletet eloszthatjuk r - R-rel. Egyszeriisités utan
kapjuk, hogy:

r R 7: 45°
4— +3= =4V3.
R T B

Az x = }% 1j ismeretlen bevezetésével és rendezéssel a
42 — 43z +3=0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek egyetlen megolddsa x = % =5
Masodik megoldds: Adott, hogy

4r* + 3R? —4V3rR = 0.
Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldala egy kéttagu kifejezés négyzete:

(2r — \/§R)2 =0,

ez pedig csak akkor teljesiil, ha % = \/73
¢) Az L =cosg = ‘/75 osszefiiggés segitségével az a) feladathoz hasonléan

a szabdlyos sokszogbe rajzolhatd egyenld szari, egybevagd haromszogek szarszogét
kapjuk meg: % = 30°, ahonnan a szarak szoége: a = 60°, tehat szabalyos hatszogrol
van szo.

II. rész
5. Adott két, pozitiv valés szdmok halmazdn értelmezett fiigguény:
fz) =a%82® L g ¢ g(x) =2®710827 — g,

a) Igazak, vagy hamisak az aldbbi dllitdsok? (5 pont)

A) f(1) =2;

B) 2. f(2) = 9(2);

C) 9(1) +9(2) + g(4) + 9(8) = 5.

b) Adjuk meg az dsszes olyan a € Dy N Dy valds szamot, melyre f(a) —g(a) = 2.
(11 pont)
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Megoldas. a) Az allitdsok igaz, vagy hamis tartalmérdl meggyézddhetiink egy-
szerli behelyettesitéssel:

fy=12"loet 41 =2,
f(2) =227182 1 0 =4
g(1) = 13-lg2l _ 1 —
9(2) = 93-logs2 _ 9 _ 9
g(4) = 43-los2d _y )
9(8) = g3-log,8 g 7

Ezek szerint
A) igaz,
B) hamis,
() igaz.
b) Ha létezik a € Dy N D, amelyre f(a) — g(a) = 2, akkor
a2—log2a 4+aq— (a3—10g2a _ CL) _ 2,
a2—10g2 a _ a3—10g2 a 192 —2 = O,
a?71°829(1 — ) —2(1 —a) = 0,
(1—a)(a®'82%—2) =0,
innen a; = 1, vagy a®71°82% = 2. Tudjuk, hogy a > 0 a logaritmusfiiggvény értel-
mezési tartomanya miatt, ezért az egyenlet mindkét oldala pozitiv, igy, ha a # 1,
vehetjiitk mindkét oldal a alapu logaritmusat. A logaritmus azonossdgait felhasz-

nalva:
2 —log, a = log, 2.

Vezessiik be az y = log, a 1j ismeretlent, ekkor log, 2 = l, igy

Yy
1
2_y:7u
Y
2 _
Yy —2y+1=0,
(y_1)2:07

tehdt logy a = 1, ag = 2, igy két olyan a érték létezik, amelyre f(a) — g(a) = 2.

6. FEgy bardti tarsasdg egyttt lottozik. Minden alkalommal a hagyomdnyos
dtaslotton toltenek ki szelvényeket (kilencven szambdl kell dtot eltaldalni). Az egyik
héten a nagy nyeremény reményében ujra dOsszetiltek és megtervezték a kitéltés
mddszerét. A csoport minden tagja ugyanannyi szelvényt toltott ki, de tgyeltek arra,
hogy minden szelvény kiilonbozéképpen legyen kitoltve.
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a) Hdnyan voltak a csoportban, ha igyes szervezéssel mindenki 25 kiilonbozd
szelvényt toltott ki és igy pontosan annyi kilonbozoen kitoltott szelvényiik lett,
amennyi egy sorsoldsndl a kilonbozé négytaldlatos szelvények lehetséges szama?

(6 pont)

b) Az azon a héten kihizott 6t szam (x,y, z,u,v) értékére a kivetkezd dssze-

fiiggések irhatok fel:

r+y+z=49, y+ z+u =101, z4+u+v =173,
u+v+ =147, v+x+y=109.
Mik voltak a nyerdszamok? (10 pont)

Megoldas. a) Egy hizdsnal a kiilonboz6 négytaldlatos szelvények szdma:

<5>-<85>=5-85:25-17,
4 1

azaz 17-en voltak a csoportban.

b) Egy lehetséges megoldas:

(1) T4y +z=49,
(2) y+z+u =101,
(3) z4+u+v =173,
(4) u+v+ax =147,
(5) v+ +y=109.

Adjuk 6ssze mind az 6t egyenletet:

3(x+y+2z+u+v)=>579,
(6) r+y+z+ut+v=193

Az (1)-b8l z + y + z = 49, (4)-b6l: v + v = 147 — x, ezért:
49+ 147 —x =193, x =3,
ezt és a (2) Osszefiiggést visszahelyettesitve (6)-ba:
34101 40 =193, v =89.
Mivel © =3, v =89, az (5) Osszefiiggésbdl: y =17, az (1)-bdl: z = 29, a (4)-bél:

u = 55.

Az 6toslottd nyerdszamai azon a héten a kovetkezok voltak: 3, 17, 29, 55, 89.
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D F C 7. Gdbor egy kiilonleges kis dartstabldt ké-
szit kisfianak: egy téglalapban egyenld szdari
hdromszdg és annak beirt kore ldthato az ab-
ra szerint. A téglalap és a hdaromszég kézds
oldala 6 deciméter, a hdaromszdigbe irt kor su-

a
10} gara 15 centiméter.
a) Mekkora a hdromszdg teriletének és
keriiletének pontos értéke? (10 pont)
A G B

Feltételezziik, hogy a jatékkal jdtszo kisfiv minden lovése egyenld eséllyel éri el
a téglalap alaki céltabla bdarmely pontjdt.

b) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a kérbe taldl a lovés? (3 pont)

¢) Mennyi a valdszindsége, hogy a hdromszég kordn kivili pontjdt taldlja el
a lovés? (3 pont)

Megoldas. a) Legyen az egyenld szérd hiromszog széara: a, ekkor az ABF ha-
romszog t teriiletét kétféleképpen felirva:

60 - m
t=15-s= ——
S 5
ahol s a hdromszog keriiletének fele:
2 60
¢ ; — a+30,

m pedig a hdromszog magassiga: m = va? — 30%. Az el6z6ek alapjan:

15(a + 30) = 30v/a? — 302,
(a+ 30)% = 4(a® — 900),
a?® — 20a — 1500 = 0,
amelynek a pozitiv gyoke: a = 50 cm, igy m = 40 cm.

A héromszog teriilete 1200 négyzetcentiméter, a keriilete 160 centiméter.

b) Mivel a kisfii minden 16vése egyenld eséllyel éri el a téglalap alaki céltabla
barmely pontjat, alkalmazhatjuk a geometriai valdsziniiség 6sszefiiggését:
kor teriilete 1527

kor) = - ~ 0,2044,
p(kbr) téglalap teriilete 40 - 60 ’

azaz 29,4% val6szin(iséggel taldlja el a céltdbla kor alakd részét.

, e haromszog teriilete — kor teriilete
c) p(hdromszog koron kiviil) = wealalap torilote =

1200 — 2257
o 2400

tehat 20,56% valdszintiséggel talélja el a céltdbla hdromszogének koron kiviili részét.

~ 0,2056,
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8. Adott az n* 4 64 - m* kifejezés, ahol n és m pozitiv egész szdmok.

a) Igazoljuk, hogy ha n =m = 2, a kifejezés oszthaté 13-mal. (2 pont)

b) Adjunk meg olyan n és m értéket, amelyek relativ primek és amelyekre
a kifejezés értéke oszthato b-tel. (3 pont)

¢) Igazoljuk, hogy barmely n és m pozitiv egész esetén a kifejezés értéke nem
primszdm. (11 pont)

Megoldas. a) Ha n = m = 2, a kifejezés értéke 24 +64 -2 =2%.65 =16-5-13,
azaz oszthaté 13-mal.

b) Han = 2, m = 3, akkor (2;3) = 1, ekkor a kifejezés a kovetkezd: 24 + 64 - 3.
Az Gsszeg els6 tagja 6-ra, a masodik tagja 4-re végzédik, ezért az Osszeg oszthatd
5-tel.

¢) Alakitsuk szorzatta a kifejezést:
nt 4+ 64m?* = (n® + 8m2)2 — 16n%m? = (n? + 8m? — 4nm)(n® + 8m? + 4nm).
A szorzat egyik tényezbje sem lehet 1, hiszen n > 1, m > 1, és
n? 4 8m? — dnm = (n — 2m)* + 4m?,

vagyis a kifejezés felbonthatd két, 1-nél nagyobb, pozitiv egész szam szorzatara,
tehat nem lehet primszam.

9. Adott a valds szdmok halmazdn értelmezett f(z) = —a* + 2x + 3 fiiggvény.

a) Hatdrozzuk meg a figguény és a koordindtatengelyek dltal alkotott, elsd
negyedben levd sikidom teriletét. (6 pont)
b) Egy egyenes dthalad az elébbi f figgvény P(2;3) koordindtdji pontjdn. Mi
lehet ennek az egyenesnek az egyenlete, ha tudjuk, hogy az elsé negyedben létrejott
stkidomot ugy vdgja két részre, hogy az eqyik Tész teriilete kétszer akkora, mint
a mdsik rész terilete? (10 pont)

Megoldas. a) Hatdrozzuk meg a fiiggvény és a koordindtatengelyek dltal alko-
tott, elsé negyedbeli sikidom teriiletét. A fiiggvénygrafikon koordindtatengelyekkel
alkotott metszéspontjai: (0;3) és (3;0), ezért a sikidom teriilete:

3 2 2 3
/(—:102 + 2z + 3)dx = —% + % +3z| =9 teriiletegység.
0

b) Elbszor nézziik azt az esetet, amikor 2 : 1 ardnyban osztja a teriiletet az egye-
nes. Ebben az esetben egy 6 teriiletegység és egy 3 teriiletegység méretil rész ke-
letkezik, az x tengely, a fliggvény egy darabja és a keresendd egyenes zarja kozre
a kisebb teriiletet. Ekkor a [0; 3] intervallum egy pontjdban metszi a kivant egye-
nes az x tengelyt. Ha az origéban metszené, akkor mar 3 teriiletegységnél nagyobb
teriiletti sikidom keletkezne, mint azt kénnyen ellenérizni tudjuk.
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Legyen az egyenes és az = tengely metszéspontja: A(a;0), ekkor a fiiggvény
alatti teriilet [2; 3] intervallumra es darabja és egy derékszogli hdromszog teriilete
adja a 3 t.e. nagysdgu teriiletet.

3

/(—x2+2x+3)dx:g.
2

A derékszogii haromszog teriilete: % =3 g, amelybdl a = % A kérdéses

egyenes két pontja: A(%O; O), P(2;3), innen az egyenes egyenlete: 8y — 27x = —30.

Masik eset: az egyenes gy vagja két részre a kérdéses teriiletet, hogy a na-
gyobb rész illeszkedik az z tengelyre. Legyen a keresett egyenes és az y tengely
metszéspontja: B(0;b), ekkor egy derékszogli trapéz és az g t.e. gorbe alatti teriilet
Osszegeként kapjuk meg a 6 t.e. teriiletet. A trapéz alapjai b és 3 egység hosszu-
ak, a magassaga 2 egység, innen b = % A keresett egyenes két pontja: P(2;3) és
B (0; %)

Az egyenes egyenlete: 6y — 5z = 8.

Tatar Zsuzsanna Maria

Esztergom

Matematika feladatok megoldasa

B. 5197. Jeldlje N a nemnegativ egész szamok halmazdt, és legyen k adott
pozitiv egész. Van-e olyan monoton nové f : N — N figgvény, amelyre

() f(f(@) = fl@) +a+k
minden x € N esetén?
(6 pont)
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