Egy matematikai didkolimpiai feladatrol*

A 60. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 5. feladata ([1]) igy szdlt:

Bath Bankja érméket bocsdat ki, melyeknek egyik oldalan H, mdsik oldaldn
T betd ldthato. Harrynek n ilyen érméje van, amelyek eldtte balrdl jobbra, egy
sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kovetkezd miwveletet: ha
pontosan k > 0 olyan érme van, amin H van felil, akkor megforditja a balrol k-adik
érmét; mdskiilonben minden érmén T van felil, és ekkor Harry megdll. Példdul
n =3 esetén a THT sorozatbdl indulva THT — HHT — HTT — TTT a lépések
sorozata, ami hdrom lépés utan megdll.

(a) Bizonyitsuk be, hogy bdrmi legyen is a kiinduldsi sorozat, Harry véges sok
lépés utdn megdll.

(b) Minden C kiinduldsi sorozatra jelolje L(C') azt a lépésszdmot, ahdny lépés
utdn Harry megdll. Példdul L(THT) =3 és L(TTT) = 0. Hatdrozzuk meg L(C)
datlagos értékét, amint C végigfut a 2" lehetséges kiinduld sorozaton.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 2019. novemberi szimaban meg-
jelent a feladat egy lehetséges megolddsa ([2]). Ebben a cikkben megadunk egy
mésik (taldn egyszeriibb) megolddst és tovdbbgondoljuk a feladatot.

Az (a) részt bizonyitsuk teljes indukciéval. n = 1,2 érme esetén az allitds
konnyen ellenérizhet a kevés lehetséges eset végigvizsgalasaval. Tegyiik fel, hogy
n-ig igaz az allitds, tekintsiik az n+ 1 érme esetét. Harom esetre bontjuk a feladatot.

1. Ha az utolsd, (n + 1)-edik érmén T lathaté (ez az esetek felében fordul elé),
akkor azt az érmét sosem fogjuk megforditani, hiszen ahhoz az kellene, hogy
az Osszes érmén a H legyen lathato. fgy az els6 n érmére alkalmazva az induk-
cids feltevést beldttuk ezt az esetet.

2. Ha az utols6 érmén H, az elson pedig T van. Ekkor, ha csak az utolsé érmén
van H, (a miivelet szerint) sorrendben az elsétél az n-edik érmet megforditva
mindeniitt H lesz feliil, és végiil az (n + 1)-ediktél az elséig haladva mindegyi-
ket atforditjuk T-re. Egyébként a megadott miivelet szerint mindaddig, amig
az els6 érmén T és az (n+ 1)-edik érmén H van csak a mésodiktdl az n-edik ér-
méket forgathatjuk, méghozzd pontosan tigy, mintha az elsd és az (n + 1)-edik
elem ott sem lenne. Alkalmazva az indukcids feltevést (n — 1)-re elérhetjiik,
hogy a maésodiktdl az m-edik érméig mindegyiken T latsszon. Ezutdn a mar
leirtak szerint jarunk el, és végiill mindegyik érmét atforditjuk T-re, amivel
belattuk ezt az esetet is.

*Ezt a kutatdst a TKP2021-NVA-09 projekt tamogatta. A TKP2021-NVA-09 szdmu
projekt a Magyar Innovaciés és Technoldgiai Minisztérium tamogatasaval valésult meg
a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovéciés Alapbdl, a TKP2021-NVA tamogatasi konst-
rukcié keretében.
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3. Ha utolsé és az elsé érmén H van, akkor a megadott miivelet szerint mindaddig,
amig az els§ érmén H van csak a masodiktdl az (n+ 1)-edik érméket forgathat-
juk, méghozza pontosan gy, mintha az els6 elem ott sem lenne. Alkalmazva
az indukcids feltevést n-re elérhetjiik, hogy a mdsodiktdl az (n + 1)-edik érméig
mindegyiken T latsszon, majd az els6 érmét megforditva befejeztiik az induk-
cios bizonyitast.

Az a j6 ebben a bizonyitdsban, hogy a (b) részre is ad egy rekurziv képletet.
Jeloljitkk n elem esetén A,-nel az dtlagos 1épésszdmot. A fenti 1. pont A,1-hez
%An—el jarul hozza, hiszen az esetek felében fordul az el6. Hasonléan, a 2. pont

}I(An—l +2n+ 1)-et ad A, 41-hez, hiszen az az esetek negyedrészében fordul elé,
elsé 1épésként a ,,kozépséd” n — 1 elemet kell T-re forditani, és utana tovabbi 2n + 1
1épés kell a feladat befejezéséhez. A 3. pont egy kicsit triikksebb: az is az esetek
negyedrészében fordul el6, de ott a mésodik elemtdl kell mindent T-re forditani
ugy, hogy tudjuk, hogy az utolsé elem H. Az 6sszes lehetséges esetben sziikséges
lépések szadma, ebben az esetben 2" A,, — 2" ' A,,_,, hiszen ,megszoritdsok” nélkiil
lenne 2" A,, 1épés, de ebbél ki kell vonni azon 1épések szdmét (2"~ A,,_;), amikor
az utols6 elem T. Ez alapjan a 3. pont hozzdjaruldsa A,11-hez

%((2”14,1 —2" 4, g) /27 4 ).

fgy a kovetkez6 rekurziv képletet kapjuk:

1 1 1 /2"A, —2" 1A, _ n+1

Kiindulva akar az Ag = 0 értékbdl kapjuk, hogy

" i nn+1)
A= 5=

amivel a feladatot megoldottuk.

Bér a (b) rész egy érdekes kérdést vet fel, mégis természetesebb lenne azt
kérdezni, hogy maximum hény lépésen beliil fejez0dik be a miivelet. Persze at-
tél, hogy ez természetesebb kérdés, nem lesz feltétleniil egyszeriibb, mint ahogy
ebben az esetben sem az. Egy felsd becslést kénnyen tudunk adni a fentiek alap-
jan: a 2. pontbeli eljarashoz sziikséges a legtobb ,extra” 1épés, miutan befejeztiik
a tobbi elem megfeleld oldalra forditasat. Eszerint ha M,,-nel jeloljiik az n elem ese-
tén sziikséges 1épések maximalis szamat, akkor kapjuk az M, 11 < M, + (2n+ 1)
egyenl6tlenséget, amibél a fentiekhez hasonléan My = 0-bdl kiindulva nyerhetjiik
az M, < n? becslést. De ha akar csak n = 2-re ellendrizziik a négy lehetséges ese-
tet, mar ott sem érheté el a 4 1épéses maximum. Marcsak azért sem, mert a fentiek
alapjan mindenképpen véget ér az eljaras, igy az eljaras soran érmék alldsai nem
ismétlédhetnek, és a 4 lehetséges allds k6zott maximum 3 dtmenet /1épés lehet. El-
méleti iton is viszonylag konnyen belathatd, hogy a felsé becslés nem lehet szigori
n > 2-re, hiszen a 2. pont csak akkor miikodik, ha az utolsé elem H, a rekurzié
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miatt az elétte 1évo elemnek is H-nak kell lennie, és igy tovabb, vagyis az Gsszes
elem H lenne, azzal viszont n 1épésben végez az eljaras.

Ahogy a jél ismert mondéds tartja: ,,a probléma félig meg van oldva, ha tudjuk,
hogy mi a probléma”. Probaljunk meg tehéat sejtést szerezni a maximalis 1épés-
szamra. Leghatékonyabb, ha erre programot irunk, hiszen mar n = 5 érmére is elég
hosszadalmas végigszamolni a 32 esetet. A kovetkezd eredményt kapjuk:

n | max | példa n | max | példa

1 1| H 9 45 | TTTTHHHHH

2 3 | TH 10 55 | TTTTTHHHHH

3 6 | THH 11 66 | TTTTTHHHHHH

4 10 | TTHH 12 78 | TTTTTTHHHHHH

5 15 | TTHHH 13 91 | TTTTTTHHHHHHH

6 21 | TTTHHH 14 | 105 | TTTTTTTHHHHHHH

7 28 | TTTHHHH 15 | 120 | TTTTTTTHHHHHHHH

8 36 | TTTTHHHH || 16 | 136 | TTTTTTTTHHHHHHHH

A minta koénnyen felismerhetd: az elsé [n/2] (n/2 egészrész) érmén T van feliil,
a t6bbin H. A maxim4lis lépésszamot sem nehéz kitaldlni: az egymds utdni szamok
kiilonbségei a természetes szamokat adjak, ami alapjan

anzn:i:n(n—i—l)ﬂ

i=1
lenne. Ez a probléma, ezt kellene belatni.

Nézziik meg pontosan, hogyan is miikodik az eljaras. Minden érme megfordi-
tasaval eggyel né vagy csokken a H-k szama, igy a kovetkezo 1épésben az eggyel
jobbra (nétt) vagy eggyel balra (csokkent) levd érmét fogjuk megforditani. Vagy-
is amig T-ket taldlunk, addig H-kat hagyunk magunk mogott és jobbra lépiink,
akkor ,fordulunk vissza”, amikor H-t taldlunk. Hasonléan: amig H-kat taldlunk,
addig T-ket hagyunk magunk mogott és balra 1épiink, akkor fordulunk vissza, ami-
kor T-t taldlunk (vagy megallunk, ha nem taldlunk T-t). Ebb6l elég vildgos médon
kirajzolddik egy balra-jobbra (vagy jobbra-balra) séprés jellegli miivelet, amelyik
minden irdnyban mindig legalabb eggyel tullép az addig végigsoport teriileten és
jobbra haladva H-kat, balra haladva T-ket hagy maga mo6gott. Mennyi lehet akkor
a maximalis 1épésszam? Visszafelé haladva az utolsé maximum n 1épés hagyhat T-t
maga mogott balra 1épve, elotte n — 1 1épés jobbra, azelétt n — 2 1épés balra stb.
Ezzel belattuk, hogy a maximalis 1épésszam legfeljebb

n+(n—-14+...+1=n(n+1)/2

lehet. Ahhoz, hogy ez a maximalis 1épésszam el6allhasson az kell, hogy
1. ténylegesen minden irdnyt soprésnél (kivéve az utolsd) legyen egy , visszafor-
dit6 érme” és hogy
2. minden visszaforduldsndl pontosan eggyel tobb 1épést tegyiink meg, mint
az elozo, ellentétes soprési iranyndl.
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Balra menve a T fordit vissza, jobbra menve pedig a H, és a balra illetve jobbra
soprések szama legfeljebb eggyel térhet el egymastél. Ez megmagyarazza a fenti
mintakat is, amelyekben a bal oldalon vannak a T-k, a jobb oldalon a H-k, és ezek
szama legfeljebb eggyel tér el. Direkt médon is kénnyen ellenérizhet6, hogy ezek
a mintak jo példat, s6t, minden n-re az egyetlen lehetséges példat adjak a maximalis
lépésszamra.

Erdekes, hogy a maximalis és minimélis (0) 1épésszdm atlaga éppen az dtlagos
lépésszam. Nézziik meg, hogy hany példa van a lehetséges 1épésszamokra. Ha mar
ugyis programot irtunk a problémaéra, akkor ez sem okoz semmi nehézséget:

db 1épésszamonként ([0,...,n(n—|—1)/2])
11
1111
1112111
11122222111
1112233333322111
1112234445555444322111
11122345567788888776554322111
111223456789101112...121110987654322111
1112234568910121315...1513121098654322111
11122345681011131517...17151311108654322111

Olo|lN|o|okxwo|~] S

[
o

Ez alapjan tgy tiinik, hogy a darabszdmok szimmetrikusak az n(n +1)/4
atlagos lépésszamra, ami megmagyaraznd az atlagot a maximum alapjan, vagy
éppen forditva, a maximumot az atlag alapjan. Az a kérdés, hogy be tudjuk-e latni
ezt a szimmetridt.

Legegyszeriibb lenne parbaéllitani az érmék H—T sorozatait ugy, hogy egy
k 1épéses mintdhoz egy n(n + 1)/2 — k 1épéses minta tartozzon. Eszerint példaul
n =7 esetén a TTTHHHH maximalis 1épésszamui mintahoz a TTTTTTT minim&-
lis 1épésszami minta tartozna. H&t, elsé ranézésre nagyon nem vilagos, hogy mi
alapjan rendelnénk egymashoz pont ezt a két mintat. Kozelitsiik meg a problémat
egy masik oldalrél. Mik ezek a fenti tdbldzatban 1évé szamsorozatok? Szerencsére
az interneten van segitség: az On-Line Encyclopedia of Integer Sequences ([3]). Ab-
ba befrva/bemdsolva a hosszabb szdmsorozatokat (a révidebbek til sokféleképpen
magyardzhatéak), a kovetkezd valaszt kapjuk példaul n = 10-re: A034140: Number
of partitions of k into distinct parts from [1,2,3,...,10] ([4]). (Az eredeti szbveg-
ben lev6 n-et k-ra cseréltiik, hogy ne keveredjen a cikkben hasznalt jeloléssel, a k
a mi esetiinkben a lépésszdmot jelenti, tehdt 0-t6l n(n + 1)/2-ig mehet.) Vagyis:
hanyféleképpen bonthaté a k szam az 1,...,10 szdmok ismétlés nélkiili Gsszegére.
Hogy ennek mi kéze a mi problémankhoz? Egy kis utdnagondolédssal ez vilagossa
valik. A fenti jobbra-balra séprésnél a soprések hossza szigortian novekszik (ma-
ximum n lehet), tehat kiilonbozo sopréshosszakat kapunk és azok 6sszege adja ki
a teljes lépésszamot. Vagyis a mi probléménk lefordithaté a 1épésszam kiilonbozé
szamok Osszegére bontasanak feladatara. De a dolog forditva is miikddik: egy adott
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szamosszeghez tartozik egy megfelelé H—T sorozat, amit a kovetkezé médon konst-
rudlhatunk meg. Rendezziik az dsszeadott szamokat csokkend sorrendbe és hajtsuk
végre a miveletiinket a szamoknak megfeleléen forditva. Ez azt jelenti, hogy a csu-
pa T &llasbol és az els6 poziciébdl kiindulva jobbra haladva a legnagyobb szam
darabszamu érmét H-ra forditunk, a visszafordit6é érmét gy hagyva balra haladva
a masodik szam darabszamu érmét visszaforditjuk T-re stb. Taldn egy példan leg-
egyszerlibb bemutatni az eljarast. Legyen n = 10, k =30 =948+ 7+ 4+ 2, ekkor
az egyes szamok alapjan kialakulé H—T sorozatok a kovetkezdék lesznek (pirossal
a valtoztatott érméket, kékkel az ligy hagyott, visszaforditd érméket jeloljiik):

TTTTTTTTTT
HHHHHHHHHT
TTTTTTTTHT
THHHHHHHHT
THHTTTTHHT
THHTHHTHHT

N[~ |~J|00|©

Eszerint van egy kolcsondsen egyértelmli megfeleltetésiink a H—T soroza-
tok és az {1,...,n} szdmhalmaz részhalmazai kozott (ez utébbiak felelnek meg
az {1,...,n} szdmok ismétlés nélkiili sszegeinek). Most mér a parbadllitds konnyen
kitaldlhato: egy adott A C {1,...,n} halmazhoz tartozzon az A = {1,...,n}\ A hal-
maz, az A komplementere. Egyrészt ez tényleg parokat ad: a komplementer komp-
lementere az eredeti halmaz. Masrészt megfelelé parokat ad: ha az A halmazban
a szémok Osszege k, akkor az A halmazban a szdmok Gsszege azon szdmok Osszege

lesz, amelyek nincsenek benne A-ban, vagyis a {1,...,n} halmazbeli szdmok 6ssze-
ge (n(n+1)/2) minusz k, és pontosan erre volt sziikségiink. A fenti példdnknal
n =7 esetén a TTTHHHH maximalis 1épésszémi mintdhoz az {1,...,7} halmaz

tartozik, ennek komplementere az iires halmaz, ami valéban a TTTTTTT miniméa-
lis 1épésszamu mintanak felel meg.
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