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A 2022. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak megoldasa

1. Egy négyzetet felbontottunk 2022 téglalapra (igy, hogy semelyik két téglalap-
nak nincs kézos belsd pontja). Tekintsik az dsszes téglalap dsszes oldalegyenesét.
Mazximdlisan hdany kiilonbozd egyenest kaphatunk?

Megoldas. A négyzetet n — 1 darab, az egyik oldalaval parhuzamos egyenessel
n téglalapra oszthatjuk. A négy eredeti oldalegyenessel egyiitt ez dsszesen (n—1) 4+
+ 4 = n + 3 egyenest jelent.

Most négy bizonyitast adunk arra, hogy (n + 3)-nél t&bb kiilénbsz8 egyenest
nem kaphatunk, tehat a feladat kérdésére a vélasz 2025.
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1. bizonyitds: Legyen a négyzet N = [a, b] X [¢, d], a kis téglalapok T; = [a;, b;] X
x[ci,di], i =1,...,n. Be kell ldtnunk, hogy

}{al,...,an,bh...,bn}’—|—|{01,...,cmd1,...,dn}| <n+3.

Legyen V a vizszintes oldalegyenesek halmaza, kivéve az (y = d) egyenest, ami
N fels6 oldalegyenese, és legyen F' a fiiggéleges oldalegyenesek halmaza, kivéve
az (x =a) és (x =b) egyeneseket, amelyek N fiiggbleges oldalegyenesei. Mivel
V U F nem tartalmazza N harom oldalegyenesét, elég beldtnunk, hogy |V U F| < n.

Tetszbleges ¢ € V U F egyenesre definidljuk a p(¢) pontot a kdvetkezd médon.

Ha ¢ vizszintes, akkor legyen p(¢) a Ty, ..., T, kis téglalapok ¢-en lev§ csticsai
koziil a leginkabb balra 1évo. Ha ¢ fiiggbleges, akkor pedig a legalsé. Konnyen
lathatd, hogy minden p(¢) pont egy kis téglalap bal alsé sarka, ezért elég beldtni,
hogy a p leképezés injektiv a V' U F' halmazon.

Az vildgos, hogy ha ¢ és ¢’ kiilonboz6k és mindketten vizszintesek, vagy mind-
ketten fiigg6legesek, akkor p(¢) # p(¢').

Tegyiik most fel, hogy (y=p8)=heV, (x=a)=veF é ph)=pk)=
= («a, 8). Mivel F' nem tartalmazza az (r = a) egyenest, a > a. Ha 8 = ¢, akkor
p(h) = (a,c) # p(v), ezért § > c. Tehat ha € > 0 elég kicsi, akkor az (o — ¢, a) x {5}
nyilt szakaszt tartalmazza egy T; = [a;, b;] X [c;,d;] kis téglalap a belsejében. De
ekkor bj = a és ¢; < 8 < dj, tehét a (b, ¢;) csics v-n van és ¢; < 3, ami ellentmond
p(v) vélasztdsdnak.

Ezzel belattuk, hogy legfeljebb n + 3 oldalegyenes van.

2. bizonyitds: Tegylik fel, hogy van olyan e egyenes, amely metszi az N négyzet
belsejét és pontosan egy T kis téglalap alsé oldalegyenese. Ekkor médosithatjuk ugy
a felbontést, hogy a kis téglalapok szdma és az oldalegyenesek szdma is pontosan
eggyel csokken: az e egyenes masik, alsé oldalan 1évo, T-vel szomszédos téglalapo-
kat meghosszabbitjuk e-n keresztiil ugy, hogy T megsziinik. Hasonléan jarhatunk
el, ha van olyan e egyenes, amely metszi IV belsejét és pontosan egy T kis téglalap
felso, jobb oldali vagy bal oldali oldalegyenese. Hajtsuk végre ezt a miiveletet, amig
lehetséges, tegyiik fel, hogy a kapott felosztasban m kis téglalap van. Elég a ka-
pott felosztasra belatni az allitast, hogy az oldalegyenesek szama legfeljebb m + 3.
Legyen O a kis téglalapok oldalegyeneseinek a halmaza, O’ C O pedig az olyan
oldalegyenesek halmaza, amelyek N-nek nem oldalegyenesei. Tudjuk, hogy most
minden O’-beli oldalegyenes legaldbb négy kis téglalaphoz tartozik, ugyanakkor
egy kis téglalaphoz legfeljebb négy O’-beli oldalegyenes tartozik. Ebbdl azt kapjuk,
hogy |O’| < m. Rdadésul azokhoz a téglalapokhoz, amelyeknek van N-nel kozos
oldalegyenese, legfeljebb harom O’-beli oldalegyenes tartozik. Ezért |O'| < m — 1.
Mivel |O| = |O'| + 4, |O] < m + 3, ezzel belattuk az 4llitast.

8. bizonyitds: A kovetkez6 allitast igazoljuk, n-re vonatkozé indukciéval: Egy
T téglalapot n kisebb téglalapra bontva a kiilonb6z6 oldalegyenesek szama legfel-
jebb n+ 3. Az n = 1 eset trividlis, ilyenkor négy oldalegyenes lesz. Tegyiik fel, hogy
n > 1és (n— 1)-ig mar beldttuk az 4llitdst. A vizszintes oldalegyenesek koziil a leg-
alsé T alsé oldala, legyen e alulrdl a masodik. Ha az e egyenes T fels6 oldala, akkor
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T-t n—1 darab fiigg6leges egyenessel bontottuk fel, ilyenkor éppen n + 3 kiilonb6zé
oldalegyenes van. Tegyiik fel, hogy e nem T fels¢ oldala. Mivel e egy oldalegyenes
volt, van legalabb egy olyan kis téglalap, amelynek e a felsé oldala. Tegyiik fel,
hogy k ilyen kis téglalap van, nevezziik ezeket alacsony téglalapoknak.

Vagjuk el T-t és az e-t metsz6 kis téglalapokat az e egyenessel. Legyen a T tég-
lalap e f6lotti része Th. A T} téglalap n — k téglalapra van bontva, hiszen a k alacsony
téglalap kivételével mindegyiknek van e f6lotti része. Az indukcids feltevés alapjén
ez a felbontas legfeljebb n — k 4 3 oldalegyenest hataroz meg. Ezek az oldalegye-
nesek az eredeti felbontasban is szerepelnek oldalegyenesként. Az eredeti felbontds
tovabbi oldalegyenese a T' alsé oldala, és még olyan oldalegyenesek, amiket két ala-
csony téglalap kozos, fiiggdleges oldala hataroz meg. Ez utobbibdl legfeljebb k — 1
darab lehet. Tehat T felbontédsa legfeljebb

n—k+3+1+k—-1=n+3
oldalegyenest hataroz meg.

4. bizonyitds: Tekintsiik az N négyzet egy olyan darabolasat n darab kis tégla-
lapra, ahol a kiillonboz6 oldalegyenesek szama maximalis. Nevezziik a kis téglalapok
csticsait roviden csucsoknak. Ezeket harom osztalyba sorolhatjuk: eredeti cstcsok,
vagyis N négy csicsa, szélsé csiucsok, amelyek N oldalain, de nem a cstcsaiban
vannak és belsd csiucsok, amelyek N belsejében vannak. A kis téglalapok oldalainak
unidja legyen S. A két csics altal meghatarozott s C S szakaszokat oldalszakasznak
hivjuk.

Tegyiik fel, hogy egy P bels6 csticsbdél mind a négy irdnyba indul oldalszakasz.
Ekkor a P pontbdl felfelé indulé maximadlis (felfelé nem bévithetd) oldalszakaszt
kell6en kicsi tavolsdggal jobbra tolva elérhetd, hogy ez az oldalszakasz az eddigiektdl
eltér6 fiiggdleges oldalegyenest hatdrozzon meg. Tehdt az oldalegyenesek szama
nott, mikdzben a kis téglalapok szdma megmaradt, ez ellentmond annak, hogy
a kiilonb6z6 oldalegyenesek szama maximalis volt.

Vagyis minden bels6 csticsbdl legfeljebb hdarom irdnyban indul oldalszakasz.
Mivel minden bels§ csucsra illeszkedik legaldbb két kis téglalap, minden belsé
csticsbdl pontosan harom irdnyban indul ki oldalszakasz, és ugyanez természetesen
a sz€1s6 csticsokra is igaz. Tekintsiik most a felosztdsban szerepld maximdlis (nem
bévithetd) oldalszakaszokat, legyen ezek szama m. Ezek koziil négy oldalszakasz
az eredeti négyzet oldala, a tobbi oldalszakasznak pedig a két végpontja belso
vagy széls6 csucs. Tovabbd minden bels6 vagy szélsé cstics pontosan egy maximalis
oldalszakasznak a végpontja, {gy a belsd és szé1s6 csticsok szdma dsszesen 2(m — 4).

Most szamoljuk Ossze az n darab téglalap belsé szogeinek Osszegét kétféle-
képpen. Egyrészt minden téglalapnak 4 darab derékszoge van, ez Gsszesen n - 360°.
Masrészt a téglalapok derékszogei leszamlalhatdk csticsonként: IV csticsaindl egyen-
ként 90°, a belsd és széls6 csticsoknal egyenként 180° az ottani derékszogek Osszege,
azaz a teljes Osszeg

4-90° + 2(m — 4) - 180° = (m — 3) - 360°.

Ezek alapjan tehdat n = m — 3, azaz a kiillénboz6 oldalegyenesek szama legfeljebb
m=n+ 3.
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2. Tegyiik fel, hogy a 4-gyel osztva 3 maradékot add p, q primszdmokra az
22 — pgy® =1 egyenletnek van pozitiv egész x, y megolddsa. Igazoljuk, hogy a
Ipz? — qu?| = 1 egyenletnek is van pozitiv egész x, y megolddsa.

Megoldas. Legyenek xg, yo olyan pozitiv egészek, melyekre
x5 — payp =1,

és xo minimdlis azzal a tulajdonsdggal, hogy z? — pqy? = 1 megoldhaté ezzel
az xo-lal és egy y > 0 egésszel. Mivel a pq szam 4-es maradéka 1, ezért yo nem
lehet pdratlan, hiszen az 22 = pqy + 1 négyzetszam 4-gyel osztva nem adhat 2 ma-
radékot. Vagyis 2 | yo, azaz az

(1) xo—1 x+1 <y0)2
2 2~ P\y)-
egyenletben szerepld Gsszes tényezd egész szam. Tehdt p és ¢ is osztja a bal oldal
egyik tényezdjét. Eloszor megmutatjuk, hogy egyik tényez6 sem lehet oszthatd
pg-val.
Ha ugyanis (1)-ben pq osztand valamelyik tényez6t, akkor vagy

To—1 wotl (@)2
2pq 2 2/
vagy

ro—1 wzo+1 (% 2
2 2pq (5)
a jobb oldalon szerepl6 négyzetszam két egész szam szorzatara bontasat adna. Mivel
a két tényezo mindkét esetben relativ prim, igy kiilon-kiilon is négyzetszamok, azaz
léteznek olyan a, b pozitiv egész szamok, melyekre

-1 1
(2) LZGZ’ %:b{
2pq 2
vagy
xo— 1 9 T+ 1 9
3 — =a*, —— =0b".

Az elsé esetben b — pga® = 1, de b és a is pozitiv egészek, ez tehét ellentmondana
xo minimalitdsdnak, hiszen (2) miatt b < x¢. Ha pedig (3) teljesiilne, akkor

a? — pgb* = -1

alapjan az a? = —1 (mod p) kongruencia megoldhaté lenne, azonban p = —1 (mod 4)
miatt ez nem lehetséges. (Ugyanis a kis Fermat-tétel alapjin p 1 a esetén

(CLQ)(ZFI)/2 =P l=1#£-1= (—1)(’)71)/2 (mod p).)

Tehét (1)-ben pg nem osztja egyik tényezét sem, igy vagy

T — 1 xo—l—l_(yo)?
2p 2 \2/’
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vagy

T9— 1 x0+1_<@)2
2q 20  \2

a jobb oldalon szerepld négyzetszam két, egyméshoz relativ prim szorzatara bon-
tasat adja. Ekkor a korabbiakhoz hasonléan léteznek a, b pozitiv egészek, melyekre

vagy
.1'0—1_ 2 o+ 1

2 1 T2

= b2

vagy
To— 1 2 zo+ 1
=a

2q ’ 2p

= b2

azaz qb®> — pa® = 1 vagy pb®> — qa? = 1, és készen vagyunk, mert © = a, y = b vagy
r=0b,y=aal|pr? — qy*| = 1 egyenlet pozitiv egész megolddsit adja.

3. Legyen n pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy ha az a;j (1 <1i,j < n)

valds szamokra a; ; + a;; = 0 minden i, j esetén (specidlisan a; ; = 0 minden i-re),
akkor fenndll az aldbbi egyenldtlenség:

1 n n
(L) <3
i=1 “j=1

Mikor dll fenn egyenléség?

n

n
2
Z @i -

i:l j=1

Megoldas. ElSszor a; ; jeloljon tetszdleges valds szdmokat, és tekintsiik a ko-
vetkez6 négyzetosszeget:

2
> (a0 +aiy —aiy —ai;)’ 0.
03,075

Ha a négyzetre emelést kifejtjiik és tagonként szummazunk, akkor a kovetkez6kép-
pen egyszeriisédnek az tsszegek. Egyrészt,

2
Z a; ij = Z @i
i,5,3 5
Pontosan ugyanezt kapjuk a tobbi négyzetes tag esetén is:
Z Z Z 2 Z
CL il = a = CL i =n a,; g
i,5,3.5’ i,5,3 5 i,5,3 5

A kettés szorzatoknél haromféle eredményt kapunk: két esetben (amikor az elsd
indexek megegyeznek)

Z 2a; ja; 50 = — Z 2ay jay 5 = —QnZ <Zaw> ;

1,54 ,5' 1,545’
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két esetben (amikor a mésodik indexek megegyeznek)

2
Z 2(11'73'(11",3‘ = — Z 20,1]/(],1/ j = —an (Zai,j> :

1,585 1,585

illetve a maradék két esetben

2
Z 2a”alzj/ = Z 2ay L Qi 57 _2<Za’i»j> :

4,3,8,5" 4,3,8",5"
Ezeket osszeadva és 4n2-tel osztva kapjuk a kivetkezd dltaldnos egyenlStlenséget:

2 2 2
St 2 (S) n D (X ) + (S 20
4.7 J i 4.7

i J
Felhaszndlva, hogy esetiinkben a; ; = —a; ;, az utolsé tag eltlinik, a kozépso két tag
pedig megegyezik, és a kivant egyenl6tlenség azonnal adodik.

Mikor 4ll fenn egyenldség? Ehhez a (megoldés elején szerepld) négyzetosszeg
minden tagjanak nullanak kell lennie, azaz

Qiyj + Qi o = Gij + Qi
minden ¢, 7, ¢/, j’ esetén.
Legyen b, = a,1. Ekkor persze ai, = —b,. A fenti egyenlGséget ¢/ = j' =1
esetben hasznalva kapjuk, hogy
am- + b1 = bz — bj.
=0

Tehat ha egyenl6ség all fenn, akkor a; ; felirhaté b; — b; alakban valamilyen by, ..., b,
valés szdmokra. Megforditva, konnyen lathaté, hogy ilyen alakd a;; szamokra
a négyzetosszeg minden tagja 0, és igy valéban egyenlGség van.

2. megoldds: Vegyiik észre, hogy tetszoleges i, j, k indexek esetén

2 2 2 2
0 < (aij+ajk+ar:) =aj;+aj,+ag,; +2(aijajk + ariaij + ajrak),

=—2(a;,i),k+a;k0i,;+0k,;0k,i)

ahol felhasznaltuk, hogy a két index cseréje eléjelvaltast eredményez. Most adjuk
Ossze ezeket az egyenlGtlenségeket minden olyan ¢, j, k harmasra, mely paronként
kiilonb6z6 indexekbdl all.

Kénnyen lathatd, hogy minden i # j esetén 3(n — 2)-szer kapjuk meg az a2 ta-
got. Ami a kettds szorzatokat illeti, minden a; ;ja; ;, alakui tag egyiitthatéja —6 lesz
Innen 3-mal osztas utdn egyszeri atalakitasokkal kapjuk a bizonyitandd egyenlot-
lenséget. Egyenléség pedig akkor all fenn, ha a; ; + a;r + ar,; = 0 minden index-
harmasra. Ebb6Sl k = 1 mellett adédik, hogy a; ; = —a1; — a1 = a;1 — a1, vagyis
ekkor a szamok felirhatok b; — b; alakban, amely esetben pedig valéban mindig
egyenl6ség all.

Pach Péter Pdl
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