mazasanak lehet6ségét. A matematikai nyelvészet, a (magyar) nyelv szemantikai
feldolgozdsa a matematika, a programozas és a nyelvészet kolcsonhatasabol alakult
ki, napjainkra egyre fontosabb lesz. Nagyon érdekes feladatok varnak a mostani
kozépiskolds nemzedékre, akar a matematikat, akar a fizikat, akar az informatikat
valasztjak.

Az elsé nap délutanjan keriilt sor a szokdsos KoMal. dijkioszté itinnepségre.
Minden évben szaz koriili a jutalmazottak szdma, és bar a dijak anyagi értéke
nem tul nagy, de erkolesi értékiik egy egész életre sz6l6. A mostani eredmények
— 1996 6ta a korabbi tanéveké is —a https://www.komal.hu/eredmeny oldalon ta-
lalhatok. A dijak kiosztdsa kozben egy el6addasra is sor keriilt: Asboth Janos beszélt
a ,kisérteties tavolhatdsrol”, ami a mult évszazad ismert paradoxonait, Schrédinger
macskajat*, és a kvantummechanika Einstein-PodolskyRosen! nevezetes gondo-
latkisérletét koti 6ssze a 2022-es fizikai Nobel-dijasok eredményeivel.

A rendezvény masodik napjan is hasznos és érdekes ismereteket szerezhettek
az érdeklédok.

Jenei Péter valogatott kisérleteket mutatott az Ifju Fizikusok Nemzetkozi Ver-
senyérol, Kiss Gyorgy ezutdan matematikai témat, a Moore-grafokat és véges geo-
metridkat hozott kozépiskolas szinten. Olosz Baldzs komplex szamokat alkalmazott
a véltéaramu fizika feladatok megoldasandl, Szdmadsé Ldszld elbaddsa pedig ma-
tematikai jatékokrdl és a jatékok matematikdjardl szélt. A délutani eldadok, Szei-
demann Akos és Kadlecsik Addém hérom izgalmas folyadékos problémat oldottak
meg.

A KoMal Ifjusagi Ankét sikeréhez hozzdjarultak a szerkesztéség lelkes munka-
tarsai, a pénteki fogadas szendvicsei és siiteményei, a szombati pizza és a délutani
kotetlen jatékok is.

0Olah Vera

Térbol sikba visszalépés fizikai problémak
megoldasanal
I1. rész (konform leképezések)

Megjegyzések és altalanositasok
a P. 5399. feladat megoldasahoz!

Amikor sok tiikor sem segit

A cikk I. részében a P. 5399. feladat (kozolte: Vigh Maté, Biatorbdgy) bizonyos
(tiikkrozésekkel megoldhatd) altalanositdsait vizsgdltuk. Racsoddlkozhatunk arra,
hogy a C pontbeli dramstiriiséget végtelen sok esetben (minden pozitiv egész n-re)

“https://hu.wikipedia.org/wiki/Schrédinger_macskaja

Thttps://hu.wikipedia.org/wiki/EPR-paradoxon

LA feladatot és annak megolddsat lasd a KoMaL 2022. évi decemberi széménak 565.
oldalan.
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ugyanazzal a formuldval tudjuk kiszamitani. Az a sej-
tésiink tdmadt, hogy a j(C) = ;== képlet taldn tet-
szoleges nyilasszogi kupra is igaz.

Legyen a kup paldstjan mért AB tavolsig AR,
mig BC tovabbra is 2R, de A tetsz6leges (1-nél na-
gyobb) szdm (lasd a 6. dbrdt).

Ha a kip paléstjat — a kordbbiakban leirtak-
hoz hasonléan — felvigjuk az AC egyenes mentén,
majd kiteritjiik a sikba, akkor a teljes siknak 2m/\
nyilasszogli szogtartoméanyat kapjuk (14sd a 7. dbra
bal oldali részében a sirga tartomdnyt). Az ebben
a szogtartomanyban kialakulé arameloszlast keressiik
olyan hatérfeltételek mellett, hogy az A pontnal be-
vezetiink, a B pontnal kivezetiink I erésségli aramot, 6. dbra
tovdbb4 a tartomény hatarat képezd AC egyenesek dramvonalak. (A két hatdrvonal
fizikai értelemben ugyanaz a vonal, és a két helyen is jelolt C' pont tulajdonképpen
csak egyetlen pont, hiszen a kip paldstjan is csak egy C pont volt.)

7. dbra

Mivel \ az altalanos esetben nem egész szam, a tiikrozéses modszert nem alkal-
mazhatjuk. Ha viszont a sarga cikkelyt — mint egy legyez6t — valamilyen médon , ki-
nyithatndnk” (14sd a nyilat és a 7. dbra jobb oldali részét), akkor egy teljes (minden
irdnyban végtelen kiterjedésii) sikot kapnank, amiben folyé dramok eloszldsa éppen
a A = 1 esetnek felelne meg, amelyet j6l ismeriink. Természetesen ez a transzfor-
maci6 csak akkor kap értelmet, ha megadjuk az egyméasnak megfeleltetheté pontok
viszonyat, és azt is, hogy mi a kapcsolat az eredeti és az attranszformalt tarto-
many arameloszlasa kozott. Ezeket a kérdéseket részletesen targyalta egy kétrészes
cikk a KéMaL korabbi szamaiban.? Az aldbbiakban felidézziik ennek a cikknek —
szamunkra legfontosabb — gondolatait, majd alkalmazzuk azokat a most vizsgalt
problémara.

2Elek Péter és Szdsz Krisztidn: Sikbeli elektromos vezetési problémék, I. és II. rész,
KoMalL 2019. évi 1. és 2. szam.
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Arany- és szogtart6 transzformacick

Egy elektromosan vezetd siklemezbe, amely lehet véges kiterjedést, vagy akar
»végtelen” nagy, bizonyos helyeken aramokat vezetiink be, illetve aramokat veze-
tiink el réla. A lemez homogén, vastagsaga 9§, fajlagos ellendllasa o, a vezetéképes-
sége tehat o = 1/p.

Tételezziik fel, hogy ismerjiik a kialakulé drameloszldst, vagyis a j(r) dram-
stirtiséget, valamint az elektromos potencidl ®(r) fiiggvényét. Mindezek a mennyi-
ségek az dramvezetd lemez F feliilete (sikja) mentén helyrél helyre valtoznak; érté-
kiiket egy alkalmasan vélasztott derékszogii (x,y) koordindta-rendszerben adhatjuk
meg (lasd a 8. dbra bal oldali részét), de haszndlhatjuk az (r, ) sikbeli poldrko-
ordinatakat is. Valasszuk ki az drameloszlasnak egy kicsiny, téglalap alakunak te-
kinthet6 részét, amit két egymastol csak kicsit eltérd ekvipotencialis gérbe és két
kozeli dramvonal hatérol (igy az dramsiiriiség-vektor ebben a tartomédnyban allan-
dd). Legyenek a téglalap oldalai a és b, és jeloljiik a P és .S pontok kozotti szakaszon
atfolyd dram erdsségét I-vel. (Ugyancsak I erésségii dram folyik a @ és az R pontok
kozott is, hiszen az aramlasi kép staciondrius, a toltések sehol nem halmozodhatnak
fel egyre novekvé mértékben.)

1
Y \\\\Q J(T‘)\\ y/

8. dbra

Az dramerésség az dramsliriiséggel aranyos, az dramsiiriiség az elektromos
térerésséggel, a térerdsség pedig a potencialkiillonbséggel fejezhetd ki:

. . U
I=|j]-b5, j(r)=0E, |E|:E’

igy tehat a P és S pontok kozotti b - 0 nagysagu feliileten atfolyé aram erGssége:

I:U5J~Q.
a

Ha valamilyen transzformdcié (leképezés) az F sik pontjait dtviszi egy mé-
sik, 7’ sik pontjaiba, az drameloszlas is megvéltozik, ami az (z/,y") koordindta-
rendszerben megadhaté j'(r') drameloszldssal frhaté le (1asd a 8. dbra jobb oldali
részét). Kikotjiik még, hogy a potencidlok értéke az egymdsnak megfeleltetett pon-
tokban ugyanakkora legyen, vagyis ®'(r') = ®(r) teljesiiljon.
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A vizsgilt kicsiny (jé kozelitéssel egyenes oldalakkal hatdrolt) tartomanyon
atfoly6 dram erdssége:
b/
a
Felhasznaltuk, hogy a transzformalt aramsiirtiség-vektorok merdlegesek a transzfor-
malt ekvipotencidlis gorbékre, tehat a PQRS téglalap ,képe” ugyancsak téglalap,
melynek oldalai (a’ és V') dltaldban kiilonboznek az eredeti méretektdl.

A két elrendezés (ugyanakkora be- és kivezetett dramok esetén) akkor egyen-
értékil, ha minden kicsiny részletében az egymasnak megfeltetheté szakaszokon
ugyanakkora az dramerdsség, vagyis I’ = I. Ez ldthatéan akkor teljesiil, ha

voob

/ )

a a

vagyis a transzformdacié (kis méretek esetén) ardnytarto.

Megjegyzés. Az ardnytartas tulajdonsiga nemcsak az egymaést derékszégben metszé
rovid szakaszokra érvényes, hanem egy adott ponton atmend, tetszoleges irdanyu, kicsiny
szakaszparokra is fennéll. Igaz tovabba, hogy a transzformécié szdgtartd, vagyis az egymast
metsz6 gorbék érintbinek szoge a leképezés soran nem valtozik meg. Az ardny- és szogtartd
sikbeli transzforméacidkat konform leképezéseknek nevezik.

A tovabbiakban bemutatunk néhany — a fizikai alkalmazasok szempontjabol
lényeges — konform leképezést. Mivel az ilyen leképezések egymds utéan torténd
alkalmazésa ugyancsak szog- és aranytarté transzforméciét eredményez, néhany
alapesetbdl kiindulva a fizikai problémak meglep6en széles korének megoldaséara
nyilik lehetéségiink.

Nyilvanval6, hogy szog- és aranytarté leképezés az eltolds (a sik egészét vala-
milyen adott sikbeli vektorral odébbtoljuk), az elforgatds (a siknak tetszdleges pont
koriili, tetszleges szogll elforgatdsa), valamint a nagyitds és a kicsinyités (egy adott
pontbdl a sik kiilonb6z6 pontjaiba mutatd vektorokat valamekkora szammal szo-
rozzuk).

Ezek a transzforméciok lényegében nem viéltoztatjdk meg az dramlasi képet
(az dramvonalakat), csupdn annak felelnek meg, hogy a koordindta-rendszer kez-
dopontjat mashova helyezziik, az x tengelyt masfelé iranyitjuk, illetve a tavolsdgok
mértékegységét megvéltoztatjuk (példdul centiméter helyett inch egységeket hasz-
ndlunk).

A kovetkezd két leképezésnél azonban nem ez a helyzet, azok lényeges val-
tozast eredményeznek az arameloszlasban, tehat fizikailag kiilonb6z6 problémékat
kapcsolnak ossze.

,Legyezoleképezés”

Tekintsiik azt a leképezést, ami a 27/ szogll szogtartomény egyes pontjaihoz
tartozé helyvektor x tengellyel alkotott ¢ sz6gét A-szorosdra noveli: ¢’ = A . Szem-
léletesen ez olyan, mintha egy legyezdt A-szor nagyobb méretlire nyitnank ki. Ez
a leképezés éppen az a transzfomdcid, ami a 7. dbran lathaté kip kiteritett paldst-
jat a teljes sikba viszi at, vagyis a kupfeliilet aramvezetésének bonyolult feladatat
egy siklap — konnyen megoldhaté — problémajava alakitja.
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A 9. dbrdn egy r helyvektort, r és ¢ polarkoordinatiakkal megadott pont koriili,
kicsiny (sdrga szinnel jelolt) PQRS tartomany transzformdcidjat lathatjuk.

Y y
® G
/,
Q YAV
T
P . = S,\Ar’
r
A ,
P S\Ar Ay = AAp /
© xX >\§9 x
9. dbra

Ahhoz, hogy a leképezés (kicsi méretek esetén) ardnytarts is legyen, az sziik-
séges, hogy a

PQ B P/Q/
pPS  P'S”
vagyis a
Ar Ar’

- Ap T Ay
egyenldség teljesiiljon. Innen kovetkezik, hogy (Ar < r és Ar’ < r/ esetén)
Ar’ Ar
(4) =

r

r

A cikk I. részében felirt (2) osszefiiggés szerint (4) akkor teljesiil, ha
=K.

A K §lland6t (aminek a mértékegysége a hosszusdg (1 — A)-adik hatvdnya) célszer(i
r(l]_A alakban felirni, ahol r¢ egy onkényesen valasztott hosszisdgegység. Ennek

megfeleléen

%) - () |

Lathato, hogy a A-szorosara kinyitott ,legyez6” esetében akkor kapunk ardny-
tart6 transzformdciot, ha a helyvektorok (ro egységekben mért) nagysdgat A-adik
hatvanyra emeljiik. A sik pontjainak az origétél mért tdvolsiga érdekes (nemli-
nedris) médon transzformélédik: az ro-ndl tdvolabbra mutaté helyvektorok meg-
nytlnak, a kézelebbre mutaték zsugorodnak, az o sugard, 27/ nyildsszogii koriv
pontjainak radialis koordinatdja pedig valtozatlan marad, tehat ezek a pontok egy
ro sugaru teljes korbe mennek 4t.

wozalagleképezés”

Véges szélességli, nagyon hosszi, elektromosan vezet6 lemezben foly6 sikbeli
arameloszldsok lefrdsandl hasznos lehet egy olyan konform (szdg- és ardnytarto)
leképezés, amely a szalagot egy végtelen sikba transzformélja. Legyen a szalag
az x tengellyel parhuzamos, és y irdnyban d széles.
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Vélasszunk egy olyan transzformaciét, ami az = tengellyel parhuzamos vona-
lakat (amelyekre y = yo = dllandd, 0 < yo < d) az origdbdl kiindulé ,sugarasan”
szétfuté vonalakba viszi 4t. Ezeket a ¢’ = dllandd dsszefiiggés jellemzi, ahol ¢’ a le-
képezés soran kapott vektoroknak az a’ tengellyel bezart szoge. Legyen példdul
y
7
Ilyen valasztds mellett 0 < ¢’ < 2w, vagyis a szalag ,képe” lefedi a teljes sikot.

(A szalag két hatdrold egyenese a leképezés sordn ugyanarra helyre keriil, hiszen
az egyikiik képét a ¢’ = 0, a mdsik képét a ¢’ = 27 Ssszefiiggés jellemzi.)

o =27

Az x tengellyel parhuzamos vonalseregre meréleges vonalak (egyenesek) egyen-
lete: x = xg = allandé. Ezek az egyenesek a leképezés utan az origén athalado ,,su-
garas egyenesekre” merdGleges gorbékbe, azaz valamekkora sugard korckbe men-
nek at. Azt, hogy mi a kapcsolat az x koordindta és az r’ sugar kozott, a leképezés
aranytartésaganak kovetelménye hatarozza meg.

10. dbra
A 10. dbrardl leolvashaté, hogy
A ra
Az Ay’
ahonnan Ay’ = 2FﬂAy miatt
Ar'(z) = 2—7TAx.
r!(x) d

Ez az egyenlet a kamatos kamat vagy a radioaktiv bomldsok exponencidlis torvé-
nyével azonos alaki, a megolddsa (2) szerint:

7"/(1') _ ’1"0627m/d,

ahol ry egy 6nkényesen valaszthaté allando.

A szalagleképezés jol alkalmazhaté példaul olyan probléméandl, amelyben egy
nagyon hosszi fémhengerbe annak egyetlen pontjanal aramot vezetiink be, és keres-
siik a kialakul6 dramstiriiségeket. A hengert az dram bevezetési pontjaval atellenes
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alkot6 mentén ,felvidghatjuk” (hiszen azon keresztiil nem folyik dram), majd az igy
kapott végtelen hosszu szalagot a szalagleképezés segitségével teljes sikké alakitjuk.

A kup palastjaban foly6 aram eloszlasa

Térjiink vissza az eredeti feladatunkhoz, illetve annak &ltalanositott valtoza-
tahoz. A legyezéleképezés segitségével az F sikba kiteritett kippaldstot (11. dbra
bal oldali része) attranszformalhatjuk a teljes F' sikba (11. dbra jobb oldali része).

11. dbra

A leképezés tulajdonsagai:

A
SOI = )\90» = To (T) .
To

Ismerjiik a kinyitott legyezénél a C’ ponthoz tartozé j'(C’) dramsfirliséget, mert
az L. részben megadott (1) Osszefiiggésnek megfeleléen a be- és kivezetett dramok
jarulékanak szuperpozicidja:

1 I 1

N . _
(6) e = 2rér! 2m6(2r')  4mwér!”

Mi azonban nem a j'(C") dramsiiriiséget, hanem az F sikhoz tartozé j(C) dramsii-
riiséget keressiik. Tekintsiink a C' és a C’ pont kozelében egy-egy révid, az dramsi-
rliségek irdnydra merdleges (a leképezés révén egymdsnak megfeleltethetd) korivet,
amelyek — mivel nagyon révidek — jé kozelitéssel egyenes szakaszokkal is helyette-
sithet6ek. Ezen szakaszok hossza:

(7) e=rAp é & =1r"A¢' =r'"\Ap,

ahol r = AC = AB = R\.

Az aramsiriiségek kozotti kapcesolatot az adja meg, hogy az egymdésnak meg-
felel6 szakaszokon atfolyé teljes aram ugyanakkora:

(8) e-j(C)=¢€"-5(C).

46 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/1



A (6), (7) és (8) osszefiiggések egybevetésébdl kapjuk, hogy

A VR |
e 4mér’  rAp  4Ans r  4mOR’

(Lathatd, hogy r’ kiesett a képletbdl, igy az eredmény nem fiigg a tetszélegesen
véalaszthaté rg tavolsagtdl.)

Ezzel tehét beldttuk, hogy a kérdéses j(C') vektor nagysdga tetszbleges A érték
mellett minden esetben ugyanakkora, iranya pedig A-t6l C' felé mutat.

Gyakorlé feladatok
A konform leképezéssel kapcsolatos ismeretek elmélyitése céljabdl kozliink né-

hény feladatot, utmutatassal és végeredménnyel.

1. Hatdrozzuk meg az dltalanositott P. 5399. feladat elrendezésében az dram-
stirtiség nagysagdat az AC egyenes mentén, a kup csiucsatol x tavolsagban! Mekkora
az dramsiriség a kip csicsatol messze? (A nagyon nagy méretd kip A csicsdndl
vezetiink be I dramot, és a csucstol AR tdvolsdgra lévé B pontndl vezetjik ki, ahol
a kip ,alaplapjinak” sugara R. A C pont az alaplapon a B-vel ellentétes pont.)

Utmutatés. Alkalmazzuk a legyezéleképezést!

Megoldas.
I A 1

Ha x = AR, akkor megkapjuk a cikkben szerel6 formulat, ha pedig « > R, akkor
I (AR
1@~ 55n <x) :

2. Vezesstink be a kup csucsdtol AR tdavol lévé B pontban I erdsségi dramot.
Ez az dram a kip tdvoli részeinél (a pégtelenben”) folyik ki a lemezbdl. Mekkora
az dramstriség a B-vel dtellenes C ponton dthalado alkoté mentén a csicspont
kézelében, attdl x tdvolsdgban (v < R)?

j(x)

Utmutatés. Alkalmazzuk a legyezOleképezést!
Megoldas.
. I x A—1
i@~ 557 Ga)

3. Egy nagyon hosszi, R sugard, vékony, 6 < R falvastagsdgi fémesd A pont-
janal I erdsségl dramot vezetiink be a hengerpaldstba, és a csé egyik (tavoli) végénél
vezetjiik el azt. Mekkora dramsiriiség alakul ki az A-val dtellenes B ponton dthalado
alkoté mentén, a B ponitél x tdvolsagban?

Utmutatas. Alkalmazzuk a szalagleképezést!
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Megoldas.
1 1

1) = 55 R 15 e/’

4. Egy R sugarid, szigetelddallvanyon lévd iskolai foldgombit egyenletesen,
0 < R vastagsdgu fémréteggel vontak be. A foldgomb északi sarkdhoz (az A pontban)
I erdsségii dramot vezetiink, az egyenlité B pontjdndl pedig elvezetjik azt. Mekko-
ra €s milyen irdnyd az dramsiriség az egyenlité azon C pontjdndl, amelyik B-tol
keletre, az egyenlité hosszdnak negyedrészével megegyezd tdvolsdgra taldlhatd?

Utmutatéas. Alkalmazzunk a gombfeliiletre B kozéppontd térbeli inverziét.?
(A térbeli inverzi6 szog- és ardnytartd leképezés, ami gombot gombbe vagy sikba
visz at.)

Megoldas. Az aramsiirliség m nagysagu és délnyugati irdnyu.

Gnidig Péter

Fizika gyakorlatok megoldasa

=

"

G. 786. Egy decemberi és egy juniusi napon, Ecuadorban, délben, véddszem-
tivegben arccal a Nap felé fordulunk. Mit latunk, merre mozog a Nap az égen, jobbra
vagy balra?

(3 pont)

Megoldas. A Fold forgastengelyének ,ferdesége” miatt, ha az Egyenlitén allva
decemberben, délben néziink a Nap felé, akkor dél felé fordulva allunk. Ilyenkor
a Nap (a ndlunk megszokottal ellentétesen) balrdl jobbra ,halad”. Ha jiniusban
tessziik ugyanezt, akkor észak felé néziink, ilyenkor a Nap (a nélunk megszokott
irdnyban) latszdlag jobbrdl balra mozog.

Szendrdi Bori (Budapest, ELTE Apdczai Csere J. Gyakorlé Gimn., 9. évf.)

58 dolgozat érkezett. Helyes 16 megoldds. Hidnyos (1-2 pont) 11, hibds 19, nem
versenyszerd 12 dolgozat.

G. 788. Egy fiu csonakjdaval dtevez egy folyon a pontosan szemben lévd molohoz,
magjd azonnal megfordul és visszaevez a kiinduldsi pontba. A 288 m széles folyo
vizének sebessége 1 m/s, a csénak vizhez viszonyitott sebessége 2,6 m/s. A fid azt is
kiprobdlja, hogy a folyon felfelé tesz meg 288 métert, majd a visszautat is ugyanigy
evezve teszi meg. Szamitsuk ki a csonak kétféle mozgdasdnak idejét!

(4 pont)

3 Lasd Faragé Andor: Inverzid a térben c. cikkét a KoMaL 1927. évi 10. szdméban,
http://db.komal.hu/scan/1927/10/.
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