P'Q'-t B’-ben metszi el. Ekkor P’A’B’ egyenld szart, azaz PAC<x = A'P'C< =
= A'B'C< = BAC«.
F/3. Megoldasvazlat. Erdemes lehet egy A kozéppontu korre invertalni, hiszen

minden szoges feltételben ott van A. Nagy haszna lesz az 1.2-es lemmanak. Jelolje
az inverzié sordn X képét X'. Ekkor

APB< — ACB« = APC<« — ABC«,
AB'P'« — AB'C'a = AC'P'« — AC'B'«,
P/B/C/<I — P/C/B,<I7
P'B =P
A szogfelez6-tétel miatt ahhoz, hogy BD és CE ugyanabban a pontban messe el

AP-t, az kell teljesiiljon, hogy AB/BP = AC/CP. Az APB, AB'P’ és az ACP,
AP'C’ haromszogek hasonlésagdbdl pedig addédik, hogy

AB AP’ AP AC

BP P'B _ PC CP

Matematika feladatok megoldasa

B. 5202. Két raciondlis szdmot ismerdsnek neveziink, ha van olyan p/q, illetve
r/s alakjuk (p, q, r, s egészek), amelyekre |ps — qr| = 1. Hdny kiézds ismerdse lehet
két ismerds raciondlis szamnak?

(5 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

Megoldas. Legyen a p/q és r/s két ismerds raciondlis szdm, megfeleld alakjuk-
ban (p, q, r, s egészek, ¢ és s sem nulla).

Ha a négy egész kozott van nulla, az altalanossag rovasa nélkiil foltehetjiik,
hogy p = 0. Ekkor ¢ és r is 1 vagy —1. Vagyis a 0-nak csak a £1 lesz az ismerGse.

Ezek utan vegyiik fel a stkon az A(p;q) és B(r;s) racspontokat. Az O origd-
val egyiitt alkotott ABO racshiromszogiik teriilete éppen %|p5 —qr| = % (hiszen
ismerések), vagyis ABO iires rdcshdromszog.

Azt kaptuk tehat, hogy a két raciondlis szam ismerdssége azt jelenti, hogy
az A(p; q) és B(r; s) pontok az origéval egyiitt iires racsharomszoget fognak kozre.
Ha ismerdsek, akkor ez lattuk, hogy teljesiil és ha ez teljesiil, akkor |ps — qr| =1,
vagyis ismerdsok. (Ha s és r tovdbbra sem nulla.)

Ha a négy egész kozott nincsen nulla, akkor p, q, illetve r, s relativ primek,

hiszen ha valamely parnak d egy kozos osztdja, akkor az osztja a |ps — qr| kifejezést
is, ami viszont éppen az 1.
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Két ismerds § és 735 szamnak (lattuk, hogy énmagdval senki sem lehet ismerds)

koz6s ismerdse mindkét ponttal egyiitt valasztva az origéval iires racsharomszoget
alkot, vagyis ha A(p;q) és B(r;s) mellé létezik ilyen C(z,y), akkor ABO, ACO és
BCO is iires racsharomszog.

Mindegyik haromszog teriilete %, és az ABO és ACO haromszognek AO kozos
oldala, vagyis egyenl6 az ezen oldalhoz tartozé magassiaguk. fgy C és B egyenl6
messze lesz AO-tdl, vagyis C-be eljuthatunk B-bdl, vagy B’-bdl (B’ a B pont
O-ra vonatkozé titkorképe, a ,mésik oldal”) az OA valahdnyszorosét lépve. Mivel
ABO iires rdcsharomszog, ezért az O A szakasz belsejében nincs rdcspont. Tehédt C
lehetséges helye a parhuzamos egyeneseken éppen az O A egész tobbszoroseivel vald
1épés lesz.

Logikai szimmetridval C-be eljuthatunk A-bél és A’-bbl (A’ az A pont O-ra
vonatkozé titkérképe) az O? egész szamu t6bbszordseit 1épve.

C a két-két, origéra szimmetrikus parhuzamos egyenes metszéspontjaban lehet.
Ezek igy éppen egy origora szimmetrikus paralelogramma négy csticsat hatarozzak
meg. Az origéra szimmetrikus csicsparokban a két koordinata-arany egyforma,
vagyis valgjaban csak két kozos ismerOs valos szamot kaphatunk.

y Az dbra alapjén ezt a kettét valéban
3 meg is taldlhatjuk (A-bél O? és igy B-bol
— —
2 OA, vagy A-bol BO és fgy B'-bdl OA):
? A Ci(p+75q +5),
Co(p—13q —5).

Ezek valéban raciondlis szamot adnak és 1é-
tezik két kozos ismerosiik, ha ¢ + s és ¢ — s
sem nulla, vagyis |q| # |s|. Példdul 1-nek és
%—nek a0ésa % Eléfordulhat, hogy még-
is egyenlé az abszolut értékiik, ekkor csak
egy megoldas 1étezik, de az biztosan, példa-

ul 1-nek és 2-nek csak a 5a kozos ismerdse.

Csakaos kiga csapat:
Gdbriel Tamds, Mezey Dorottya és Seres-Szabdé Mdrton
(Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)

68 dolgozat érkezett. 5 pontos 37, 4 pontos 10, 3 pontos 3, 2 pontos 4, 1 pontos 2,
0 pontos 11 dolgozat.

B. 5221. Az ABC hegyesszigi hdromszigben a beirt kor érintési pontja a BC,
CA, AB oldalon rendre D, E, illetve F. A hdromszdg koré irt kor az AEF kort
az A-tdl kiilonboz6 P, a BF D kért a B-tdl kiilonbozé Q, a CDE kért pedig a C-tél
kiilonbozé R pontban metszi. Mutassuk meg, hogy a DP, EQ és F'R egyenesek egy
ponton mennek dt.

(6 pont) Javasolta: Lovas Mdrton (Budapest)
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I. megoldas. A megoldashoz készitsiink egy részletes dbrdt. A jobb attekinthe-
t6ség érdekében az egyes koroket kiillonbozo szinekkel jeloltiik.

1. dbra

Azt fogjuk beldtni, hogy a DEPQ (piros), a DFPR (kék), illetve az EFQR
(zold) pontnégyesek egy-egy koron vannak. Ismert, hogy az egymdst két pontban
metszo korok hatvanyvonala a metszéspontokon atmené egyenes. Ebbol mar kovet-
kezik a feladat allitdsa, ugyanis az egymast paronként két pontban metszé korok
hatvanyvonalai DP, EQ és F' R egyenesek, és ezek a hatvanyponttétel miatt valo-
ban egy ponton mennek At.

A harom négyszog hasonléan keletkezik: két cstics az ABC héromszog beirt
korének a haromszog két szomszédos oldalan taldlhato érintési pontja, a masik két
csucs pedig a harmadik oldal két végpontjan athaladé — a feladatban definidlt —
korok metszéspontjait tartalmazza a koriilirt korrel. Ezért elegendo csak azt belat-
nunk, hogy DEPQ hurnégyszog.

2. dabra
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Itt egy elkészitett abranak sokféle valtozata lehet, ezért a diszkusszi6 elkeriilése
érdekében végig iranyitott szogekkel fogunk dolgozni. (Ha négy pont koziil két meg-
felel6 harmast kivalasztva a két sz6g megegyezik vagy 180°-ra egésziti ki egymast
egyarant tudjuk, hogy a négy pont egy koérén van.) A DEP< egyardnt jelenthe-
ti magat a szoget, illetve a 180°-ra kiegészito szoget is. Ez jelent&sen megkonnyiti
a leirést.

Célunk tehat annak belatasa, hogy DEP< = DQP<, ebbdl a keriileti szogek
tételének megforditasa, illetve a hiurnégyszogek tétele miatt mar kovetkezik, hogy
a négy pont egy korén van.

Ehhez elészor is az AEFP és ABPQ korokbdl FEP< = FAP<t{= BAP< =
= BQP<, mig azt haszndalva, hogy BDF'(Q konciklikus: BQD<t = BFD<. Az el6-
z6 kettébél azt kapjuk, hogy DQP< = BQP< — BQD< = FEP<— BFD<. Sz~
moljuk ki most a DEP szoget (kihasznélva, hogy a C, E, A pontok egy egyene-
sen fekszenek, ezért CEA< = 180°): DEP< = (180°) — CED<— PEA<. (A 180°
azért van zardjelben, mert az Osszeg el6jeles mennyiség, igy ez elhagyhaté len-
ne, és a tovdbbiakban el is hagyjuk.) fgy mar csak azt kell belatnunk, hogy
FEP<— BFD<g=-CED< — PFEA4, azaz

FEP<s+CED<+ PEA«—BFD<=0.

A negativ eljellel szereplé BF D< iranyitasat megforditva, és kihasznélva, hogy
FEP<+ PEA< = FEA<, a bizonyitandé ekvivalens az

FEA<+ CED<+DFB« =0

allitassal. Mivel CED<+ DEF<+ FEA< =0, rogton addédik, hogy mdar csak
a DFB< = DEF< allitast kell belatnunk.

Ez pedig kozvetlen szogszamitasokkal néhéany 1épésben belathaté. Ha ugyanis
bevezetjiik a hdromszog irdnyitott szogeire az CAB< = a, ABC<1 = 8, BCA< =

= (= —f — «a) jeloléseket, és felhaszndljuk, hogy az érintészakaszok egyenlésé-
ge miatt AF = AF, BF = BD, illetve CD = CF, azt kapjuk, hogy DFB< =

= —w = g (a BDF haromszog egyenld szarisdgdbodl), és
180° — 180° —
DEF< = -FEA<— CED< = — (—2a> ~ (_27> = _% - %

(mivel az elézbek szerint az AEF és CED héaromszogek egyenld szdruak). Innen
pedig mar vildgos, hogy DF B<t = DEF'<, hiszen igaz az ekvivalens atalakitasok so-
ran kapott —% - g = % Osszefiiggés (a hdromszog belsd szogeinek 6sszege alapjan).
Mivel pedig a DF B<t = DEF< 6sszefiiggéshez ekvivalens 1épésekkel jutottunk el,
ebbdl az is kovetkezik, hogy PQDE konciklikus. Ez pedig az elsé bekezdés szerint
a bizonyitandét is vonja maga utan.
A bizonyitas sordan mindvégig iranyitott szogeket hasznaltunk, és pusztan szog-
szamitasokkal jutottunk el a bizonyitandéhoz, tovabbi diszkussziéra nincs sziikség.
Varga Boldizsdr (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., 9. évf.)
dolgozata alapjan
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II. megoldas. Az allitas inverzid felhasznélasaval is igazolhaté. Legyen az ABC
haromszog koriilirt koére w, beirt kore pedig k, ennek koézéppontja I. Invertaljuk

a feladatban szerepld pontokat és kordket a beirt k korre. Ekkor D' = D, E' = FE
s F'=F.

C

8. dbra

Az AFEITF négyszoghen E-nél és F-nél derékszog van, a négyszog hurnégyszog,
koriilirt kore dtmegy az inverzié centruman, tehat a kor inverz képe egyenes. Mivel
E és F helyben marad, az inverz kép az E'F egyenes. Mivel AF és AF' az A pontbdl
a beirt korhoz hizott érinté szakaszok, ezért egyenld hossziak: AE = AF. Az AEF

4. dbra
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haromszog egyenl6 szard, igy az A csicsbeli szogfelezd egyben oldalfelez6 merdleges
is, tehat AT mer&legesen felezi az E'F szakaszt. Mivel A € EF és A’ € Al, azért
A’ a két szakasz metszéspontja, egytittal az EF szakasz felezépontja. Ugyanezzel
a gondolattal 1atjuk, hogy B’ és C’ pontok is oldalfelez pontok a DEF hromszog-
ben. A w kér nem megy &t az inverzié centrumadn, igy képe ismét kor, az A’B’'C’
haromszog koriilirt kore, vagy masképpen a DEF haromszog Feuerbach-kore.

Az AEF kor és a koriilirt kor médsodik metszéspontja a P pont, az inverze-
iknél ez a méasodik metszéspont a DEF Feuerbach-korének és az FF' egyenesnek
az A’-t8l kiilonbozé metszéspontja, vagyis a DEF haromszég D-hez tartozé ma-
gassagvonaldnak talppontja. A logikai szimmetria alapjan ezek szerint a P/, Q' és
R’ pontok a DEF héromszog magassdgainak talppontjai.

A PD egyenes inverz képe, P'D’ altaldban I-n dtmend kor. (Kiilon vizsgdlatot
igényel, ha P, I és D egy egyenesre esnek.) Ezzel az eredeti allitds dtfogalmazhato:
bizonyitandd, hogy a P'D’I, Q'E'I és R'F'I koroknek van egy kozos, I-t6] kiilonbo-
z6 metszéspontja. A DEF hdromszog szogei #, %, %, vagyis mindenképpen

hegyesszog.

A megszokott betiizésekre térve azt kell tehat még bizonyitanunk, hogy ha
az ABC' hegyesszogli haromszog magassagainak talppontjai T4, T és T, koriilirt
korének kozéppontja O, akkor az AT40O, BTgO és CTcO koroknek van egy O-t6l
kiilonb6z6 kozos pontja.

5. dbra

Legyen az ABC' hiromszog magassidgpontja M. Az ABT,T B hurnégyszog,
mert ATAB< = ATgB<1=90°. Az M = AT»(\BTg, igy az M pontnak erre a kor-
re vonatkozd hatvianya MA- MTy = MB - MTg. Legyen az AT40 kor és az OM
egyenes O-t4l kiillonbozé metszéspontja Y. Van ilyen méasodik metszéspont, hiszen
a haromszog hegyesszogi, M az AT szakaszon helyezkedik el, a kor belsejében, és
OM nem lehet a kor érintdje. Az M pont AT 4O korre vonatkozé hatvénya alapjan

MA-MTy = MY - MO, My = M2MTa,
Legyen a BTgO kor és az OM egyenes O-tél kiilonb6z6 metszéspontja Z.
Az M pont BTpO kérre vonatkozo hatvanya alapjan M B - MTp =MZ - MO,
MB-MTg
M2z ="%o
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Mivel MA-MTy = MB - MTg, ezért MY = M Z el6jelben is egyezéen, az Y
és Z pont megegyezik. Ugyanigy az is teljesiil, hogy CT¢O is d&tmegy ezen az Y pon-
ton.

Vizsgaljuk meg, hogy lehet-e az I pont a PD egyenesen. Ez azt jelenti az ijra-
fogalmazott feladatunkban, hogy a koriilirt kor kézéppontja az egyik magassiagvo-
nalon van. Ez akkor teljesiil, ha a haromszog egyenl6 szaru. Ekkor az ATA0, BTgO
és CTcO korok koziil az egyik elfajulé és megegyezik az OM egyenessel, a mésik
ketté pedig az OM egyenesen metszi egymést egy tovabbi pontban. (Szabélyos
haromszog esetén mindhdrom kor elfajuld, és O a kozos pont.)

A bizonyitést befejeztiik.

Kercsé-Molndr Anita (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

Osszesen 23 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott: Baski Bence, Bencsik Dévid,
Diaconescu Tashi, Duchon Marton, Kalocsai Zoltdn, Kercs6-Molndr Anita, Lovas
Marton, Mohay Lili Veronika, Somogyi Dalma, Varga Boldizsar, Virag Rudolf, Wiener
Anna és a Csakads Kiga csapat. 5 pontos 3, 4 pontos 3, 3 pontos 2 dolgozat. 2 pontot
kapott 1, 0 pontot szintén 1 tanulé.

A K pontversenyben kitiizott gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal kozos pontverseny
9. osztalyosoknak

(749-753.) | o

K. 749. Aladdin egy szelencében 5 pénzérmét taldlt, melyekbél az egyik hamis.
Azt, hogy melyik az, csak Abu, a kismajom tudja. Aladdin 3 érmét kivédlaszthat,
ebbol egyet Abunak ad, cserébe Abu megmondja a maésik kettérol, van-e kozte
hamis. Abu valédi érméért igazat mond, és hazudik, ha hamis érmét kap. Lehet-e
legfeljebb harom kérdéssel azonositani a hamis érmét?

Roka Sdndor (Nyiregyhdza) javaslata alapjan

K. 750. Peti mindig ugyanakkora sebességgel megy az iskolaba, de néha siet,
ilyenkor kétszer akkora sebessséggel halad. Tegnap az iskoldba menet az 1t har-
madaig sétalt, aztan pedig sietett, ma pedig 6 perccel tobbet sétdlt, mint sietett.
Hény perccel hosszabb a mai utja a tegnapindl?

K. 751. Van 6t csokigolyonk, melyek kiilsére ugyanigy néznek ki. Harom cso-
kigoly6 mindegyikének tomege 20 g, egy csokigolyd 19 g tomegt, egy pedig 21 g-os.
Rendelkezésiinkre 4ll egy kétkarti mérleg. Igazoljuk, hogy a 19 g témegii csokigolydt
harom méréssel kivalaszthatjuk, de kevesebbel nem.

K/C. 752. A 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 szdmok koziil k-féleképpen vélaszt-
hatunk ki legalabb két olyan szdmot, amelyek 6sszege oszthaté 3-mal. Fejezziik ki
k segitségével, hogy hanyféleképpen valaszthatunk ki a 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
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