¢) A megfelels félévi jegyet a kovetkezd tdblazatban rogzitettiik (a,b, ..., 7 €
€ {1;2;3;4;5}):

matematika | fizika | kémia
Anna a b c
Bea d e f
Cila g h i

Anna 4tlaga: %b"—c, Bea 4tlaga: %, Cili 4tlaga: %}LH. A hédrom tanuld
atlaganak az atlaga:

atbtc | dtetf +g+h+i

3 T 73 3 :a+b—|—c—|—d+e+f+g—|—h+i
3 9 '
a+d+g

A matematika dtlaga: , a fizika atlaga: b+§+h, a kémia dtlaga: HTJC—H A ha-
rom tantdrgy atlaganak az atlaga:

a+d+g + btet+h |, ctf+i
3 3 3

+ _a+bt+ct+dte+f+gt+h+i
3 o 9 ‘

Lathatjuk, hogy a harom tanulé atlaganak az atlaga és a harom tantargy
atlaganak az atlaga egyenlé.

Kozma Katalin Abigél, Szamadé6 Laszlo
Gyor Budapest

Projektiv geometria és tarsai —
avagy hogyan birkozzunk meg egy feladattal 1.
els6 harom gyakorlofeladatanak megoldasvazlata

F/1. Megoldasvazlat. Legyen a négy érintési pont A, B, C és D (ebben a sor-
rendben). Invertdljunk egy A kézépponti korre. Ekkor ki és ko (melyek az A-n
atmend érint6é korok voltak) parhuzamos ki, kb egyenesekbe mennek és a ks, ky
korok kf, kj képei olyan korok, melyek C’-ben érintik egymaést, és k5-t B’-ben, mig
Ki-et D’-ben érintik. Igen egyszerli szogszamoldssal adédik, hogy B’, C’, D’ egy
egyenesen van. Visszainvertdlva: ha ez az egyenes atment A-n, akkor A, B, C, D
egy egyenesen van, és ha ez az egyenes nem ment a4t A-n, akkor az egyenes képe
az ABCD kor lesz.

F/2. Megoldasvazlat. Invertdljunk egy C koézéppontd korre. A PQ &tmé-
r6jli félkor a P’'Q’ &tmérdjli félkorbe megy (hiszen a kozéppont rajta marad
a P—C—(@Q egyenesen), mig w egy e egyenesbe, amely érinti a P’'Q)’ atmérsji fél-
kért és parhuzamos P’Q’-vel, hiszen az inverzié szogtarté és eredetileg is érintet-
ték egymdst. Az AB egyenes képe egy olyan k kor lesz, amelynek a kozéppontja
P'Q’'-n van és érinti w'-t. Igy ' és k kongruens lesz. A k kér /-t A’-ben, mig
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P'Q'-t B’-ben metszi el. Ekkor P’A’B’ egyenld szart, azaz PAC<x = A'P'C< =
= A'B'C< = BAC«.
F/3. Megoldasvazlat. Erdemes lehet egy A kozéppontu korre invertalni, hiszen

minden szoges feltételben ott van A. Nagy haszna lesz az 1.2-es lemmanak. Jelolje
az inverzié sordn X képét X'. Ekkor

APB< — ACB« = APC<« — ABC«,
AB'P'« — AB'C'a = AC'P'« — AC'B'«,
P/B/C/<I — P/C/B,<I7
P'B =P
A szogfelez6-tétel miatt ahhoz, hogy BD és CE ugyanabban a pontban messe el

AP-t, az kell teljesiiljon, hogy AB/BP = AC/CP. Az APB, AB'P’ és az ACP,
AP'C’ haromszogek hasonlésagdbdl pedig addédik, hogy

AB AP’ AP AC

BP P'B _ PC CP

Matematika feladatok megoldasa

B. 5202. Két raciondlis szdmot ismerdsnek neveziink, ha van olyan p/q, illetve
r/s alakjuk (p, q, r, s egészek), amelyekre |ps — qr| = 1. Hdny kiézds ismerdse lehet
két ismerds raciondlis szamnak?

(5 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)

Megoldas. Legyen a p/q és r/s két ismerds raciondlis szdm, megfeleld alakjuk-
ban (p, q, r, s egészek, ¢ és s sem nulla).

Ha a négy egész kozott van nulla, az altalanossag rovasa nélkiil foltehetjiik,
hogy p = 0. Ekkor ¢ és r is 1 vagy —1. Vagyis a 0-nak csak a £1 lesz az ismerGse.

Ezek utan vegyiik fel a stkon az A(p;q) és B(r;s) racspontokat. Az O origd-
val egyiitt alkotott ABO racshiromszogiik teriilete éppen %|p5 —qr| = % (hiszen
ismerések), vagyis ABO iires rdcshdromszog.

Azt kaptuk tehat, hogy a két raciondlis szam ismerdssége azt jelenti, hogy
az A(p; q) és B(r; s) pontok az origéval egyiitt iires racsharomszoget fognak kozre.
Ha ismerdsek, akkor ez lattuk, hogy teljesiil és ha ez teljesiil, akkor |ps — qr| =1,
vagyis ismerdsok. (Ha s és r tovdbbra sem nulla.)

Ha a négy egész kozott nincsen nulla, akkor p, q, illetve r, s relativ primek,

hiszen ha valamely parnak d egy kozos osztdja, akkor az osztja a |ps — qr| kifejezést
is, ami viszont éppen az 1.
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