7. Gabor egy kiilonleges kis dartstab- D F C
lat készit kisfidnak: egy téglalapban egyenl6
szart haromszog és annak beirt kore lathatd
az dbra szerint. A téglalap és a haromszog ko-
z0s oldala 6 deciméter, a haromszogbe irt kor
sugara 15 centiméter. 1)

a) Mekkora a héromszog teriiletének és
keriiletének pontos értéke? (10 pont)

A G B
Feltételezziik, hogy a jatékkal jatszé kisfii minden 16vése egyenld eséllyel éri
el a téglalap alakid céltabla barmely pontjat.
b) Mennyi a val6sziniisége annak, hogy a korbe taldl a 15vés? (3 pont)
¢) Mennyi a valészintisége, hogy a hdromszog koron kiviili pontjat taldlja el
a lovés? (3 pont)

8. Adott az n* + 64 - m* kifejezés, ahol n és m pozitiv egész szdmok.

a) Igazoljuk, hogy ha n = m = 2, a kifejezés oszthaté 13-mal. (2 pont)
b) Adjunk meg olyan n és m értéket, amelyek relativ primek és amelyekre
a kifejezés értéke oszthatd 5H-tel. (3 pont)
¢) Igazoljuk, hogy barmely n és m pozitiv egész esetén a kifejezés értéke nem
primszam. (11 pont)
9. Adott a valés szdmok halmazan értelmezett f(x) = —a? + 2z + 3 fiiggvény.

a) Hatdrozzuk meg a fiiggvény és a koordindtatengelyek &ltal alkotott, elsd
negyedben levé sikidom teriiletét. (6 pont)
b) Egy egyenes dthalad az elébbi f fiiggvény P(2;3) koordindtdji pontjdn. Mi
lehet ennek az egyenesnek az egyenlete, ha tudjuk, hogy az elsé negyedben 1étrejott
stkidomot gy vagja két részre, hogy az egyik rész teriilete kétszer akkora, mint
a mésik rész teriilete? (10 pont)

Tatar Zsuzsanna Maria
Esztergom

Megoldasvazlatok a 2022/9. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész

1. a) Az a, szdmtani sorozat kilonbsége 4, az elsé hét tagjdnak dsszege 105.
Adjuk meg a sorozat elsé tagjdt. (3 pont)

b) A b, mértani sorozat hdnyadosa 4, az elsé hét tagjanak dsszege 16 383. Adjuk
meg a sorozat elsd tagjdt. (3 pont)
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¢) A ¢, sorozat minden tagja az n elséfoki figguénye. A sorozat mdsodik
tagja 7, a hetedik tagja 27. Adjuk meg a sorozat elsé tagjdt. (5 pont)

Megoldés. a) A szokdsos jelolésekkel: ay + (a1 +4) + (a1 +8) + (a1 + 12) +
+ (a1 + 16) + (a1 + 20) + (a1 + 24) = 105, amelybdl 7a; + 84 = 105, ay = 3.
b) A mértani sorozat Osszegképlete alapjan: by - q;:1 = 16 383, behelyettesités

1
7
utéan by - 44%11 = 16 383, amelybdl megkapjuk, hogy b; = 3.

c) A feltételek alapjan: ¢,, = a-n+b, ahol a, b valds szamok, de a # 0. Tovabb4,
co=a-24b=Téscr=a-7T+b=27, igy a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

20 +b=1717,
Ta+b=2T.
Az egyenletrendszer megoldasa: a = 4, illetve b = —1, amelyb6l ¢y =4-1—-1=3.
2. a) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazdn:
57 10577 4657772 = 16,2. (6 pont)
b) Igazoljuk, hogy
1g3% - 1g 7% < (1g3° +1g7%)”
minden valds x esetén fenndll. (7 pont)
Megoldas. a) A hatvdnyozds azonossdgait hasznélva:
5-577—=2-5""+0,24-5"" = 16,2,

amelybél 3,24 - 577 = 16,2, ezért 5% = 5'. Az 5-6s alapt exponencialis fiiggvény
kolesonosen egyértelmil, ezért x = —1. EllenOrzés behelyettesitéssel vagy hivatkozas
az ekvivalens atalakitasokra.

b) A bizonyitandé &llitdsban szerepld kifejezések minden valds z-re értelmezet-
tek. Rendezziik 0-ra, és hajtsunk végre néhany ekvivalens atalakitast:

0< (1g3° +1g7%) —1g3% - 1g 7> = (1g3% +1g 7°)* — 1g (3%)% - 1g (7%)?,

0< (1g3% +1g7%)* —4-1g3% - 1g7%, amelybél
0< (1g3® —1g7®)°.

A kapott egyenl6tlenség igaz, és ezzel allitasunkat igazoltuk.

3. Egy tizemben b milliméter vastagsdgu, 80 centiméter oldalhosszisagu négyzet
alaktd acéllapokbdl a lehetd legnagyobb, szabdlyos tizenkétszdgeket vagnak ki gy,
hogy a tizenkétszigek két-két oldala illeszkedjen a négyzetlapok oldaldra. Tudjuk,
hogy az acél sirisége 7,8 CI%.

a) Mekkora lesz 75 darab legydrtott tizenkétszig tomege? (7 pont)
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A szabalyos tizenkétszdg csucsait megszdmozzuk sorban 1-t6l 12-ig. A sorszd-
mozott csucsok kozil bdrmelyik hdarom egy-egy hdaromszéget alkot.

b) Adjuk meg az tgy kapott derékszogil és nem derékszégil hdromszigek szamdt.
(6 pont)

Megoldas. a) Legyen a kiindulé négyzet a KLMN, és a tizenkétszog Aq Ao
oldala illeszkedjen a négyzet K L oldalara. Legyen tovabbd a négyzet atléinak met-
széspontja O, a KL felez6pontja pedig F'.

Haszndljuk az  dbra  jeloléseit.
A szabdlyos tizenkétszog tulajdonsé- M
gai és a megadott adatok alapjan:
A10A<1=30°, OF =40 cm, vagyis
A1OF <1 =15° Az A;OF derékszogii hé-
romszogbdl kapjuk, hogy x =40 -tg15°.
A tizenkétszog teriilete (cm?-ben):

T:12'TA1AQO:12‘AU42#Z
=12-2-OF =12 (40 - tg15°) - 40 =
= 19200 - tg 15°.

A megadott stiriiséggel a 75 darab, 0,5 cen- Az F A,
timéter vastagsagu tizenkétszog tomege

7519200 - tg 15° - 0,5 - 7,8 ~ 1504803 (gramm),

amely kerekitve 1505 kilogramm.

b) A Thalész-tétel (megforditdsa) miatt derékszogii haromszoget akkor kapunk,
ha a haromszog leghosszabb oldala a tizenkétszog koré irt korének atmérdje, tehat
ennek az oldalnak a két végpontja a tizenkétszog két atellenes csticsa. Ilyen médon
két csucsot hatféleképpen tudunk valasztani: A1 Ay, AsAg, A3Ag, AyAig, AsA11,
AgAia. A hdromszog harmadik, a derékszogii csicsa a maradék 10 csics koziil
barmelyik lehet. Ez mind a hat esetben 10 lehet&séget jelent, vagyis a derékszo-
gili haromszogek szama: 6 - 10 = 60. Az Osszes haromszog szamat gy kapjuk, ha
a 12 csics koziil az 6sszes lehetséges modon kivalasztunk harom darabot. Ezeknek
a szama: (132) = 220, azaz a nem derékszogii haromszogek szama: 220 — 60 = 160.

4. Magyarorszdgon 2022-ig a gépkocsik (nem egyedi) rendszdma hdrom betiibdl
és hdarom szamjegybdl dallt. Az abécé 26 betije haszndlhatd ezekben a rendszdmokban.

a) Hdny autd kaphat ilyen mddon rendszdmot? (4 pont)
b) Hdny olyan rendszam lehet, amelyikben kétféle betd, és kétféle szamjegy
szerepel? (5 pont)
c) Az elképzelhetd dsszes rendszdmbdl véletlenszeriien vdlasztunk egy darabot.

Mekkora a valdszintisége annak, hogy hdrom kiilonbozd betiibol és hdrom kiilonbozd
szdmjeqybdl dll ez a rendszdm? (5 pont)
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Megoldas. a) Mivel tobbszor is szerepelhetnek a betiik és a szdmjegyek is egy-
egy rendszamban, ezért a hirom bet{i 263, a hdrom szdmjegy pedig 10® darab lehet,
az Osszes lehetOség ezek alapjan: 262 - 102 = 17576 000.

b) Legyen a rendszdmban szerepl kétféle beti az A és a B. Ezek 6-féleképpen

fordulhatnak elé: AAB, ABA, BAA, ABB, BAB, BBA. Mivel a 26 betii kzil (% )-

féleképpen véalaszthatunk ki két betiit, ezért minden valasztas esetén 6 - ( 9 ), azaz
1950 rendszam betiiit tudjuk elédllitani. A szdmjegyek esetén is hasonléan gondol-
kodhatunk: 6 - (120) = 270. Ezek alapjan az 6sszes megfelelo rendszam darabszama:
1950 - 270 = 526 500.

c) Az 6sszes elképzelhetd rendszdm szdma: 263 - 103. Mivel most csak egyszer
szerepelhetnek a betiik és a szamjegyek is egy-egy rendszamban, ezért a harom be-
t 26 - 25 - 24, a hdrom szadmjegy pedig 10 -9 - 8 darab lehet. A kedvezd lehetGségek
szama ezek alapjan: 26 -25-24-10-9 - 8. A keresett valészinliséget a kedvez6 esetek
szaméanak és az Osszes eset szamanak hanyadosa adja, vagyis annak a valdszinii-
sége, hogy a kivélasztott rendszam harom kiilonb6zo betlibél és harom kiilonbozé
szamjegybdl fog allni:

©26-25-24-10-9-8  25-24-9-8
N 26° - 10° 9262102

~ 0,639.

II. rész

5. Adott a kovetkezd két fiigguény:
f:R=R; flx)=—2—1, é g:R—=R; g(x)=—2*—10x - 19.

a) Oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenletet a valds szdmok halmazdn. (3 pont)
b) Irjuk fel az y = f(x) és az y = g(x) egyenletdd alakzatok kizds pontjaiban
az y = g(x) egyenletl gorbéhez hizhatd érintdk egyenletét. (7 pont)
¢) Szdmitsuk ki az y = f(x) és az y = g(x) egyenletd alakzatok dltal kizbezdrt
sikidom teriletét. (6 pont)

Megoldas. a) Rendezés utdn a kiovetkezd masodfokd egyenletet kell megolda-
nunk: 22 4 92 + 18 = 0. A méasodfoki egyenlet megoldéképletének alkalmazdsival
lathaté, hogy x1 = —3, 2 = —6.

b) Adott pontban a fiiggvénygrafikon érintéjének meredeksége egyenld a fiigg-
vény elsd derivéltjanak értékével. Mivel ¢'(z) = —2x — 10, ezért az ey érintd me-
redeksége my = ¢'(—3) = —4, az ey érinté meredeksége mo = ¢'(—6) = 2. Az e
egyenes dtmegy a g(z) grafikonjdnak P;(—3;2) pontjan, ezért 2 = —4 - (—=3) + by,
amelybdl by = —10, igy e; : y = —4a — 10. Hasonl6képpen, a Py(—6;5) pont illesz-
kedik az ey egyenesre, ezért 5 = 2- (—6) + ba, ebbdl by = 17, tehdt eq : y = 22+ 17.
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¢) A grafikonok dltal meghatdrozott sikidom teriiletét a kovetkez6 hatdrozott
integral kiszamitasaval kaphatjuk meg:

-3 -3
3 -3
/ (9(z) — f(z)) dz = /(—1:2 — 9z — 18) dx = —% —452% —182| =
—6 6 —6
— 922518 = 45.

A sikidom teriilete 4,5 teriiletegység.

6. Egy 600 méter oldalhosszusdgu, négyzet alaku parkot futdpdlya hatdrol.
A park egyik csicsdtol inditja Andrds, az edzd a két futdatlétdajat, akik egyszerre
indulnak, de mds irdnyban. Andrds helyben marad, Lali 9 km/h, Mdté 8 km/h
egyenletes sebességgel fut az edzésen. 6 perc elteltével a hdrom szereplé az ALM
hdromszdg csucsaiban van, ahol a hdromszdg csucsait a szereplok nevének a kezdd-
betitijével jeldltiik.

a) Milyen messze van ekkor Andrdstol Lali és Maté? (4 pont)
b) Milyen messze van ekkor eqgymdstdl a két futé? (2 pont)
¢) Igazoljuk, hogy ekkor Andrds pontosan 45°-o0s szigben ldtja az LM szakaszt.
(5 pont)
d) A parkban az L és M kézitt van egy egyenes sétadt is. Milyen messze van
Andrds ettdl az uttdl? (5 pont)
Megoldas. a) 6 perc, azaz 0,1 déra alatt Lali D L C
900 métert, Maté pedig 800 métert fut. Ezek alap-
jan: AD 4+ DL = 600 + 300 = 900 méter, AB + BM =
= 600 + 200 = 800 méter. A Pitagorasz-tételt haszndl- T
va az ADL derékszogli haromszoghben Andras és Lali
tévolsdga: AL> = AD?*+ DL* = 6002 4 300% = 450 000, N
amelybSl AL = /450000 = 300v/5 ~ 671 méter.
A Pitagorasz-tételt hasznélva az ABM derék- -

szogl héromszogben Andrdas és Mdté tdvolsaga: A B
AM? = AB? + BM? = 600 + 200% = 400000, amely
alapjan AM = /400000 = 200v/10 ~ 632 méter. Andrastél Lali 671 méterre, Maté
pedig 632 méterre van.

b) Mivel DL =300, ezért LC = 300. Mivel BM = 200, ezért MC = 400.
A Pitagorasz-tételt hasznédlva az LCM derékszogii haromszogben Lali és Maté
tavolsdga: LM = /LC? + MC? = /3002 + 4002 = 500 (méter).

A két sportolé 500 méterre van egymastol.

¢) Az ALM héromszégre hasznaljuk a koszinusztételt:
LM? = AL + AM? —2- AL - AM - coscv.

A héromszog oldalainak hosszat mar ismerjiik, végezziik el a behelyettesitést, de
az igazolas miatt csakis a pontos értékeket hasznalhatjuk:

250 000 = 450 000 4 400000 — 2 - 300v/5 - 200v/10 - cos av,
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amelybdl azt kapjuk, hogy
450000 + 400 000 — 250 000 600 000 5 1 V2

2-300v/5-2000/10  120000-v50 5v2 V2 2

Az « egy haromszog belsd szoge, ezért a cosa = egyenlet megoldédsat
a ]0°;180°[-on keressiik. Az egyediili megoldds o = 45°, és ezzel az §llitdst iga-
zoltuk.
d) Az AT szakasz hosszat kell meghataroznunk. frjuk fel az ALM haromszog
teriiletét kétféleképpen:
LM -AT 500 AT

T= =250- AT
2 2 ’

COS «x

SN

illetve

AL - AM - si 300v/5 - 200,10 - X2
T = . mae . 2 _ 150000.

Ebbél kévetkezik, hogy 250 - AT = 150000, azaz AT = 600 (m).

Andrés 600 méterre van az uttol.

7. Boglarka érdekes szamhdrmasokat gyiijtitt, és a kovetkezoket dllapitotta meg:

3 +4% =5
52 + 122 = 132,
7% 4247 = 252,
9% +40% = 412,

a) Béla megldtta Bogldrka egyenleteit és elgondolkodott azon, hogy lehet-e egy
ilyen tulajdonsdgi szamhdrmas legkisebb eleme a 2023. Segitsiink Bélanak, hatdroz-
2uk meg k € 7 értékét, ha 2023% + k% = (k + 1)°. (4 pont)

b) Bdlint azt dllitja, hogy a végtelenségig folytathatd az egyenléségek sorozata,
azaz minden 2n+1 (n € N) alakd pdratlan szdm négyzetéhez hozzdadva a 2n(n+1)
négyzetét, éppen a kovetkezd négyzetszamot kapjuk. Igazoljuk Bdlint dllitdsdt.

(6 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy 12023 4 22023 4 32023 4 42023 4 52023 (qxthats 5-tel.
(6 pont)

Megoldas. a) Bontsuk fel a ziréjelet, majd az egyenlet mindkét oldalabdl
vonjunk ki k2-t:

20232 + k% = k? 4+ 2k + 1,

2023% = 2k + 1.
Ebbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy
20232 — 1
k= % = 2046 264.

Ellendrzés: 20232 + 2046 2642 = 4187 200450 225 = 2046 2652.
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b) Balint &llitdsa a kovetkezd: Minden n € N-re igaz, hogy

2n+1)%* + (2n(n+1))* = 2n(n+1) + 1)°.
Az egyenlet bal oldaldbdl kiindulva, azonos dtalakitdasokat végziink:

dn? Fan+14+4n*(n% +2n+ 1) =4n’(n? +2n+1) +4n(n+1) +1 =

= 2n(n+1)*+2-20(n+ 1) +1= (2n(n+1) +1)°,
igy éppen a jobb oldalon &ll6 kifejezést kapjuk. Ezzel a bizonyitas végére értiink,
megmutattuk, hogy Balint allitasa igaz.

c) I. megoldds. Az 12°%% = 1, a 2 pozitiv egész kitevéjii hatvanyainak végzdései
négyesével ismétlédnek (2,4,8,6,2,...), és 2023 = 505 - 4 + 3, ezért a 22923 utolsé
szamjegye 8. A 3 pozitiv egész kitevéjii hatvanyainak végzddései is négyesével
ismétlédnek (3,9,7,1,3,...), ezért a 32023 utolsé szdmjegye 7. A 4 pozitiv egész
kitevjli hatvédnyainak végz&dései kettesével ismétlddnek (4, 6,4, . ..), tehat paratlan
kitevd esetén 4-re végzddnek, ezért a 42923 utolsé szamjegye 4. Az 5 pozitiv egész
kitevéjii hatvanyainak végzédése mindig 5, tehdt az 52923 utolsé jegye 5. Ezek
alapjan az Gttagu Osszeg utolsé jegye b, vagyis oszthatd 5-tel. Ezzel a bizonyitas
kész.

II. megoldds. Mivel az 5 barmelyik pozitiv egész kitevojli hatvanya oszthato
5-tel, igy elég megmutatnunk, hogy 12023 4 22023 4 32023 4 42023 qgzthatd 5-tel.
A kifejezés tagjait alkalmasan csoportositjuk:

12023 4 42023 | 92023 | 32023
majd alkalmazzuk az
a"+b"=(a+b)(a" " —a"Pb4+a" . £ —ab" )
azonossagot, amelyben n pozitiv, paratlan szam:
(12023 +42023) n (22023 +32023) _
=(1+44)- (egébsz szdm) + (2 + 3) - (egész szdm) = 5 - (egész szdm),
azaz belattuk, hogy a kifejezés oszthatd 5-tel.

8. Egy wvdllalkozds olyan négyzet alapi egyenes guldkat rendel rekldmajdn-
déktargyként, amelyeknek az oldallapjai az alaplappal 60°-0s szdget zdarnak be, és
az alapéleinek a hossza 12 centiméter. A négy kiemelkedd termékiik rekldmjdt sze-
retnék elhelyezni a gula egy-egy oldallapjdn.

a) Hatdrozzuk meg mekkora teriletl részre kell megtervezni egqy termék rek-

ldmyat. (3 pont)
b) Mekkora a gila térfogata? (3 pont)
¢) Mekkora széget zdrnak be a gila oldalélei az alaplappal? (4 pont)

d) A gula alakid dobozok belsejében egy-eqy (gomb alaki) ajdndék labddt is
elhelyeznek, amelyek mind a négy oldallapot és az alaplapot is érintik. Mekkora
a labda sugara? (6 pont)
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Megoldas. a) Legyen az AC és a BD
atlé metszéspontja K, a gila testmagas-
sdga EK = m. Az AB él felezOpontja F,
igy FE =my az ABE oldallap magas-
saga, és KFE< = a = 60° az alaplap és
az oldallapok bezart szoge.

A KFFE derékszogii hdromszoghol

12
S =12 (cm).
2 - cos 60° 2 - cos 60°

Ezt felhasznélva a gila egy oldallapjanak a teriilete, ahova egy terméknek a rek-
lamjat kell megtervezni:

a-my 12-12

Toldallap = 9 = 9

b) A KFE derékszogii hdromszogbél

72 cm?.

12
m:%.tgGOOZE-tgm":&\/ﬁcm-

A gila térfogata:

2.om 12263

a
V =
3 3

= 288 - /3 ~ 498,8 (cm?).

¢) A gila forgdsszimmetrikus, ezért az oldalélek az alaplappal ugyanakkora
szoget zarnak be. Az E A oldalél alaplappal alkotott 8 szogét az EAK derékszogi
haromszogbdl hatarozhatjuk meg:

wp= DK T2 _f5
BPTKAT vz, V2
2

innen 8 ~ 50,77°.

d) A guila beirt gdmbjének sugarat kell meghatdroznunk. Ez a gomb az oldal-
lapokat azok lapmagassagain, az alaplapot a négyzet atléinak metszéspontjaban
érinti. Legyen a C'D él felezOpontja G, a gilanak egy alaplapra meroleges sikmet-
szete a GF'E haromszog. A beirt gomb O kozéppontja az EK tengelyre illeszkedik,
ezért a GFE sik egy olyan fékort metsz ki a gombbol, amely egyuttal a GFE
haromszog beirt kore. A GFE haromszogben FO szogfelezd, ezért OF K< = 30°.
A gbémb sugara:

3
r:KO:KF-tg30°:6-%:2-\/3%3,5.

A gila alakd dobozokban 3,5 cm sugari labddkat helyeztek el.

Megjegyzés. A GFE héromszog beirt korének r sugara tobbféleképpen is meghaté-
rozhaté. Alkalmazhattuk volna az r = E képletet, de hasonlésiggal is célt lehetne érni.
Ha a kor az EF szakaszt H-ban érinti, akkor az EHO és az EK F haromszogek hasonldk.
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9. a) Egy matematikatandr tanit a 12. A és a 12.B osztdlyban is. Iratott
eqy kozos dolgozatot, amelyben 120 pont volt az elérhetd legmagasabb pontszdm.
Az A osztalyban 84 pont, a B osztdlyban T4 pont lett az dtlag. Az A osztdlyos fiik
datlagosan 81, a B osztdlyos fiik pedig 71 pontot értek el. Az A osztdlyban a lanyok
datlagosan 90, mig a B osztdlyban a ldnyok dtlagosan 76 pontos dolgozatot irtak.
Tudjuk tovdbbd, hogy az dsszes fii dtlaga 79 pont lett. Mennyi a két osztdlyban
az dsszes ldny dtlagpontszdma? (8 pont)

b) Az A osztdlyban tanuld Andrdsnak hat jegye van matematikdbdl, és a hat
jegynek a medidnja 4. Mit mondhatunk a B osztdlyban tanuld Benedek matematika-
jegyeinek medidanjdrdl, ha hat jegye pontosan megegyezik Andrds jegyeivel, de neki
van még ezen til eqy hetedik jegye, amely 5-6s¢ (4 pont)

¢) Hdarom bardtnd, Anna, Bea és Cili matematikdbdl, fizikdbdl és kémidbdl elért
félévi eredményeiket vizsgdlta.

I. Kiszamoltik mindegyikiiknek az dtlagdt, majd ezeknek az dtlagoknak vették
az dtlagat.

II. Kiszdamoltdk a hdrom tantdrgy dtlagdt, majd ezen dtlagok dtlagdt vették.

Mutassuk meg, hogy a kétféle mddon kapott dtlag egyenld eqgymdssal. (4 pont)

Megoldas. a) A kovetkezd tdbldzat tartalmazza az ismert atlagokat, az osszes
lany atlagpontszamat jelolje x:

fiak atlaga | lanyok atlaga | osztaly atlaga
12. A 81 90 84
12.B 71 76 74
atlag 79 T

A 12. A osztélyban a fi, a 12. B osztalyban b fit, a 12. A osztdlyban ¢ lany,
a 12.B osztdlyban d lany van. A tabldzat els6 sora alapjan a kovetkezd egyenle-
tet frhatjuk fel: 81a + 90c = 84(a + ¢), amelybdl a = 2¢. A tébldzat masodik sora
alapjén pedig a kovetkezd: 71b + 76d = 74(b + d), amelybél d = 1,5b. A tébldzat

els6 oszlopa alapjdn: 8la + 716 = 79(a + b), ebbdl a = 4b. A tébldzat mésodik osz-

90c+76d
c+d

ezért 2c = 4b, vagyis ¢ = 2b. Alkalmazzuk az x-re kapott Osszefiiggésben a ¢ = 2b

és a korabban kapott d = 1,5b helyettesitést:
_90-2b+76-1,5b 180 + 114 _ 84
N 2b+ 1,50 35

A két osztalyban az tsszes lany atlagpontszama 84.

lopa alapjan: 90c + 76d = x(c + d), vagyis z = . Mivel a = 2c és a = 4b,

b) Legyen Andras hat jegye: a < b < c<d < e < f. Mivel ezeknek az érdem-
jegyeknek a medidnja 4, és paros darabszamu jegyrol van sz, ezért %i = 4. Be-
nedek hét jegyével kapcsolatban harom eset lehetséges. Ha ¢ = 3 és d = 5, akkor
a sorrend: a,b, ¢, 5,d, e, f, vagyis a medidn 5. Ha ¢ = 4 és d = 4, akkor a sorrend:
a,b,c,d, ..., vagyis a medidn d = 4-gyel egyenl6. Ezek alapjan, ha a hat érdem-
jegyhez hozzavesziink egy 5-6st, akkor a hét szdmnak a medidnja, azaz Benedek
matematikajegyeinek medianja vagy 4, vagy 5 lesz.
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¢) A megfelels félévi jegyet a kovetkezd tdblazatban rogzitettiik (a,b, ..., 7 €
€ {1;2;3;4;5}):

matematika | fizika | kémia
Anna a b c
Bea d e f
Cila g h i

Anna 4tlaga: %b"—c, Bea 4tlaga: %, Cili 4tlaga: %}LH. A hédrom tanuld
atlaganak az atlaga:

atbtc | dtetf +g+h+i

3 T 73 3 :a+b—|—c—|—d+e+f+g—|—h+i
3 9 '
a+d+g

A matematika dtlaga: , a fizika atlaga: b+§+h, a kémia dtlaga: HTJC—H A ha-
rom tantdrgy atlaganak az atlaga:

a+d+g + btet+h |, ctf+i
3 3 3

+ _a+bt+ct+dte+f+gt+h+i
3 o 9 ‘

Lathatjuk, hogy a harom tanulé atlaganak az atlaga és a harom tantargy
atlaganak az atlaga egyenlé.

Kozma Katalin Abigél, Szamadé6 Laszlo
Gyor Budapest

Projektiv geometria és tarsai —
avagy hogyan birkozzunk meg egy feladattal 1.
els6 harom gyakorlofeladatanak megoldasvazlata

F/1. Megoldasvazlat. Legyen a négy érintési pont A, B, C és D (ebben a sor-
rendben). Invertdljunk egy A kézépponti korre. Ekkor ki és ko (melyek az A-n
atmend érint6é korok voltak) parhuzamos ki, kb egyenesekbe mennek és a ks, ky
korok kf, kj képei olyan korok, melyek C’-ben érintik egymaést, és k5-t B’-ben, mig
Ki-et D’-ben érintik. Igen egyszerli szogszamoldssal adédik, hogy B’, C’, D’ egy
egyenesen van. Visszainvertdlva: ha ez az egyenes atment A-n, akkor A, B, C, D
egy egyenesen van, és ha ez az egyenes nem ment a4t A-n, akkor az egyenes képe
az ABCD kor lesz.

F/2. Megoldasvazlat. Invertdljunk egy C koézéppontd korre. A PQ &tmé-
r6jli félkor a P’'Q’ &tmérdjli félkorbe megy (hiszen a kozéppont rajta marad
a P—C—(@Q egyenesen), mig w egy e egyenesbe, amely érinti a P’'Q)’ atmérsji fél-
kért és parhuzamos P’Q’-vel, hiszen az inverzié szogtarté és eredetileg is érintet-
ték egymdst. Az AB egyenes képe egy olyan k kor lesz, amelynek a kozéppontja
P'Q’'-n van és érinti w'-t. Igy ' és k kongruens lesz. A k kér /-t A’-ben, mig
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