évezreddel ezel6tti nyelvek matematikai szerkezetérél. Grafikusok, jatékkészitck is
tartottak bemutatdkat.

Ha gyerekek jottek, kicsik vagy nagyok, mindig nagyon élvezték a miizeum-
ban eltoltott id6t, természetesen leginkabb a jatékokat, osszerakds feladvanyokat,
ordoglakatokat. A muzeum vendégkonyve megorizte példaul ezeket a sorokat: ,, K6-
szOndém a mai estét. Jé lenne, ha minél tobben lathatnak, mennyire szerethetd
a matematika!” vagy ., The museum is absolutely fascinating.” Mosolyt fakaszt6 pél-
daul ez: ,Itt jart Haromszéki Ilcsike, és csodalta a csoddlni valét ...”7

Hosszt betegség gy6zte le Hollo-Szabd Ferencet, de csak a testét. Rovid élete
volt, de mindig azt tette, amit szeretett, és ami maéasoknak is tudast, élményt
adott. Végakarata szerint kedves muizeuma kozelében temették el. Egyik mondésat
gyakran idézik: , A matematikdt tgy kellene felfogni, mint egy természettudomaényt.
Odamenni, megtapasztalni, kézbe venni, jatszani vele.”

Hujter Mihaly
Budapest

4 B

S

Versenyfeladatok megoldasakor el6fordul, hogy olyan tételek hasznélataval le-
het célbaérni, amelyek a hagyoményos kozépiskolai oktatas tananyagaban nem sze-
repelnek. A cikksorozat ilyen tételeket mutat be. Epp ezért nem célunk a pontos és
részletes bizonyitas, de igyeksziink forrasokat adni azok szamara, akik mélyebben
elmeriilnének a téméaban. T6bb olyan modszer is van, amivel a KéMal feladatok
megoldasaban is lehet taldlkozni. Ilyen rogton az inverzio.

Projektiv geometria és tarsai —
avagy hogyan birkozzunk meg egy feladattal 1.

.

Bevezetés

1. Az inverzié
1.1. Ismerkedés az inverzioval

Az inverzié nem mds, mint egy kérre vald ,tiikrozés”. Erdemes itt inkdbb
a korvonalra gondolni, mint a korlemezre, de ahogy azt késobb latni fogjuk, a kor
kozéppontja és sugara lesz a meghatarozo.

A transzformaciot a kovetkezé modon definialjuk:
1.1. definicié (Inverzid). Adott egy O kézéppontu és r sugart w kor (ez az alap-
kor). Ekkor az w korre valé ¥ inverzié minden P # O pontot egy olyan P’ € OP

pontba visz, melyre teljesiil, hogy

OP-OP =2

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/1 5



Itt a szakaszokat tigymond irdnyi-
tott szakaszokként kezeljiik, azaz P’
rajta van az OP félegyenesen.

Az inverzi6 lényegében a kor bel-
P sejét viszi ki a koron kiviili sikrészre és
forditva. Sokszor érdemes gy tekinteni
ra, mint egy szimpla titkkrozésre. Habar
nem hasonlésdgi transzformécid, az el-
mondhatd, hogy ha az X és Y alakzatok
tiikorképek voltak Z-re nézve (ahol Z
kér vagy egyenes), akkor ez X, Y és Z
ugyanazon korre valé invertdlasa utan

1. dbra. Az &dbran egy pont és két sokszog
inverz képe van. Lathatd, hogy az inverz
geometria nem kezeli j6l a hdromszogeket,
négyszogeket, ezért érdemesebb csak

a pontok, egyenesek és korok képeivel is igy marad.
foglalkozni Az O pontot nem vildgos, hogy ho-
va lehetne kiildeni. Felmeriil az otlet,
hogy onmagéba, de ehelyett inkabb bevezetiink egy képzeletbeli P, pontot. Ugy
definialjuk ezt a pontot, hogy rajta legyen minden egyenesen. Persze ez a valds
siknak nem pontja, gy érdemes tekinteni ra mint valami , végtelenben 1évé” pontra.
Erre tehat U : O — P, és persze Py, — O.

1.1.lemma. Az O kdzépponti r sugari korre vald inverzio f6bb tulajdonsdgai:

e involutiv, azaz ha A képe B, akkor B képe A;

e pontosan az alapkor pontjai maradnak fizen;

e cgy O-n dtmend egyenes képe dnmaga (invaridns), mig eqgy O-n dt nem mend
egyenes képe eqgy O-n dtmend kor;

o cgy O-n dtmend kor képe eqy O-n dt nem mend egyenes, mig egy O-n dt nem
mend kor képe szintén eqy O-n dt nem mend kor;

o szigtartd, azaz kirdk és egyenesek bezdrt szégeil megtartja (viszont vigydzni
kell, mert iranyitott szogekkel szamolva az inverzio gyakran ellentettjére vdl-
toztatja a sziget).

Két metsz6 kor vagy egy kor és egy Ot metszd egyenes bezart szogét a kozos
pontban hizott érinték vagy az érinto és az egyenes altal bezart szogeként defini-
aljuk.

Fontos tovabba megjegyezni, hogy érinté korok vagy egyenesek inverzié utan is
érint0k maradnak, hiszen a bezart szogiik 0°. Illetve ha két érint6 kor vagy egyenes
érintési pontja koriil rajzolunk egy kort és arra invertalunk, akkor két parhuzamos
egyenest kapunk. Ugyanis az érintés lényegében azt jelenti, hogy pontosan egy kozos
pontjuk van, és két padrhuzamos egyenesre ez teljesiil (Py, az egyetlen kozds pont.)

1.2. lemma. Eqgy O kézépponti r sugarid kérre vald invertdlds sordn legyen A
képe A’ és B képe B’ (feltessziik, hogy az O, A, B pontok nincsenek egy egyenesen).
Ekkor

OABNA ~ OB’ A'A.

Illetve ebbdl konnyen kovetkezik, hogy
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2. dbra. Inverz alakzatparok és bezart 8. dbra. Az 1.2-es lemma
szogeik

e OAB< = OB'A'<;

az A, B, A, B’ pontok eqy kéron vannak, és ez a kér merdleges az alapkdrre
(azaz arra a kérre, amelyre elvégezziik az inverzidt);

IR ‘AB|'7‘2
4Bl = 6xoB:

Erdemes megjegyezni, hogy ha példdul B az alapkérén van, tehdt B = B/,
akkor az ABB’A’ kor (amely {gy az ABA’ kor) érinti az OB egyenest.

1. példafeladat (Ptolemaiosz-egyenlétlenség). Ha ABCD egy négyszog, akkor
AB-CD+ BC-AD > AC - BD,

ahol egyenlség akkor és csak akkor teljesiil, ha a négyszog hurnégyszog. (Tehat egy
négyszoghen a szemkozti oldalak szorzata legaldbb akkora, mint az &tlok szorzata.)

Megoldas. Invertaljunk egy D kozéppontu r sugart korre. Jeldlje A’, B’, C’
rendre az A, B, C' pontok képét az inverzié sordn. Az A’ B’C’ haromszogre felirva
a haromszog-egyenlotlenséget kapjuk, hogy

A'B + B'C' > AC,

ami az 1.2. lemma miatt

7”2 7,2 T‘2

R — > B
AB DA-DB+BC DB~DC/AC DA - DC

DA-DB-DC
2

Szorozva -nal:

AB-CD+ BC-AD > AC - BD.

Egyenléség akkor teljesiil, ha a hdromszog-egyenlétlenségben is fennéll az egyen-
16ség, ami akkor torténik, ha az A’, B’, C’ pontok egy egyenesen vannak (és B’
az A’, C' pontok kozott van). Ez persze azt jelenti, hogy az A, B, C, D pontok egy
koron vannak (tovabbd, hogy B és D atellenes csticsok).
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Ahogy most is lattuk, nem mindig fontos az alapkor sugara, sokszor elég a ko-
zéppontjat meghatdrozni, ezért bevett szofordulat, hogy ,invertaljunk O kozép-
pontra”.

1.3. lemma. Egy alapkirtdl kilonbozd kor (vagy egyenes) képe akkor és csak
akkor lesz onmaga, ha meréleges az alapkorre.

P

P/

4. dbra. Abra 5. dbra. Abra az 1.4-es lemméhoz
a Ptolemaiosz-egyenlétlenséghez

Legyen wq,ws két kor, melyeknek kozéppontjait jelolje O és Os, illetve melyek
egymast az A, B pontokban metszik. Erdemes geometriai feltételt adni wy és wo
merdélegességére:

e az 01 A, OB egyenesek koziil barmelyik érinti wo-t (és persze forditva);
e az 01 A0 B négyszog (deltoid) A és B csicséandl derékszog van.
Ha egy P pont két kor hatvanyvonalan van, vagy éppen harom kér hatvany-

pontja, akkor amennyiben P a korokon kiviil helyezkedik el, létezik egy P kozéppon-
ta kor, amely mer6leges a korokre (hizzunk érintéket P-bél és azoknak az érintési

pontjai egy korén lesznek). Altaldban célszerti erre a korre invertalni.

1.4. lemma. Legyen P egy w koron kivili pont, és huzzunk P-bdl érintdket
w-hoz. Ha az érintési pontok X ésY , akkor P inverze w-ra az XY szakasz felezd-
pontja.

Majd késébb, a pdlus-polaris témakornél fogjuk 1atni ennek a lemmanak az iga-
zi hasznat.

Mikor érdemes inverzioval prébalkoznunk?
e ha sok a kor és kevés az egyenes;
e ha van egy kiemelt jelent6ségii pont, amelyen sok kor/egyenes dtmegy;

e ha kozos végpont nélkiili szakaszok szorzata, vagy kozos szogszar nélkiili
szogek Osszege vagy kiilonbsége szerepel a feladatban, erre egy jé példa az
IMO1993/2!;

e ha érint6 korok vannak — ezt az inverzié remekiil kezeli.

! http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=199318

8 Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/1



Mikor nem érdemes inverziét hasznilnunk?

e ha sok az egyenes és kevés a kor (kivétel, ha az egyenesek atmennek egy
ko6z6s ponton, hiszen ekkor a kézos metszéspont koriil invertalva az egyenesek
helyben maradnak);

e ha olyan szogekkel kell szamolnunk, melyek nem irhatéak fel az inverzié ko-
zéppontja segitségével;

e ha teriiletek vagy mérészamok szerepelnek (a szimpla inverzids tavolsagképle-
tiinkon kiviil nincs sok hasznalhaté képlet).

2. példafeladat. Az wy, wo korok kiviilrol érintik egymast a T pontban, mig
az  kor mindkét kort érinti, rendre az A1, As pontokban tgy, hogy €2 tartalmazza
a masik két kort. A P € Q pontra teljesiil, hogy PT érinti az wy, wy korcket.
Igazoljuk, hogy ha PA; Nwy; = By # Ay és PAs Nwy = By # As, akkor a By Bs
egyenes érinti az wy, wy koroket.

Megoldas: A P ponton egy kor és két egyenes is dtmegy, igy esziinkbe juthat
invertdlni egy P kozéppontu korre, specidlisan a P kozépponti, PT sugari korre.
Mivel ez a kor merdleges az wy, wo korokre, ezért azok az inverziéra nézve invarian-
sak. Viszont A;, A5 nincs rajta az alapkoron, ezért egyik sem 6nmagaba megy At.
Mivel A; képe rajta lesz a PA; egyenesen és wy-en is, ezért A; <+ B;. Hasonléan
Ag <~ Bg.

Mivel Q2 atmegy az alapkor P kozéppontjan, egyenes lesz a képe, amely atmegy
az Ay és az As pont képén is, ami a By B egyenes. fgy, mivel € érintette az wy, wo
koroket, 2 képe, azaz a By By egyenes is érinteni fogja a két kort (hiszen mindkettd
képe 6nmaga).

6. dbra. Abra a 2. példafeladathoz

Forrasok: Altaldban a KoMalL archivumat érdemes megnézni, lehet benne
cimre / szvegre / kategéridra keresni.

1. Suranyi L&szl6 — Tusnady Gébor: Az inverziordl, 1968. nov., 97-101. o.,
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=196810.
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2. Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba,
https://dtk.tankonyvtar.hu/xmlui/handle/123456789/13101.

3. Hutai Déniel Gabor: Az inverzi6 és alkalmazdsai (szakdolgozat),
https://web.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_mattan/2016/
hutai_daniel_gabor.pdf.

Gyakorléfeladatok?

F/1. Adott négy kor, ki, ko, ks, k4 Ggy, hogy k; érinti k;i1-et minden
i=1,2,3,4-re (ks = k1). Igazoljuk, hogy a négy érintési pont vagy egy koron vagy
egy egyenesen var.

F/2. Legyen Q egy PQ atmérdjii félkor. Az w kor Q-t és a PQ szakaszt
is érinti, az utobbi szakaszt C-ben. Az A € Q, B € PQ) pontokra teljesiil, hogy
C a PB szakasz bels6é pontja, és az AB egyenes érinti az w kort és merdleges
a PQ egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy AC felezi a PAB<-et.

F/3. (IMO 1996.) Legyen P az ABC héromszog olyan belsd pontja, amelyre
APB<« — ACB« = APC< — ABC<«

teljesiil. Legyen D, illetve E az APB, illetve APC haromszogek beirt korének
kozéppontja. Mutassuk meg, hogy az AP, BD és C'E egyenesek egy ponton men-
nek &t.

F/4. (P. 196., KoMaL 1973. dec., megoldés:
http://db.komal.hu/KomalHU/felhivatkoz.phtml?id=23855.)
Adott a sikon véges szamu pont gy, hogy

a) semelyik harom sincs egy egyenesen;

b) barmelyik hdrom altal meghatdrozott koron van koziiliik legaldbb egy to-
vabbi.
Igaz-e, hogy a megadott pontok mind egy kéron vannak?

F/5. (B. 3796., KMaL 2005. febr., megoldés:
http://db.komal.hu/KomalHU/felhivatkoz.phtml?id=46489.)
A k korhoz a kiils6 A pontbdl érintéket hizunk, az érintési pontok E és F', az EF
szakasz felez6pontja G. Egy A-n 4tmend egyenes a B, C' pontokban metszi a k kort.
Bizonyitsuk be, hogy az E'F egyenes felezi a BGC' szoget.

F/6. (B. 4175., KsMaL 2009. &pr., megold4s:
http://db.komal.hu/KomalHU/felhivatkoz.phtml?id=53512.)
Legyenek A, B, C, D éltalanos helyzetli pontok a sikon. Igazoljuk, hogy ha az ABC
és az ABD korok mer6legesen metszik egymast, akkor ugyanez igaz az AC'D és
a BCD korokre is.

2 Az els8 hirom feladat megolddsdnak vazlatos gondolatmenete ugyanebben a szédm-
ban a 22. oldaltdl olvashaté. A KéMal archivumban még vannak inverzié témakorben
feladatok.
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F/7. (B. 4765., K6MaL 2016. jan., megoldds:
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=B4765&1=hu.)
Az ABCD hirnégyszogben az ADB< és AC B< szogek felez6i az AB oldalt rendre
az F és F pontokban, a C BD< és C AD< szogek felezéi pedig a C'D oldalt rendre
a G és H pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy az E, F', G, H pontok egy
koéron vannak.

B4n-Szabé Aron
Budapest

Gyakorl6 feladatsor ‘ |

emelt szintli matematika érettségire %
I. rész L J

1. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkezo feladatokat:
a) |sinz| > cosz — 1; (5 pont)

b) 2725 + 262% — 1 = 0. (7 pont)

2. Egy fagraf éleit ujabb 435 él behuzasaval kiegészitettiik, igy egy egyszert,
Osszefiiggd teljes grafot kaptunk. Hany ponti ez a graf? (4 pont)

b) Igazoljuk a kovetkez6 allitdst: barmely n pontu fagraf annyi ijabb él behu-
zasaval tehetd egyszerii, Osszefiiggo teljes graffa, amennyi az n — 1 pontt teljes graf
éleinek széma. (4 pont)

Leonardo Pisano (kb. 1170-kb. 12507) olasz matematikus Fibonacci néven lett
ismert. Tobb érdekes konyve, feladata maradt fenn. Roéla nevezték el a kovetkezd
sorozatot: 1,1,2,3,5,8,13... . A sorozat tetsz6leges tagja gy kaphaté meg, hogy
az elézb két tagot osszeadjuk. Az elsd és masodik tag is 1.

¢) Egy pozitiv tagi mértani sorozat hdrom egymést kévetd tagjdnak osszege
700. Ha az els6 szamhoz 44-et, a masodik szamhoz 33-at adunk, a harmadik szambdl
pedig 23-at kivonunk, a Fibonacci-sorozat hdrom egymaést kovetd tagjat kapjuk.
Melyek ezek a szdmok? (6 pont)

3. A Derelye pékségben jartunk.

a) A pékség polcdn 30 darab mékos kifli van. Vannak kozte olyan darabok,
amelyek nem felelnek meg a szigord mindségi kovetelményeknek. Ha két kiflit
— visszatevés nélkiill — kivesziink, akkor annak a valdszintisége, hogy mind a kettd
hibatlan %—szer nagyobb, mint annak a valészinlisége, hogy mindkét kivett darab
hibas. Hany nem megfelel6 makos kifli van a polcon? (7 pont)

A tarés batyukat is szigoru ellenérzés ald vonjuk a pékségben. Lemérve a pol-
con taladlhaté darabokat, a kovetkezd értékeket kapjuk grammban: 132, 132, 133,
132, 130, 129, 129, 131, 130, 130, 132, 130, 130, 128, 127, 129, 132, 131, 133, 131,
129, 127, 128, 127, 129.
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