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tartjdk. Az ELTE nagyon sok szakot indit a fizikdval parban, igy szinte barmilyen
tantargyat lehet masiknak valasztani.
e A taniri palya szépségei

Napjainkban igen sok szé esik a tanari palya nehézségeirél. Miért lehet még-
is érdemes a fizikatanari hivatast valasztani? Mert nagyon sok szépsége is van!
Kreativ, valtozatos, fiatalok kozott végzett munka. Egy fizikatandrnak hatalmas
lehetGségei vannak arra, hogy megmutassa a gyerekeknek a fizikai vilag miik6désé-
nek szépségeit.

e Hallgatéi élet

A Klebelsberg Képzési Osztondij Program keretében egyetemistaként félévente
akar 375000 Ft-ot lehet kapni, mely tobb kiilonféle ¢sztondijjal is kiegészitheto.
Fontos megemliteni, hogy lehet6ség van oktatassal kapcsolatos kutatasokba vald
becsatlakozasra és doktori tanulméanyok folytatasara a Fizika Tanitdsa Doktori
Program keretében.

A képzések részleteir6l az intézet honlapjan (https://physics.elte.hu)
lehet tovabbi informécidkat szerezni, vagy érdemes elldtogatni az ELTE TTK you-
tube csatorndjara (https://www.youtube.com/ELTETTKbudapest).

Térbol sikba visszalépés fizikai problémak
megoldasanal
I. rész (tiikoraramok)

Megjegyzések és altalanositasok
a P. 5399. feladat megoldasahoz'

Bevezetés

A koézelmultban egy kilencrészes matematika cikksorozat jelent meg a KéMal.-
ban?, amely olyan bizonyitdsokat mutatott be, amikor a sikbeli geometriai alak-
zatokat ,térbe kilépve”, harom- vagy akir még magasabb dimenziés objektumok
vetiileteként vagy metszeteként allitjuk elo.

Az itt kovetkez6kben a forditott utat jarjuk be: megmutatjuk, hogy bizonyos
térbeli fizikai (dramvezetési) problémék konnyebben kezelheték, ha valamilyen moé-
don sikeriil atfogalmazni azokat sikbeli feladatta. Olyan feladatokkal fogunk foglal-
kozni, amelyekben vékony fémlemezben folyé aramok szerepelnek, de a fémlemez
nem sikban, hanem térben helyezkedik el. Csak olyan eseteket vizsgalunk, ame-
lyekben a térbeli lemez sikba ,kiterithets”. (Ilyen alakzat példdul egy kip vagy egy
henger paldstja.)

A cikk I. részében olyan sikbeli elektromos drameloszldsokat vizsgdlunk, ame-
lyek — néhany ,,tiikor” elhelyezésével — konnyen megoldhaté feladatta valnak. A cikk

L A feladatot és annak megoldasét ldsd Lapunk 565. oldaldn.
2 Kés Géza: Térbe kilép6 bizonyitdsok I-VII. és egy raadds, K6MalL 2019. évi 10. szdm —
2020. évi 5. szam
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II. részében megismerkediink egy olyan mddszerrel (az in. konform leképezésekkel),
amely akkor is alkalmazhatd, amikor a tiikrézések mddszere nem miikodik.

Néhany fizikai fogalom, jol hasznalhaté moédszerek és hasznos matematikai
osszefiiggések

Aramsﬁrﬁség-vektor. Térben kiterjedt elektromos aramot a feliiletegységen-
ként 4tfolyé drammal, az dramsiirtiséggel jellemezhetjiik: j = I/A (A egy kicsiny,
a toltések dramldsira merdleges feliiletdarab teriilete). Az dramstiriiséget vektor-
nak tekintjiik, irdnya a (pozitiv) toltéshordozék mozgdsi irdnya. (Az dramerdsség
skalaris mennyiség, ami felirhaté az aramstiriiség-vektor és a feliiletvektor skalaris
szorzataként: I =3 - A.)

Az Ohm-t6rvény differencialis alakja. Egy homogén kozegben az — altalaban
helyrél helyre valtozdé — aramsiirliség aranyos az ottani elektromos térerdsséggel:
j(r) = ocE(r), ahol o az anyag vezetOképessége, a fajlagos ellenallds (o) reciproka.

Sikbeli aramlasok. Ha egy vékony fémlemezbe valahol dramot vezetiink, akkor
az dramslriliség-vektor (az dram bevezetési helyének sziik kornyezetét leszamitva)
a lemez sikjaval parhuzamos, és a lemez egy-egy pontjandl a lemezre mer6legesen
haladva &llandé. Ha a lemeznek valahol (egyenes vagy gorbe) hatérvonala van,
azon a vonalon nem folyhat at dram, tehat az aramstiriiség-vektor a hatarvonalnal
érintSirany. (Ezt a kovetelményt hatdrfeltételnek nevezik.)

Arameloszlasok szuperponilhatésiga. Ha egy lemezben valamilyen @1 (r)
elektromos potencidl hatdsira j;(r) drameloszlds alakul ki, egy maésik, ®o(r) po-
tencidl hatdsara j,(r) az drameloszlas, akkor

D(r) = O1(r) + Do(r)

potencialtérben az arameloszlas

3(r) = 31(r) + 3o(r)

alakt lesz. A szuperpondlhatdsig azért valésulhat meg, mert az Ohm-térvény line-
aris, az dramsliriiség egyenesen aranyos az elektromos térerdsséggel.

Tiikrozések moddszere. Egy véges sikbeli tartomény hatarfeltételeit bizonyos
esetekben tgy biztosithatjuk, hogy egy (vagy tobb), a tartomdnyon kiviil folyd,
elképzelt (fiktiv) drameloszlds és a valddi lemezben folyé drameloszls szuperpozi-
cidjat képezziik. Ha példaul egy ,végtelen” félsik alaki lemezbe valahol I erdsségii
aramot vezetiink, akkor a kialakulé drameloszlas olyan, mintha az aram bevezetési
pontjanak a félsik hatdrold egyenesére vett tiikkorképénél is I aramot vezetnénk be
a teljes (végtelen) siklemezbe.

Végtelen siklemezbe vezetett, adott erdsségii &ram szétoszlasa a lemezen. Ha
egy nagyon nagy méretii (,végtelen”), § vastagsdgi lemez O pontjdnél I erdsségii
aramot vezetiink be, akkor a kialakulé aramsfirtiség az O ponttdl r tavolsagban

1
1 jr)| = ——
(1) 50 = 5.
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és az aramslriség iranya mindenhol az O pontbdl az adott pontba huzott egyenessel
parhuzamos, tehdt ,sugédrirdnyu”. (Ez az elrendezés szimmetridjabdl kovetkezik, és
abbdl, hogy A = 27rd nagysagu hengerfeliileten 6sszesen I erdsségii dram folyik at.)

Bizonyos fiiggvények kicsiny véltozésa. Ha pl. az y = f(z) = K 2* fiiggvény
argumentumét a-rél x + Az-re noveljiikk (Az < x), akkor a fiiggvény értékének
megvaltozasa

by
Ay:K(erAa;))‘fo)‘ = Kz* {(1+A$> 1} ~ KM A
T

(Az utols6 lépésben felhaszniltuk a Newton-féle (1 + 5)’\ ~ 1+ Ae Osszefiiggést, ami
€ K 1 esetén tetszoleges A kitevore érvényes. Zsebszamolégépen kiprébalhatjuk, hogy pl.
1,002"® = 1,003 0015 = 1,003 = 1 + 0,002 - 1,5.)

A kapott kozelito Osszefiiggést igy is felirhatjuk:

A A
(2) 2V —x, ha y=Ka
Y x
Hasonlé megfontolassal kaphatjuk meg, hogy az exponencialis fiiggvény nove-
kedése:
A
(3) —yN)\-Am, ha  y=KeM.
Y

Ezt az Osszefiiggést is érdemes , kiprobalni” egy zsebszamolégépen, valamekkora konkrét
K, \, x és Ax esetén.

Megjegyzés. A (3) képlet a radioaktiv bomldsok exponencidlis bomldstorvényébdl is
ismer0s lehet a fizika feladatok megolddinak a kovetkezd jelolésekkel:

AN(t)

A~ —X\-N(t), ha N(t) = N(0)e M.

A kiupba vezetett aram eloszlasa

A P. 5399. feladat megoldasdnak végeredményét nézve feltiinhet, hogy
a C' pontban az dramstiriség ugyanakkora, mintha egy , végtelen” siklemezbe an-
nak A pontjandl I er6sségli dramot vezetnénk be, az A ponttél R tavolsdgra 1é-
vé B pontbdl pedig elvezetnénk azt, és a C' pont a B pont A-ra vett titkorképe
(1. dbra).

Valéban, ebben az esetben (a megoldds jeloléseit kovetve):

J(C) = ja(C) —jpcy= L L L 1L _ 1

Vajon hogyan médosul az eredmény, ha az eredeti feladat AB tavolsagat 3 R-rol
2R-re valtoztatjuk (2. dbra)? A kuppaldstot most is felvaghatjuk az AC egyenes
mentén, majd kiteritve egy félsikot kapunk. Most is az A pontban bevezetett és
a B pontndl elvezetett, I erdsségli dram hatdsat vizsgaljuk a C' pont(ok)ban olyan
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1. abra 2. dbra

feltétel mellett, hogy az AC egyenesen keresztiil ne folyjon dram. Ezt a feltételt dgy
teljesithetjiik, hogy az elrendezést tiikrozziik az AC egyenesre (igy kapjuk a sérga
félsikot), majd az eredd drameloszldst szamitjuk ki a C' pontban (3. dbra bal oldali

része).

3a(0)

C |C
/’——— —‘\‘\ /”—-"—~s\\
/// \\\ //’ / \\\
i N 4 8 4 AN
// \\\ / JB (C) y /JB(C) \\\
1 / b 1 1 / \ 1

3. dbra
Az A pontba Osszesen 21 erésségii dram (a valddi és a titkrozott dramok
osszege) folyik be, igy a 2R tdvol 1évé C pontban az dramstiriiség:
4(C) = 21 11
I = 505 2R T 210R
A B és a B’ pont egyarant v/2 - 2R tévol van C-t6l, tehdt a C' pontban a megfelel
aramstirliségek nagysiga (1dsd a 8. dbra jobb oldali részét):
1 1
i5(C) = jp(C) = ——— ——
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az ereddjiik pedig az A pont felé mutat, és

_ I
" 476R’

’jB(C) +jB’(C)’ =2 g‘jg’(c)}

A teljes dramsiiriiség a C' pontban:
. I I 1
Jc = - =
2n0R  4méR  4nwdR

nagysagu, irdnya pedig A-t6l C felé mutat. Ez megegyezik a korabban vizsgélt két
eset végeredményével.

A feladat altalanositasa tiikrozéssel megoldhaté esetekre

Kivancsiak lehetiink arra, hogy milyen eredményt kapunk a legaltaldnosabb,
titkkrozésekkel megoldhaté esetben. Legyen az AB tavolsdg nR, ahol n tetszéleges
pozitiv egész szam.

Sejtéstink: TetszOleges egész n-re ugyanazt az eredményt fogjuk kapni, mint
az n = 1,2, 3 esetekben.

I A

\ /' DB
Y / e
AN \ / o I
N \ / e
{ NN /S 2m By
i N\ = —
. nR A\\// n C
1 1 1
1 A -~ !
{ 7 S !
1 /// g \\\ //
» . FAER o /
L 7 ;oA nd s / I
\. - / \ o/
« / \ 4
N I \ //
. I \ 7
/ \ 5
\\ /l N < Z
o/ -
y Tl e Bk
/ \ Bn 1 I
I
4. dbra

A fémlemezt most is felvighatjuk az AC egyenes mentén (4. dbra), majd sik-
ba kiteritve egy o = 2 /n nyildsszogl szogtartomanyt kapunk. (A jobb oldali 4b-
réan a kiterftett kippaldstnak csak azt a részét (a sdrga szinnel jelslt korcikket)
tiintettiik fel, amelynek pontjai a kiap cstcsatol legfeljebb nR tavolsdgra vannak.
A fémlemez természetesen a korcikknek a koriven kiviili részén is folytatédik, hi-
szen a kup ,nagy méreti” volt, ezt azonban az dbrdn nem &brazoltuk.) A szogtar-
tomanyt az egyenes oldalai mentén tobbszor tiikkrozhetjiik, igy végiil a teljes sikot
megkapjuk. Az eredeti és a tiikrozott teriilet arameloszldsa: az A pontba Gsszesen
nl dramot vezetiink be, a By, Bs, ..., B, pontok mindegyikénél pedig I erdsségii
aramot vezetiink el. Ezzel elérjitkk, hogy a sarga szogtartomany egyenes oldalain
keresztiil nem folyik at aram, azok adramvonalak. Kérdés most az, hogy mekkora
az dramsiiriiség a C' pontban?
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Az elrendezés szimmetridja miatt a C pontbeli ered6 dramsiirtiség AC irany,
elegend6 tehat az egyes dramok jarulékanak AC irdnyd komponensét kiszamita-
nunk, majd ezeket osszegezniink kell. A végtelen sikba vezetett dram (1) formuldja
szerint az A pontbdl indulé dram jaruléka:

1

(vetiilet)

) nl 1 I
1aC) = 5 5 0 = ameR

Jeloljitk a B AC' szdget @r-val (5. db-
ra). Konnyen kiszdmithatjuk, hogy

de — mint latni fogjuk — ezen szogek konk-
rét értékére nem is lesz sziikségiink.

Tekintsiik a By pontot, és az onnan el-

Tk vezetett aram jarulékat a C' pontbeli dram-
5. dbra stirtiséghez. Mivel (az abra jeloléseivel)
. Pk . I 1
B,C =7y, =2nRsin —, =— —,
S 2 TE = 9m6
azért a j, vektornak az A — C irdnyu Osszetevije:
.(vetiilet) . 1 1
Ji = —Jk COS’YkZ—H "R’

Az utolsé 1épésben kihasznéltuk, hogy vy, = 90° — %, és igy cosy, = sin(pg/2).

Azt a meglepd eredményt kaptuk, hogy az elvezetett dramok mindegyikének
jaruléka a C-beli aramstiriiséghez ugyanakkora, tehat az Osszegiik:

- (vetiilet) - (vetiilet) _ I
kZ:le n 470R.

Ezt az dramstriiséget hozzdadva az A-pontban bevezetett aram jarulékdhoz, vég-

eredményiink:
I I I

T 270R  4m0R _ 4moR’

osszhangban a kordbban (az n = 1,2, 3 eseteknél) kapott eredményekkel.

i(C)

Ha a geometriai viszonyok olyanok, hogy a felvagott és kiteritett kuppaldst-
tal és annak tiikrozottjeivel nem tudjuk hézag- és atfedésmentesen lefedni a teljes
sikot, akkor a tiikrozések mddszere nyilvan cs6dot mond. A cikk II. részében meg-
mutatjuk, hogy egy alapvetéen masfajta eljaras, a konform leképezések maodszere
még ebben az esetben is eredményre vezet.

Gnidig Péter
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