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b) Mekkora egy tolesér tomege, ha a falvastagsdga mindenhol 1 milliméter,
a mianyag stirtisége 0,92 %? A mianyag térfogatanak kiszdmitasdhoz hasznaljuk
azt a kozelitést, amely szerint a tolcsér belsd felszinét szorozzuk a falvastagsaggal.

(4 pont)
¢) Lézerfénnyel feliilrdl fiiggblegesen belevildgitunk a télesérbe. Mekkora a va-
16szintisége, hogy a lézerfény a tolcsér alsé nyildsan jon ki? (3 pont)

d) 50 darab t6lesérbdl dtlagosan 2 anyaghibédsat készit a gydrtésor. Mekkora
a val6sziniisége, hogy 135 darab elkészitett tolesér kozott van anyaghibds? A vélaszt
négy tizedesjegyre kerekitve adjuk meg. (3 pont)

8. a) Sheldon Cooper kedvenc szédma a 73, mert ez a 21. prim és 7 - 3 éppen 21.
S6t, a 73 kettes szamrendszerbeli alakja palindromszam, vagyis visszafelé olvasva
az eredetivel azonos. Igazoljuk ez utébbi kijelentést. (2 pont)

b) Egy adott alapt, és az ennél 2-vel nagyobb alapi szédmrendszerben tekintsiik
a 345 alakt haromjegyll szamokat, ezek &sszege 69619. Adjuk meg az dsszeadandd
szamok értékét a 10-es szamrendszerben felirva. (8 pont)

¢) Véletlenszerlien kivilasztunk egy 10-es szdmrendszerbeli hdromjegyt(i szd-
mot. Mekkora a valdsziniisége, hogy a szdm 9-es szamrendszerbeli alakja is harom-

jegyl? (6 pont)
9. a) Abrézoljuk koordinatarendszerben a kovetkezé A ponthalmazt:

A={(z;y) € R* | 4o + 3y > 15}. (3 pont)

b) Abrézoljuk koordinatarendszerben a B ponthalmazt:
B = {(z;y) €R* |2 +y* — 14z — 8y + 40 < 0}. (5 pont)

¢) Igazoljuk, hogy az F(—3; —4) fékuszponti v : y = —6 vezéregyenesii para-
bola egyenlete y = 0,252% + 1,52 — 2,75. (4 pont)
d) Irjuk fel a y = 0,25z2 + 1,5z — 2,75 parabola (—1; —4) pontjédba huzott
érint6jének egyenletét. (4 pont)

Jécsik Csilla
Gyor

Megoldasvazlatok a 2022/7. szdm emelt szintii
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

2 _
1. Adott az f(z) = % fligguény, amelynek értelmezési tartomdnya

Dy =R\ {2}, és a g(z) = 3|z — 1| — 3 figgvény, amelynek értelmezési tartomdnya
Dy, =R
a) Oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenletet.
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A K és L halmazokat értelmezziik a kévetkezdképpen: K = {x |z €Dy és
f(x)>0}; L:={x|xz €Dy ésg(x)>0}.
b) Adjuk meg a KNL, K\ L és (KUL)\ K halmazokat. (12 pont)

Megoldas. a) Abrazolva a fiigg-
vényeket, leolvassuk a metszéspontok
abszcisszait, amelyek az egyenlet meg-
oldasai: x1 = 0; x5 = 3.

Ellendrzés:  f(0) =g(0); f(3) =
= ¢(3). Az algebrai megoldds is a fenti
eredményekhez vezet.

b) Szintén az dbrdrdl adédik a K
és az L halmaz, K N L = {0} U]2;4], il-
letve K\ L =]0;2[. Mivel KUL =R,
ezért (K UL)\ K = K, amelybél K =
= |—00;0[ U {2} U]4; +o0].

2. Egy hdromszdg csucsai: A(—2;—2), B(7;1), C(5;5).

a) Mekkora a hdromszdg teriilete?

b) Szdmitsuk ki a hdromszig silypontja és magassdgpontja tdvolsdgdnak pontos

értékét. (12 pont)
Y 9 C(5;5) Megoldés. a) Abrazoljuk a ponto-
5 7 2 kat, majd foglaljuk téglalapba a harom-
9 s szoget.
1 4| A téglalap oldalai 7 és 9 egy-
7 27 s, 17 ! ség hosszuak, teriilete 63 teriiletegység.

71) A haromszog koriil levagott derékszéd‘%ﬁ
0 (T haromszogek teriilete: bal felséé t1 = <7

b
S T T v s ek terillte: 6h =y
;P/L/ST 3 jobb alséé to = 5-; jobb felséé i3 =4,
~2;-2)

ezért a haromszog teriilete

A
T =063 — (t; + 12 +t3) =21.

b) A sulypont koordindtai:

s(_2+7+5-_2+1+5)—(94)
3 ’ 3 “\3'3/"

Az m. egyenesének egyenlete: ﬁ(9;3) = n(3;1), {gy 3z +y =20; az my
egyenes egyenlete: AC(7;7) = n'(1;1), tehdt x + y = 8.

A két egyenletbol all6 egyenletrendszer megolddsa a magassagpont koordina-
tait adja meg, amely M (6;2), tehdt az SM tavolsag:

(R ) 4
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3. a) Hatdrozzuk meg az aldbbi kijelentések logikai értékét, dllitdsainkat indo-
koljuk.
A) Minden pozitiv egész szdmra teljesiil, hogy az dsszes pozitiv osztdjdnak
dtlaga kisebb a szdm felénél.
B) Van olyan n csicsi teljes grdf, amelynek hdromszor annyi éle van, mint
az n csucsi fagrafnak.

b) Fogalmazzuk meg a kévetkezd dllitds megforditdsdt: ,Ha P és Q, akkor

nem R.”
¢) Tegyiik fel, hogy ,Ha P és Q, akkor nem R.” Igaz-e most a ,Ha R, akkor
nem P és nem Q.” dllitas? Vilaszunkat indokoljuk. (13 pont)

Megoldés. a) A) Hamis. Legyen mondjuk a szadm a 2, amelynek pozitiv oszt6i

az 1 és a 2, ezek atlaga 3 amely nagyobb, mint a szdm fele. (Bérmely primszdm

2 )
esetén hasonlé a helyzet.)

B) Igaz. A 6 csticst teljes grafnak 15 éle van, mig a 6 csicsi fagrafnak 5. A 15
éppen haromszorosa az 5-nek.

b) Az §llitas megforditdsa: ,Ha nem R, akkor P és Q.”

¢) Hamis. Igaz akkor volna, ha ,Ha R, akkor nem (P és )).” lenne, amely
egyenértékii a ,Ha R, akkor nem P vagy nem Q.” allitassal (De Morgan azonossig).

4. A 32 lapos magyar kdrtya egyik legérdekesebb jdatéka az ulti. (A magyar kdr-
tydban a szinek: makk, piros, tok, z6ld; szinenként dsz, kirdly, felsd, alsd, 10-es,
9-es, 8-as és T-es alkotja a 32 lapot.) Ha pl. Bélanak a jdték elején leosztott 10 lap-
jabol egy otlapos piros ultija van, ez azt jelenti, hogy ndla van a piros hetes és még
négy piros, tovdbbd 6t mdsik, nem piros lap.

a) Mennyi a valdszindisége, hogy Bélanak dtlapos piros ultit osztottak a jaték
elején?

Képzeljiik el, hogy 10 jol megkevert magyar kdrtyacsomag van eldttink és
mindeqyikrdl levesszik a legfelsd lapot.

b) Mennyi a valdszinisége annak, hogy a 10 lapbdl pontosan 5 piros?

¢) Ha az el6bbi hizdskor ot piros lapot hiztunk, mennyi a valdszindisége, hogy
kozottik legalabb egy hetes van?

Minden végeredményt négy tizedesjegyre kerekitve adjunk meg. (14 pont)

Megoldés. a) A piros hetes mellé a maradék hét pirosbdl kell még négy, ezt (D—

féleképpen tudjuk kivalasztani, majd a 24 nem piros lapbdl 6t6t (254) -féleképpen

valaszthatunk hozza, igy a kedvezo esetek szama:

k= (7) : (24) = 1487 640;
4 \5

az Osszes eset szama pedig: n = (?(2)) = 64512240, ezért az esemény valdszintisége:
1487640
P(A) = ——— =0,0231.
(4) 64512240 ’
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b) Egy csomagban 8 piros lap van, ezért egyet hizva le annak esélye, hogy

a kihtuzott lap piros, és %, hogy nem piros, igy a keresett valdszintiség:

P(B) = (150) ~ (}j ~ (2)5 = 0,0584.

¢) Egyszeriibb kiszdmolni az esemény komplementerét. Annak a valszin(isége,
hogy az 6t piros egyike sem a hetes:

7)5
Z) =0,5129
<8 b b

fgy P(C)=1-10,5129 = 0,4871.
II. rész

5. a) Vizsgdljuk meg monotonitds és korldtossdg szempontjabdl az

2
n +3n+27 nezt

Qp = 5
sorozatot.
b) Hatdrozzuk meg % hatdrértékét, ha n — 4o00.

2
¢) Mennyi az x, ha ab,, sorozatrdl a kivetkezbket tudjuk: b, = % +z-n (xR,

n € Z1), valamint (bpi1 — bn)® = by + bpi1 ? (16 pont)

Megoldas. a) A sorozat szigorian monoton novekvd, azaz minden n-re
Gp41 > Gp. Nézzilk az a1 — ay, kiillonbséget:

D24+3n+1)+2 n2+3n+2
(n+1) +2(n+ )+2 n +2n+ 4250,

ezzel a monotonitasra vonatkozé megéllapitdsunkat igazoltuk. A sorozat alulrdl
korldtos, minden tagja pozitiv, egy alsé korldtnak j6 pl. a 0 is. (Legnagyobb al-
s6 korlatja az a; = 3.) Felillr6l nem korldtos, azaz minden K > 0-hoz taldlhatd
ng (kiiszobindex), hogy minden n > ng esetén a, > K teljesiil. Egy becsiilt kii-
nidn g0 2 < an, 2n > K;

szobindexet adunk meg: n < n?, ha n > 2, ezért

2
K _[K
n > ) — Ng = [ D) ]
Megjegyzés: Az ,éles” kiiszobindex ng = {8‘;{;_3} .
Gl n?>+5n+6 1+24+ 5
b) lim — = lim ————— = lim —2 1"
n—oo @y, n—oo n? +3n + 2 n—)oo]_+§+_2
n n

tanult tétel: lim % = 0. Ezt, és a konvergens sorozatok hatarértékére vonatkozd
n— oo

ismereteket felhasznélva:

. Ap1
lim —* =1,
n—oo QA
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Megoldhatjuk a feladatot kozvetleniil a definicié alapjan vagy a ,,rendoérelv” segit-
ségével is.

(n+1)? n? }2 _ n? (n+1)>?

1Y 1
<n—|—x+§> =n2—|—2xn—|—n+x—|—§;

1 1
n2+z2+Z+2nx+x+n:n2+2nx+n+x+7,

2
amelybdl rendezés utdn: x2 :;11 — = %; Lo = —%. A kapott két sorozat:
2 2_

bn:n;n,hax:%,vagybn:n2n,hax:f%.

Megjegyzés: mindharom sorozat a haromszogszamok sorozata, csak a kezdGelemben
kiilonboznek:
{an} =3,6,10,15,21,...; {bn}, =1,3,6,10,15,21...; {bn}, =0,1,3,6,10,15,21... .

6. a) Milyen szdmjeggyel kezdédik a 162°%2 a tizes szdmrendszerben felirva és
mi az utolso két szamjegye?

b) Igazoljuk, hogy 22923 4+ 1 oszthato 43-mal. (16 pont)

Megoldas. a) Meghatdrozzuk a szdm normélalakjat:
162022 = 4. 10™;
1g 162922 = 1g(A - 10™);
2022 -1g16 =1g A+ n,
2434,730605 =1g A + n,

amelybdl n = 2434 és 1g A = 0,730 605. Az elézéek alapjan A = 102730605 ~ 538
tehat 162922 x 5,38 - 102434, azaz a szdm elsé jegye 5. A 16 pozitiv egész kitevaji
hatvanyainak utolsé szamjegye mindig 6, az utolso el6tti pedig periodikusan ismét-
16dik a kovetkezd szabdly szerint: 16°% = ...76, 16°#+1 = .. 16, 16°%+2 = .. .56,
16°F+3 = .96 és 16°F+4 = .. .36, k € ZT. Mivel 2022 = 5 - 404 + 2, ezért a 162022
szam 56-ra végzodik.

b) 2023 = 7-17% = 7- 289, tehat

289 L 1289 _ 19g289 | 1289 _

92023 | q (27)
= (128 +1)(128%88 — 128787 . 4+ ... — 128 + 1) = 129 - (egész szdm) =
=343 (egész szém),

ezzel az allitast igazoltuk.

Megjegyzés: itt az a™ +b" = (a+b) (a”_1 —a" ?b+a" Lk a0
azonossagot hasznaltuk, ahol n pozitiv paratlan szam.
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7. Két kozépiskola sakkbajnoksdgot rendezett gy, hogy a versenyzdék elészor
a sajdat iskoldjukon belil lebonyolitott hdziversenyen wettek részt, melynek sordn
mindenki mindenkivel eqy partit jdtszott. Ezutdan kerilt sor az iskoldk egymds ellens
kiizdelmére, ahol minden versenyzé a mdsik iskola mindegyik versenyzdjével egy
mérkdzést vivott. Az eqymds elleni mérkdzések szama éppen annyi volt, mint a két
hdziversenyen dsszesen.

a) Iskoldnként hdnyan wvettek részt a bajnoksdigban, ha az egyikben kétszer
annyian indultak, mint a mdsikban?

Két rivdlis asztalitenisz csapat ugy donti el, melyikik a jobb, hogy kivdlaszt-
jak sajat maguk kozil a legjobbat, majd a két legjobb megkiizd egymdassal a cimért.
A csapaton beliili kivdlasztdas un. egyenes kieséses rendszerben torténik, amelyben
manden forduld el6tt pdrokba sorsoljik a résztvevdket. A pdr jdtszik eqy mérkdzést,
a gydztes tovabbjut a kovetkezd forduldba, a vesztes kiesik. Akinek a sorsoldskor nem
marad pdr, mérkézés nélkil jut a kévetkezd forduldba. A pingpongban nincs don-
tetlen, az utolsd mérkézés gybztese lesz a csapat legjobbja. Osszesen 24 mérkézést
jatszottak, mire kiderilt, hogy melyik csapat lett a gydztes.

b) Hdny jdtékos nevezett a versenyre az egyik, illetve a mdsik csapatbdl, ha
az eqyikben ottel kevesebben voltak, mint a mdsikban? (16 pont)

Megoldés. a) Tegyiik fel, hogy az egyik iskoldbdl n, a mésikbdl 2n tanuld
n) _ n(n—1)

nevezett a versenyre. Az elsé iskola héziversenyén (2 >

-1 R ) . . . . ;
ny % mérkézés volt, az egymas elleni partik szama pedig n - 2n, igy

, mig a masodikban

2
felirhatjuk az

nn—1)  2n(2n-—1)

5 + 5 =2n% neZ"

egyenletet. Rendezve n? — 3n =0, ahonnan n = 3. Az egyik iskoldbdl hérman,
a masikbol hatan vettek részt a bajnoksigban.

Ellendrzés: (3) =3 6s (5) =15, igy 3+ 15=3-6.

b) Elbszor belatjuk, hogy az egyenes kieséses bajnoksdgban n induld esetén
n — 1 mérkozést jatszanak, mire megkapjak a gy6ztest. Létesitsiink kolcstnosen
egyértelmi megfeleltetést egy adott meccs vesztese és a mérkdzés kozott. Minden
mérkozésnek egy és csak egy vesztese van, minden kiesd jatékos pontosan egy mér-
koézésen vesztett, tehat, ha minden veszteshez hozzarendeljiik azt a mérkdzést, ame-
lyiken kikapott, létrehoztuk a kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést. Mivel a gy6z-
tesen kiviil mindenki vesztes, ezért n — 1 vesztes, azaz n — 1 mérkdzés volt a baj-
noksdgban. Ezek utdn jeloljiik az egyik csapat létszémat (x — 5)-tel, a mdsikét
x-szel, ekkor az egyik csapat héziversenyén (x — 5) — 1, a mésikén x — 1 mérkbzést
jatszottak, ha ezek osszegéhez hozzdadunk 1-et (a dontét), akkor megkapjuk a baj-
noksdgban 6sszesen lejatszott mérkdzések szdmat. (v — 6) + (v — 1) + 1 = 24; ebbél
x = 15, tehat az egyik csapat 10, a méasik 15 jatékossal vett részt a bajnoksdgban.

Fllendrzés: 9+ 14 + 1 = 24.
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8. Egy szdmtani sorozat elsé ot tagjanak dsszege 30; a sorozat elsé, mdsodik és
negyedik tagja eqy mértani sorozat hdrom szomszédos eleme.

a) Mennyi a szdmtani sorozat elsd tagja és kilonbsége?
Egy mértani sorozat tagjaira fenndll, hogy a1 + a3z +as = 182 és as + a4 = —60.

b) Hatdrozzuk meg a sorozat elsd tagjdt és hanyadosdt. (16 pont)

Megoldés. a) A sorozat harmadik tagja legyen z, ekkor a tagok rendre x — 2d;
x—d; x; x+d; x+ 2d, sszegiik bx = 30, tehat x =6. A 6 —2d; 6 —d; 6+d
egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai, ezért (6 — d)* = (6 — 2d)(6 + d), ebbdl
rendezés utdn 3d(d — 2) = 0 kovetkezik, ahonnan d; = 0; do = 2. Az elsé esetben
a1 = 6, a masodikban a; = 2.

Ellendrzés: a szamtani sorozat els6 6t tagja: 6;6;6;6; 6, illetve 2;4;6;8; 10.

b) ar + a1¢® + a1q* = 182 és ayq + a1q®> = —60. Ekkor

ar(1+¢*+¢*) 182

ai(g+¢®) 60’
amelybdl rendezés utan az
30¢* + 91¢® +30¢*> +91¢ +30 =0

negyedfoki egyenletet kapjuk. Ezt visszavezethetjiik masodfokira, ha mindkét ol-
dalét elosztjuk a nem nulla ¢2-nal:

, 1 1
30 (¢ +— ) +91(qg+ =) +30=0.
q q
Legyen q + % = A, ekkor
1 1 1
A2:q2+2q7—|——2, azaz q2+—2:A2—2.
qa g q
Az egyenlet:

30(A2 —2)+914+30=0, 3042+ 914 —30=0.

Ao = %35109, Ay =q+ % = —13—0 és Ay =q+ é = 1—30 Ez utébbinak nincs valds
gyoke, az els6bdl pedig g1 = —3 és g = —% szarmazik. A sorozat elsé tagja a;; = 2

vagy a1, = 162.
Ellendrzés. Az egyik sorozat 2;—6;18; —54;162, a mésik ugyanez, forditott
sorrendben. Ekkor 2 4+ 18 + 162 = 182; —6 + (—54) = —60.

9. Az ABCD téglalap dtloi 30°-0s szdget zdarnak be eqymdssal.
a) Mekkora az AB és BC oldal, ha AC' =12 cm?

b) Milyen messze van a B csics az AC dtlotol?
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Egy KLM N téglalap LN dtldja a téglalapot két derékszdgii hdromszogre bontja.
A KLN hdromszog K-bél induld magassdga, belsd szdogfelezdje és sulyvonala legyen
rendre m, f, s.

¢) Mekkora széget zdr be egymdssal az LN dtlé és a KL oldal, ha 3f? = 2ms?

(16 pont)
D C Megoldas. a) Az ABC derékszogil
12 cm haromszégben a CAB< =15° ezért
30° b sinl5° = 1—b2 és cos 15° = {5, amelyekbdl
15° J a=11,59 cm; b = 3,11 cm.
A a B

b) Az atlok felezik egymdst, tehat a félatld 6 cm. Az 4tlék metszéspontja,
a B pont és az m szakasz AC-re esé végpontja egy olyan derékszogli haromszoget
alkot, amelynek az m-mel szemkozti hegyesszoge 30°, igy sin 30° = % —m=3cm.
A B pont 3 cm-re van az AC atl6tol.

¢) Az OTK derékszogli hdromszogben sin 2« = %, m=s-sin2a. Az OFK
héromszogben irjuk fel a szinusztételt:
f sin 2« V2 sin 2

Lo s

s sin(135° — «) cosa +sina’

) 45°] [
K L

majd helyettesitsiik be ezeket a feladatban megadott képletbe:

( V2 sin 2a °
3-s—

- =2-5-8in2a- s,
coS & + SIin &

3sin 2c
- 5 =1
(sina + cos @)

3sin 2a = sin® @ + 2sina cos a + cos? o,

3sin2a = 1 + sin 2a.

Rendezve: 2sin2a =1, sin2a = % — 2a = 30°, oy = 15°, vagy 2a = 150°,
as = T75° Az LN 4tlé a KL oldallal 15°-0s vagy 75°-0s szbget zar be.

Németh Laszlo
Fonyéd
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