QF 2022.10.22 — 20:04 — 409. oldal — 25. lap KoMalL, 2022. oktéber ﬁ}

Mivel ez a szam is egész, ezért ¢! osztéja a - b*-nek. Mivel azonban ((:4;b4) =1,
ezért az euklidészi lemma miatt ¢* osztéja a-nak. Ebbél az is kovetkezik, hogy
c* < a <90, igy c értéke csak 2 vagy 3 lehet.

Ha ¢ = 2, akkor a a ¢* = 16 tbbszorose. Ha a > 2 - 16, akkor b > ¢ = 2 miatt

a~b4>32-34_32-81
4 7 94 T 16

=162 > 90,
c

vagyis ellentmondashoz jutottunk. Azt kaptuk, hogy a = 16 lehet csak.
Ha b = 3, akkor ebbdl kapunk is egy megfelel6 szamotost: 16,24, 36, 54, 81.
Ha b > 4, akkor viszont

a- bt S 16 - 44
4 7 94

=16-16 = 256 > 90,
C

vagyis nincs tébb megfelel$ szamotos, ha ¢ = 2.

Mi a helyzet, ha ¢ = 3?7 Ekkor a > 81 és b > 4 miatt

a-b* _ 81-44
27
34

- = 256 > 90,
C

vagyis ebben az esetben nem kapunk megfelel6 szamokat.
Talaltunk tehat 6t olyan szamotost, ahol ¢ = 2, egy olyat, ahol g = % és egy
olyat, amelyben ¢ = 3, igy Osszesen 7 megfelel§ szamotos van.

Erdés Gabor
Nagykanizsa

C gyakorlatok megoldasa

C. 1680. Egy négyszog egyik oldaldnak hossza 5 cm, a rajta fekvd két szog 90°
€s 60°. Tudjuk tovdbbd, hogy a négyszdg hir- és érintonégyszog is. Hogyan lehet ezek
alapjdin megszerkeszteni a mégyszoget? frjuk le és indokoljuk a szerkesztés lépéseit
(az elemi szerkesztési lépéseket, mint pl. szdg felezése, tengelyes tikrizés, nem kell
részletezni).

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

Megoldas. Nem sérti az altaldnossagot, ha feltessziik, hogy az ABCD négy-
szogben AB =5 cm és DAB< = 90°, illetve ABC'< = 60°. Mivel ABC D hirnégy-
sz0g, ezért a szemben levl szogeinek Gsszege paronként 180°, igy BC' D< = 90° és
CDA< =120°. A feltétel szerint ABC D érinténégyszog is, ezért van beirt kore,
tehat belsO szogfelez6i egy pontban metszik egymast, ez a pont a beirt kér O ko-
zéppontja.
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C Tekintsiik az dbrdt.

Az AO szakasz felezi a DAB<-et,
a BO szakasz pedig felezi az ABC<-et,
ezért OAB< = 45°, illetve ABO< = 30°.
Ebbdl azonnal kiévetkezik, hogy az ABO
haromszoghen az abra « szogére a =
= BOA< =105°. A DO szakasz felezi
a CDA<-et, ezért ODA< = 60°, és igy
a DAO haromszogben = AOD< = 75°.

Eszerint

,,\'\' p
,15» &
i 45::\\

A 5 cm B a+ B =105° + 75° = 180°,

ez pedig azt jelenti, hogy a B, O és D pontok egy egyenesen vannak, vagy masként:
a BDA és BDC' derékszogii haromszogek kozos dtfogdja a BD szakasz, amelyre
illeszkedik az ABC'D négyszog beirt korének O kozéppontja. A BDA és BDC' de-
rékszogl haromszogek megfelel6 szogei megegyeznek, tovabba a derékszoggel szem-
ben levé BD atfogd k6zos benniik, ezért ez a két haromszog egyrészt egybevago,
masrészt a BD egyenesére vonatkozéan egymas tiikorképei.
Ennek alapjdn az ABD haromszog megszerkeszthetd, hiszen AB adott és
a rajta fekvo 90°-os és 30°-os szogek szerkeszthetok.
Az A pontnak a BD &tl6 egyenesére vald tiikrozésével megkapjuk a négyszog
hianyz6 C cstcsat.
A szerkesztés a fentiek alapjan mindig végrehajthaté és csak egy megoldds van.
Bencsik Bendeguz (Szeged, Radnéti Miklds Kisérleti Gimnazium, 10. évf.)
és masok dolgozata alapjan

Osszesen 238 dolgozat érkezett. 5 pontos 71, 4 pontos 30, 3 pontos 39, 2 pontos 40,
1 pontos 43 dolgozat. 0 pontot 15 versenyzd kapott.

C. 1686. Az ABC' derékszdogii hdromszdg dtfogoja az AB szakasz. Az A csiicsbdl
kiindulo f belsé szogfelez6 a BC' oldalt a D pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
az AB — BD és AC + CD szakaszok hosszdnak mértani kézepe éppen az f = AD
szogfelezd hossza.

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

I. megoldas. Jeloljiik a haromszog oldalait a szokdsos médon, legyen BC = a,
CA =10és AB = c. A bels6 szogfelez6 tétele szerint

BD AB ¢

DC~ CA b
Eszerint van olyan A > 0 valds szam, hogy a BD és DC szakaszok hosszara
(1) BD = Xe, DC =X

teljesiil. Tekintsiik az 1. dbrdt.
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Az ABC derékszogii haromszogben felirhat- B
juk, hogy cos2a = g, az ADC' derékszogili hé-
) : b . Y Ac
romszogben pedig cos o = 1L illetve sina = T c
D
Felhasznéljuk a cos 2o = cos? a — sin® & tri- f
gonometrikus azonossagot, ezzel Ab
. [0
@) b b* A2 b7 — NP C b A
c f2f 7 1. dbra

A (2) egyenlet jobb oldalédt &talakitjuk:
b (b=Ab)(b+Ab) b1 —=N)(b+ D)

¢ f? f? ’

ahonnan b-vel valé osztas és rendezés utdn f2 = (c — Ae)(b + \b) kovetkezik.

Nyilvanvald, hogy az ABD héromszogben a D csicsnal tompaszog van, ezért
c > A, vagyis ¢ — Ac¢ > 0, masrészt b+ \b > 0, tehat

(3) F=1/(c=Xe)(b+ \b).

Mivel c— Ac = AB — BD, illetve b+ \b = AC' + CD, ezért a (3) egyenlet éppen
azt jelenti, amit bizonyitani akartunk:

f=+/(AB — BD)(AC + CD),

tehdt az AB — BD és AC + C' D szakaszok hosszanak mértani kézepe valoban az f
szogfelezd hossza.

Sipeki Mdrton (Szolnok, Verseghy Ferenc Gimnazium, 11. évf.)

I1. megoldas. Bocsassunk merélegest a D pontbol az AB atfogora, a merdleges
talppontja legyen C’. Az AB egyenesére mérjiik {61 a C’ pontbdl kiindulva a B
irdnyéba a C' D’ = C D szakaszt, a B pontbdl kiindulva az A pont felé a BD"” = BD
szakaszt.

N

A D//wD/ B

2. dabra

Tekintsiik a 2. dbrdt. Az AD szogfelezé minden pontja egyenld tévolsagra
van a szogszaraktol, ezért CD = C'D, és {gy C'D’ = C'D, tehdt D'DC’ egyenld
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szart derékszogii haromszog. A szogfelezd egy masik tulajdonsdga szerint a C AB<
szdrain az AC és AC" szakaszok is egyenld hossziak.

A D’ és D" pontok konstrukci6jabol az el6z6ek szerint kévetkezik, hogy
(4) AD' = AC'+C'D' = AC+CD; AD" =AB - BD" = AB — BD.

A DD D' hdromszog, és ezzel annak k koriilirt kore mindig létrejon, ez csak akkor
nem lenne lehetséges, ha a D” és D’ pontok azonosak lennének. Ez azonban azt
jelentené, hogy AD"” = AD', amibdl (4) alapjén az kovetkezne, hogy AC + CD =
= AB — BD, azaz AB = AC+CD+ BD = AC + BC, de ez az ABC haromszogre
felirt hdromszog-egyenlGtlenség miatt lehetetlen.

Bizonyitani fogjuk, hogy a 2. dbran jelolt ADD" < szdgre § = 45°.

Nyilvanvald, hogy

ADC< =90° — 2,

2
a BDD" hiromszdgben pedig BD = BD”, emiatt
BDD"< = BD"D< = w,
felirhatjuk tehat, hogy
(5) 90°—%+5+%:180°.

A (5) egyenletben a miiveletek elvégzésével és o+ S = 90° felhasznélasaval
valéban azt kapjuk, hogy § = 45°.

A k korben a DD” hirhoz 45°-os keriileti szog tartozik, a § szog egyik szdra
a DD" szakasz, igy § = 45° csak tigy lehetséges, hogy a § szog AD szdra a k kor
érintdje.

A korhoz hizott szelé- és érintészakaszok tételébdl kovetkezik, hogy AD? =
= AD’- AD", amelybél (4) szerint

AD? = (AC +CD) - (AB — BD),

ebbdl pedig négyzetgyokvonas utan a feladat dllitasa adodik.

Megjegyzés. A D’ pont az AB egyenesen a B ponton t1l is elhelyezkedhet, ez azonban
a megolddst menetét nem befolydsolja, mert a (2) dsszefiiggés ebben az esetben is felirhaté.

Jarmai Roland (Budapest, Békdsmegyeri Veres Péter Gimn., (10. évf.)
dolgozata alapjan

III. megoldas. Tiikrozziik a D pontot a B csicsbdl indulé BE bels6 szogfe-
lezdre, a szogfelezé tulajdonsiga miatt a D’ tiikérkép az AB atfogd belsd pontja.
Jeloljitk meg tovabba az AC egyenesen, a C' ponton til azt a D" pontot, amelyre
CD" =CD.

Mivel a tiikrozés miatt BD = BD’, ezért egyrészt AD' = AB — BD, mésrészt
AD" = AC + CD.
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A 3. dbra jeloléseivel 2a+ 28 = 90°,
igy a+ B = 45°. Egyszeriien belathatd, hogy
BD'D< = 90° — 3, és ezért

AD'D< = 90° + 8.
A DD"C egyenld szart, derékszogl
haromszég, tehat D" DC<t = 45°, és mivel
ADC<q =90° — a, ezért

ADD"<=90° — a + 45°,

ebbél a+ B = 45° alapjan ADD"<=90°+3 D"
kovetkezik. 3. dbra

Az AD'D és ADD" hiromszogek két-két szogének nagysiga o és 90° + 3,
igy a haromszogek harmadik szoge is nyilvan megegyezik, ez pedig azt jelenti,
hogy a két haromszog hasonlé. Hasonlé haromszogekben a megfelel6 oldalak aranya
megegyezik, ezért

AD'  AD
AD ~ AD"

azaz AD? = AD' - AD".

Mivel AD = f, AD' = AB — BD, illetve AD"” = AC + CD, el6z8 eredmé-
nyiinkb8l f2 = (AB — BD) - (AC + CD) kévetkezik, ez éppen a feladat allitasa,
hiszen ebbdl a nyilvanvaléan pozitiv AB — BD és AC + C'D szamok mértani ko-
zepe:

f=+/(AB - BD) - (AC + CD).
(A KéMaL-honlapon is megtaldlhaté a II. megoldds)

Osszesen 116 dolgozat érkezett. 5 pontos 67, 4 pontos 13, 3 pontos 7, 2 pontos
9 dolgozat. 1 pontot 7, 0 pontot 12 versenyz6 kapott. Nem versenyszerii: 1 dolgozat.

Matematika feladatok megoldasa

B. 5193. Az ABC hegyesszogii haromszégben BC' A<t = 45°, a magassdgok talp-
pontjai a BC, CA, AB oldalakon rendre D, E, F, a hdromszog magassagpont-
ja M. Tudjuk, hogy az F pont az AB szakaszt AF : FB =2 :3 ardnyban osztja.
Az AC oldalon megjeloljik azt a G pontot, amelyre CG = BM. Mutassuk meg,
hogy az ABG hdromszdg sulypontja M.

(4 pont)
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