QF 2022.10.22 — 20:04 — 399. oldal — 15. lap KoMalL, 2022. oktéber EF

A csapaton beliili kivilasztas in. egyenes kieséses rendszerben torténik, amelyben
minden fordulé el6tt parokba sorsoljdk a résztvevket. A pér jatszik egy mérkozést,
a gybztes tovabbjut a kovetkezd forduldba, a vesztes kiesik. Akinek a sorsoldskor
nem marad par, mérkoézés nélkiil jut a kovetkezé forduléba. A pingpongban nincs
dontetlen, az utolsé mérkozés gybztese lesz a csapat legjobbja. Osszesen 24 mérko-
zést jatszottak, mire kideriilt, hogy melyik csapat lett a gyoOztes.

b) Hany jatékos nevezett a versenyre az egyik, illetve a mdsik csapatbdl, ha
az egyikben 6ttel kevesebben voltak, mint a mésikban? (16 pont)

8. Egy szdmtani sorozat elsé 6t tagjanak Gsszege 30; a sorozat elsd, méasodik
és negyedik tagja egy mértani sorozat harom szomszédos eleme.

a) Mennyi a szdmtani sorozat els6 tagja és kiilonbsége?

Egy mértani sorozat tagjaira fennall, hogy a1 + a3 4+ as = 182 és as + a4 = —60.

b) Hatédrozzuk meg a sorozat elsd tagjat és hanyadosat. (16 pont)

9. Az ABCD téglalap 4tléi 30°-o0s szoget zarnak be egymassal.
a) Mekkora az AB és BC oldal, ha AC =12 cm?
b) Milyen messze van a B csucs az AC t16t617

Egy KLM N téglalap LN &atldja a téglalapot két derékszogli haromszogre bont-
ja. A KLN haromszog K-bdl induld magassiga, belsé szogfelezGje és silyvonala
legyen rendre m, f, s.

¢) Mekkora szoget zar be egymassal az LN 4tl6 és a KL oldal, ha 3f2 = 2ms?
(16 pont)

Németh Laszlo
Fonydéd

Megoldasvazlatok a 2022/6. szdm emelt szinti
matematika gyakorlé feladatsorahoz

I. rész

1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valos szamok halmazdn:
a) z-(1—-1gh)=2-1g(2* — 2), (7 pont)
b) 1+ 2 cos? x = sin(2z). (6 pont)

Megoldas. a) Mivel a logaritmusfiiggvény értelmezési tartomdnya a pozitiv
valés szamok halmaza, ezért 2% — 2 > 0, azaz

(1) 2% > 2, vagyis z> 1

A logaritmus azonossigait felhasznalva:

1
x-(1-1gh)=x-(lgl0—1gh)==z-1g (5()) =z -lg2=1g(2%),
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illetve:
2-1g(27 —2) =1g ((2° - 2)%).

Vezessiik be az y = 2% 1ij ismeretlent, igy az eredeti egyenletet ilyen alakra hoztuk:

lgy =1g ((y —2)°).
A logaritmusfiiggvény monotonitdsa miatt:
y=(y—2)°
y> — by +4=0,

A maésodfoki egyenlet gyokei y =1 és y =4. Mivel (1) miatt y = 2% > 2, ezért
az els6 eset nem lehetséges, vagyis y = 27 = 4, ahonnan x = 2. Minden lépésiink
megfordithaté és a kapott gyok eleme az értelmezési tartomanynak.

b) I. megoldds. Hasznaljuk ki, hogy sin”® z +cos? z = 1, illetve sin(2z) = 2-sinz -
-cosx. Az egyenlet rendezése utan a kovetkez6, tgynevezett homogén egyenletet
kapjuk:

2z —2-sinz-cosx + 3cos®z = 0.

sin
Ha cosz = 0, akkor az egyenlet alapjén sin z = 0, ekkor azonban sin® z + cos? 2 = 0,
ami nem lehetséges, tehat ebben az esetben nem addédik megoldas. Ezek szerint

cosz # 0, igy az egyenlet mindkét oldaldt oszthatjuk cos? x-szel:
tg?x —2-tgz+3=0.

A maésodfoki egyenlet diszkrimindnsa negativ, tehdt nincs valds gyoke, vagyis
az eredeti egyenletnek sincs valés gyoke.

1I. megoldds. Vizsgaljuk meg az egyenlet két oldaldn &ll6 kifejezések érték-
készletét. Tudjuk, hogy cos? 2 > 0, ezért 1+ 2 - cos? x > 1. Mivel sin(2z) < 1, ezért
az egyenl6ség csak akkor teljesiilhet, ha az egyenlet mindkét oldaldn all6 kifejezés
értéke egyenlo 1-gyel.

Ha 1+ cos?z = 1, akkor cosx = 0, azaz x = g + km, ahol k egész szam.

Ekkor azonban sin(2x) = sin(w + 2k7) = 0, vagyis ha az egyenlet bal oldalan
all6 kifejezés értéke egyenld 1-gyel, akkor a jobb oldali kifejezés értéke nem egyenld
1-gyel, tehat az egyenletnek nincs valds gyoke.

2. Az e egyenes egyenlete 4x — 3y = 15. Mennyi a sugara annak a kornek, amely
érinti az e egyenest, tovabbd az origoban érinti az y tengelyt? (12 pont)

Megoldas. I. megoldds. Ha a kor az origéban érinti az y tengelyt, akkor kdzép-
pontja az z tengelyre illeszkedik, koordindtéi O(u;0), és a kor sugara r = |ul, ezért
a kor egyenlete:

(z —u)® +y* = u?,

22 4+ 9% — 2ux = 0.
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Ha az egyenes érinti a kort, akkor az egyenes és a kor egyenletébdl allo egyenletrend-
szernek egy megolddsa van. Az egyenes egyenletébdl y-t kifejezve, a kor egyenletébe
helyettesitve:

4z >
x2+(35> — 2uz =0,

2522 — (18u + 120)x + 225 = 0.
Az egyenletnek akkor van egy megoldésa, ha diszkriminédnsa 0:

(18u 4 120)* — 22500 = 0,
|18u + 120] = 150.

Ha 18u + 120 = 150, akkor u = g, ha pedig 18u + 120 = —150, akkor u = —15. Két
kor felel meg a feladat feltételeinek: az egyiknek a kézéppontja Oq (%, 0) és sugara

= g, a masiknak pedig a kozéppontja O(—15;0) és sugara 1o = 15.

II. megoldds. Ha a kor az origéban érinti az y tengelyt, akkor kézéppontja
az x tengelyre illeszkedik, koordindtdi O(u;0). A fiiggvénytabldzatban is megta-
lalhaté osszefiiggés alapjan a Py(xo;yo) pont és az Ax + By + C = 0 egyenletii
e egyenes tavolsaga igy szamithato ki:

1

d(PO;e)—‘W‘,

VA | B2

Az O(u;0) pont egyenld tavolsdgra van a 4o — 3y — 15 = 0 egyenleti egyenestdl és
az y tengelytol:

4u — 15
| = Jul,
\/42 + (-3)

|[4u — 15|
— = |-

Ha 4u — 15 = —5u, akkor u = 27 ha pedig 4u — 15 = bu, akkor u = —15. Két kor
felel meg a feladat feltételeinek: az egyiknek a kozéppontja Ol(g; 0) és a sugara
T = g, a masiknak pedig a kozéppontja Oy(—15;0) és a sugara ro = 15.

Megjegyzés. Egy, a masodik megoldastdél nem lényegesen kiilonb6z6 harmadik megol-
dés gondolatmenete: a keresett korok kozéppontjai illeszkednek az e egyenes és az y ten-
gely altal meghatdrozott valamely szog szogfelezdjére. A szogfelezék egyenlete felirhaté
tobbféle mddszerrel, példdul a masodik megolddsban hasznilt képlet segitségével. A két
szogfelez6 egyenlete: 3x —y =5 és x + 3y = —15, a korok kozéppontjat a szogfelezbk és
az x tengely metszéspontjai adjik.
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3. A Fabol Vaskarika Kft. logdjdn lathaté ABCD négyzet
oldalai 4 cm hosszuak, a BE koriv kozéppontja a D pont, E
az ED koriv kozéppontja pedig a B pont. A logé mind a négy

részét pirosra, kékre, sdrgdra vagy zoldre festik gy, hogy ha D )
két rész keriiletének van kézos szakasza, akkor azok kiilonbozd
szintek lesznek.

a) Hdny négyzetcentiméter a lefestendd terilet? (6 pont) A B

b) Hdny kiilonbozd kifestés lehetséges? (8 pont)
Megoldés. a) A korivek sugara a négyzet BD &t-
E  16ja: BE = DE = BD = 4+/2. Ez azt is jelenti, hogy
a BED haromszog szabdlyos, ezért belsé szogei 60
D fokosak. A BD 4tlé az alakzatot két részre osztja,
igy az alakzat teriilete a részek teriiletének Osszege.
Az egyik rész az ABD derékszogii haromszog: tapp =
74 = 8 cm?. Hatdrozzuk meg a mésik rész teriiletét.
Ha a B koézéppontu, BD sugarid, 60° kozépponti szo-
gl korcikk teriiletéhez hozzaadjuk a D kozéppontu,

A B D B sugari, 60° kozépponti szogi korcikk teriiletét, ak-
kor a BED haromszog teriiletét kétszer szamoltuk, igy
ezt a kapott 6sszegbdl ki kell vonni:

2 2
44/2)" -1 4v2) -3 32
tBEDzz-(f) —(\f) \f:—ﬂ—S\/gz19765cm2.

6 4 3
A lefestendd teriilet tehat 27,65 cm?.

b) A festésre minimum két szint fel kell hasznédlni. Bontsuk szét az eseteket
annak megfeleléen, hogy hany szint hasznalunk.

Ha a szinek szama kett6, akkor az ABC rész szine 4-féle lehet, ugyanilyen
szinnel viszont csak a C'ED rész szinezhet6. Az ACD rész szinére 3 lehetGség
maradt, a BEC rész szine pedig ezzel megegyez6 lesz. Ebben az esetben tehat
a lehet6ségek szama 4 - 3 = 12.

Ha a szinek szdama harom, akkor az egyik szint nem fogjuk haszndlni, ezt
4-féleképpen viélaszthatjuk ki, egy masik szint viszont két rész festésére is hasz-
nélunk, errél a szinrél 3-féleképpen donthetiink. Azt, hogy melyik két rész lesz
egyforma, az el6z6 esetnél latottak miatt 2-féleképpen donthetjiik el, mint ahogy
az liresen maradt részek festésére is 2 lehet6ség van a megmaradt két szin felhasz-
nélasaval. A lehetGségek szama tehat: 4-3 -2 -2 = 48.

Végiil, ha mind a négy szint felhasznaljuk, akkor a lehet6ségek szdma 4! = 24.
A lehetséges kifestések szdma Osszesen 12 4 48 4 24 = 84.

4. Az iskolai focicsapat edzésén az edzd megkérdezett minden jelenlévd didkot,
hogy hdny osztdlytdrsuk tagja a csapatnak. Ketten 1-et, hatan 2-t, egyvalaki 3-at,
oten 4-et és hdrman 5-6t vdlaszoltak a kérdésre.

a) Mennyi az elhangzott vdlaszok mddusza, medidnja, dtlaga és terjedelme?
(7 pont)
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b) Miutdn a matematika—testnevelés szakos edzd nagyon elcsoddlkozott a vdla-
szokat hallva, a csapat tagjai eldrultdk neki, hogy néhdny csapattag matematikaver-
senyre ment, ezért nem tudott eljonni a mai edzésre. Legaldbb hdanyan hidnyoztak?

(5 pont)

Megoldés. a) A médusz 2, mert ezt mondték a legtobben.
A medidn megéllapitasdhoz rendezziik az elhangzott vélaszokat névekvé sor-
rendbe:
1; 15 25 25 25 25 25 2; 3; 45 4; 4; 4; 4; 5; 5; 5.
A 17 szadm koziil a kozépsé a 9-edik, ami 3, {gy ennyi a median.
A szamok &tlaga:
2:146-2+1-3+5-4+3-5 2+124+3+20+15 52

T7 17 7 =~ 3,06.

A terjedelem a legnagyobb és a legkisebb elhangzott valasz kiilonbsége: 5 — 1 = 4.

b) Ha egy osztalybdl n gyerek tagja a csapatnak, akkor az osztdly mindegyik
tagjanak n — 1 osztalytarsa tagja a csapatnak. Ha tehat mindenki ott lenne az edzé-
sen, akkor n-nel oszthaté lenne azoknak a szama, akik azt mondjak, hogy n — 1
osztalytarsuk tagja a csapatnak. Ekkor azonban még legalabb 3 olyan gyerek van,
aki 3-at mondana, és legalabb 3 olyan gyerek, akinek 5 lenne a vélasza, tehat leg-
aldbb 6 gyerek hidnyzik az edzésrél. Ez az eset lehetséges, ha egy osztalybdl 2, két
osztalybdl 3-3, egy osztdlybdl 4, egy osztalybdl 5 és egy osztalybdl 6 gyerek lenne
a csapat tagja.

II. rész

5. A tavasszal hdrom nagy sportversenyt rendeztek a nekeresdfalvi dltaldnos
iskoldban. Az asztalitenisz bajnoksdagban 120 gyerek indult. A fociligdba 8 csapat
nevezett, mindegyik csapatban 9 jdtékos lépett pdlydra. Az dszoversenyen 81-en
teljesitették a tdvot. 23 gyerek mind a hdrom sportdgban versenyzett. Osszesen 45-en
voltak azok, akik egynél tobb szdmban is indultak.

a) Hdnyan vettek részt legaldbb az egyik sportdg versenyén? (6 pont)

A fociligiban mindegyik csapat mindegyik mdsik csapattal egyszer jdtszott.
Az elsd héten dsszesen 13 mérkézésre kerilt sor.

b) Bizonyitsuk be, hogy volt olyan csapat, amely az elsé héten legaldbb négyszer
lépett pdlydra. (4 pont)

Az asztalitenisz bajnoksdgban négy olyan gyerek jutott be a legjobb nyolc kézé,
aki a Futrinka utcdban lakik. A versenyzékbdl sorsoldssal négy pdrt alkottak, akik
megktizdhettek egymdssal a legjobb négy kizé jutdsért.

¢) Mennyi a valdszindsége, hogy nem wvolt olyan pdr, ahol mindkét gyerek
a Futrinka utcdban lakik? (6 pont)

Megoldas. a) Ha osszeadjuk a harom sportdgban induldk szamét, akkor 45 ta-
nuldt legaldbb kétszer, 23 tanulét pedig pontosan haromszor szamoltunk, igy a leg-
aldbb egy szamban indulék szama 120 + 8 - 9 + 81 — 45 + 23 = 251 f6.
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b) Indirekt mddszerrel végezziik el a bizonyitdst. Tegyiik fel, hogy nincs olyan
csapat, amelyik az elsé héten legalabb négyszer jatszott. Ez azt jelenti, hogy mind
a nyolc csapat legfeljebb haromszor lépett palydra. Mivel mindegyik mérkézésen két

P oy , R . . 83 _
csapat 1ép a palyara, igy ebben az esetben a mérkozések szama legfeljebb 5 =12
lett volna. Ellentmondashoz jutottunk, mivel 13 mérkozésre keriilt sor. Indirekt
feltevésiink tehat hamisnak bizonyult, vagyis van olyan csapat, amelyik legalabb

négyszer 1épett palyara.

(Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet ennél a bizonyitdsnél egy tipikus és hibds gondo-
latmenetre. A bajnoksdgokat ugy szoktdk szervezni, hogy egy forduléban mindegyik csapat
jdtszik egy meccset. Mivel nyolc csapat van, igy mindegyik forduléban négy meccset ren-
deznek. Harom forduld esetén ez 12 meccset jelent. Vagyis a 13. meccs mdr a negyedik
forduloban keril megrendezésre. Mi a hiba a gondolatmenetben? Az, hogy nem tudjuk,
hogy ezt a bajnoksigot hogyan bonyolitjak le, és azt kell belatnunk, hogy tetsz6leges sor-
rendben rendezziik is meg a meccseket, az allitas akkor is igaz lesz, nem csak egy konkrét
lebonyolitasi forma esetén.)

¢) I megoldds. Képzeljiik el, hogyan zajlik a negyeddontdk sorsoldsa. Az els§
par kisorsolasakor a nyolc jatékos koziil htuznak ki kettot, és a parositas akkor lesz
csak a végén jo, ha a négy Futrinka utcai koziil és a négy méashol laké koziil is egyet
hiznak, a par kihizasanak sorrendje nem széamit. Hasonléan folytatva a méasodik
és a harmadik par kihtuzéasakor, a keresett valdsziniiség:

p= 8 6 4 T gy T e
6 B I )

1I. megoldds. Képzeljiik el, hogyan zajlik a negyeddonték sorsoldsa. Az elsé név
kihtuzasanal még nem dolt el semmi, nézziik a masodik hizast. Ha az els6é kihtizott
jatékos Futrinka utcai, akkor a lehetséges ellenfelek koziil 3 Futrinka utcai, 4 pedig
nem. Ha az els6 kihtzott jatékos mashol lakd, akkor a lehetséges ellenfelek koziil
3 mashol lakd, 4 pedig nem. Mivel mindegyik parba egy Futrinka utcai és egy
mashol laké versenyzének kell keriilnie, ezért a méasodik név kihuzasakor = annak
a valdszintlisége, hogy az elsé par kisorsolasa jél sikeriilt. Hasonléan gondolkodva,
a negyedik név kihtzasakor %, a hatodik név kihuzasakor pedig % valdszintiséggel
sikeriil a feladat feltételeinek megfeleléoen a sorsolas. Mivel ekkor mar csak egy
Futrinka utcai és egy mashol laké marad a negyedik parba, igy az egész sorsolas
a feladat feltételeinek megfeleléen sikeriilt. A keresett valdsziniiség:

43 2 _ 8

6. a) Egy szabdlyos hatszdg alapi egyenes hasdb alapélei 6 cm, oldalélei 5 cm

hosszuak. Milyen hossziu testdtlos vannak a hasdbnak, és melyik fajtdbol hdany darab?

(8 pont)

b) Legyen p, annak a valdszindsége, hogy egy szabdlyos n oldali hasdb csi-

csai kozil kettot véletlenszerien kivdlasztva, azok egy lapdtld végpontjai lesznek.
Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrértéket:

lim p,. (8 pont)
n—oo
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Megoldas. a) Legyenek a haséb alapjai az ABCDEF és az A’B'C’' D'E'F' hat-
szogek. Az ABCDEF hatszog felbonthaté hat darab egybevagd szabélyos harom-
szogre. Bzt felhasznélva az AD atl6 hossza az alapél hosszénak kétszerese, vagyis
12 ecm. Az AC és AE 4tlok hossza egyenld, hiszen egymds titkorképei az AD &t-
l6ra nézve. Az AC atlé hossza kiszamolhaté koszinusztétellel, vagy kihasznalva
azt, hogy az ABCO rombusz 4t16i merdlegesen felezik egymdst. Azt kapjuk, hogy
AC = AE = 6+/3. Az oldalélek merélegesek az alapokra, igy azok minden egyene-
sére is, ezért az ACC', ADD’, AEFE’ hiromszogek derékszogiick. Mivel mindkét
befogdjuk hossza ismert, igy Pitagorasz-tétellel az atfogdk, vagyis a hasab A cstucs-
bél indulé testdtléinak hossza kiszamolhato:

AC' = AE' =1/ (6v/3)° + 52 = V108 + 25 = V133 ~ 11,53 cm,
AD" =+/122 452 = 13 cm.

Szimmetria-okokbdl az ABC DEF alap mindegyik csicsdbdl két 11,53 cm hosszi
és egy 13 cm hosszu testatlé huzhato, igy a hasabnak Gsszesen 12 darab 11,53 cm
hosszu és 6 darab 13 cm hosszu testatldja van.

D

E
A

b) I. megoldds. Szamoljuk Gssze az egy csticsbdl hizhatd lapatlokat. Az n oldald
alapon n — 3 darab, mig az adott pontra illeszked6 két oldallapon tovabbi 1-1 darab
lapatlé huzhato, igy az egy csticsbdl hizhatéd lapatlok széma n —3+2=n—1.
Mivel a hasabnak 2n cstcsa van, és mindegyik lapatlét kétszer szamoljuk, igy
a lapatlok szdma Osszesen M. Mivel két cstcsot Osszesen (22n )—féleképpen
lehet kivélasztani, ezért a keresett valdszintiség:

2n-(n—1)
B 9 _ on-(n—-1)  n-1
Pr="00N  2n-(2n-1) 2n-1
2 2
A keresett hatdrérték pedig:
: oon—1 ol
lim p, = lim = lim = —.
n—00 n—oo 2n — 1 n—oo 9 _ 1 2
n
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1I. megoldas. Barmelyik csicsot is valasztjuk ki els6ként, minden esetben a ma-
sodik cstcs kivalasztasa donti el, hogy lapatlot hataroz meg a két cstics vagy sem.
A miésodik csics kivélasztdsara osszesen 2n — 1 lehetéség van. Hatdrozzuk meg,
hogy ezek koziil hany olyan van, amely az elséként kivalasztott csiicsbdl hiizott
valamelyik lapatlonak a végpontja. Az n oldalu alapon n — 3 darab, még az adott
pontra illeszked6 két oldallapon tovabbi 1-1 darab lapatlé hizhaté, igy az elscként
kivalasztott csicsbol hizhatd lapatlék szama n — 3 + 2 = n — 1. Ezen lapatloknak
az els6ként kivalasztott ponttdl kiilonbozé végpontjai a megfeleld valasztasok ma-
sodik pontként, ezért a keresett valdszintiség:

_n—1
Pn=on—1
A keresett hatarérték pedig:
. . on—1 N % 1
lim p, = lim = lim =—.
n—oo n—oo 2n — 1 n—o0 9 _ 1 2
n
7. Vizsgdljuk az a, = n® + 4n + 9 sorozatot.
a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat szigorian monoton névd. (3 pont)

b) Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak egyik tagja sem négyzetszdm. (5 pont)

¢) Hdnyféleképpen lehet a sorozat elsd 100 tagja kozil kivdlasztani két kilon-
bozdt ugy, hogy azok dsszege oszthato legyen 5-tel? (8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Mivel a,, = n2 +4n+9 = (n + 2)° +5, ezért a sorozat
grafikonja a valés szdmokon értelmezett f(xz) = (z + 2)* + 5 fiiggvény grafikonjéra
illeszkedd pontokbdl all. Az f fiiggvény grafikonja T(—2;5) tengelypontd, normdl
allasu parabola, ezért az f fliggvény szigorian monoton névo, ha x > —2, igy
minden n pozitiv egész szdm eseténn+1 >n > =2, ezért apy1 = f(n+1) > f(n) =
= a,, vagyis a sorozat szigoruan monoton nové.

I1. megoldds. Mivel a, 41 = (n+1)° +4(n+ 1) +9 = n? + 6n + 14, ezért
Unp1 —ap = (N2 +6n+14) — (> +4n+9)=2n+5>0

minden n pozitiv egész szamra, vagyis a,41 > a,, tehat a sorozat szigorian mono-
ton noéve.

b) I. megoldds. Mivel n > 0, ezért
m+22=n+4dn+4<n’+4n+9<n’>+6n+9=(n+3)°.

A sorozat n-edik tagja az n + 2 négyzeténél nagyobb, és az eggyel nagyobb szdm,
az n + 3 négyzeténél kisebb, igy nincs olyan egész szam, amelynek a négyzetével
egyenl6 lenne, tehat nem négyzetszam.

II. megoldds. Tegyiik fel, hogy a,, = k2, ahol k pozitiv egész szam.
(n+2)°+5=Fk
5=k —(n+2)>%
S5=(k+n+2)-(k—n—2).
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Mivel az els6 tényez6 pozitiv, és a szorzat is pozitiv, ezért a masodik tényezoének is
pozitivnak kell lennie. Ez pedig csak gy lehetséges, hak+n+2=5ésk—n—2=
= 1. A két egyenletbdl 4116 egyenletrendszernek egy megolddsa van: n = 0 és k = 3.
Mivel a sorozat definicidja szerint n pozitiv egész szdm, igy ez a megoldds nem
megfeleld, vagyis a sorozatnak egyik tagja sem négyzetszam. (Megjegyzés: sok he-
lyen elfogadott, hogy a sorozatnak legyen nulladik tagja, ebben az esetben egyetlen
olyan tagja van a sorozatnak, amely négyzetszam, hiszen ag = 9.)

¢) Ha n = 5h + m alakd, akkor
an = (5h+m+2)° +5=>5- (5h% + 2hm + 4h + 1) + (m + 2)°.

Tehat annyi az a,, 6t6s maradéka, mint amennyi az (m + 2)2 0tos maradéka. Ha
tehat az n 6tos maradéka 0, 1,2, 3, 4, akkor az a,, 6t6s maradéka rendre 4,4,1,0, 1.
A sorozat els6 100 tagjdabdl igy 20 darab 6t6s maradéka 0, 40 darab 6tos maradéka
1 és 40 darab tag 6t6s maradéka 4. Kétféleképpen kaphatunk két kivalasztott tag
Osszegeként 5-tel oszthatd szamot: vagy két olyan szdmot adunk Gssze, melynek 0
az 6t6s maradéka, vagy két olyat, melyek koziil az egyik 1, a mésik 4 maradékot
ad b-tel osztva. Az Osszes eset szama tehat:

<220> 440 - 40 = 190 + 1600 = 1790.

8. Egy kis teherszdllité hajo 100 kilométeren 0,1 -v? liter gdzolajat fogyaszt,
ha a sebessége v km/h. Egy liter gdzolaj dra 500 forint, a legénység fizetése pedig
oranként dsszesen 27000 forint.

a) Milyen sebességgel haladjon a hajo, hogy a lehetd legolcsébban tudja teljesi-
teni az 500 km hosszi tdvot? (10 pont)

b) A hajo tobbek kézitt 15 birkdt szdllit. Sajnos, az egyik birkdt betegen vitték

fel a fedélzetre. Tudjuk, hogy ez a beteg birka bdrmelyik egészséges birkdt 10%

valdsziniiséggel fertézi meg. Az igy megfertézott birkdak mdr nem fertéznek tovabb.
Mennyi a valdszindsége, hogy legfeljebb 2 tovdbbi birka kapja el a fertdzést?

(6 pont)

Megoldas. a) Ha a hajé sebessége v kTm, akkor a menetid6 5700 h. Mivel
az iizemanyagkoltség 5-0,1-v2 - 500 Ft, ezért a teljes koltséget forintban a kovetkezd
fiiggvény adja meg (v > 0):

=250 - v? + 13500000 - v~ .

1
k(v) = 250 - v + 13500000
v

A fiiggvénynek akkor lehet minimuma, ha els§ derivaltja 0:

K (v) = 500 - v — 13500000 - v~ = 0,

1
500 v — 350(2)0007
v
v = 27000,
v = 30.
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Mivel k" (v) = 500 +27000000-v~3 > 0, ha v > 0, igy a fiiggvénynek v = 30 esetén
tényleg minimuma van, tehdt az idedlis sebesség 30 km /h.

b) A 14 mésik birka mindegyike 0,1 valészintiséggel fertéz6dik meg, és 0,9 vald-
szinfiséggel marad egészséges. A fert6zést elkapé birkdk szama binomidlis eloszlast
alkot, és azt kell meghataroznunk, hogy a szdmuk milyen valészintiséggel lesz 0, 1
vagy 2:

0,9 + (114> -0,91%.0,1 + <124) -0,92.0,12 & 0,229 4 0,356 + 0,257 ~ 0,842.

Koriilbeliil 84,2 szazalék a valészintisége annak, hogy legfeljebb 2 1jabb birka
fert6z6dik meg.

9. A hagyomdnyos, ugynevezett 6tds lotton a szelvényen 1-t61 90-ig szerepelnek
a szamok, és ezek koziil kell kivdlasztani azt az b szamot, amit a sorsoldson kihuznak.

a) Hdny olyan szdmdtis van, amelyben a szamok szdmtani sorozatot alkotnak?
(6 pont)

b) Hdny olyan szdmdtds van, amelyben a szdmok mértani sorozatot alkotnak?
(10 pont)

Megoldés. a) Legyen a legkisebb kihuizott szdm a, a szédmtani sorozat differen-
cidja pedig a d pozitiv egész szam, ekkor a legnagyobb kihtzott szam a + 4d < 90,
tehdt 4d < 90, igy d < 22,5. Szamoljuk Gssze a lehetséges eseteket ugy, hogy d ér-
tékét rogzitjiik, és megszamoljuk minden esetben a lehetséges értékeit. Ha d = 22,
akkor a < 90 —4d =90 — 4 - 22 = 2, vagyis a értéke 2-féle lehet.

Ha d = 21, akkor a < 90 —4d =90 — 4 - 21 = 6, vagyis a értéke 6-féle lehet.

Eszrevehetjﬁk, hogy ha d értékét 1-gyel csokkentjiik, akkor a lehetséges értéke-
inek szdma 4-gyel né, vagyis az esetek szama egy 22 tagi szamtani sorozatot alkot.
Kérdésiink ezen tagok Osszege, ehhez hatarozzuk meg a 22-edik tagot: ha d =1,
akkor a < 90 —4d =90 — 4 - 1 = 86, vagyis a értéke 86-féle lehet.

Most mar elvégezhetjiik az Gsszegzést, a megfelel6 szamotosok szama:

2
SQQ:JFT%~22:44'22:968.

b) Legyen a legkisebb kihizott szdm a, a mértani sorozat hinyadosa pedig
a g pozitiv raciondlis szdm, ekkor a legnagyobb kihizott szdm a - ¢* < 90, tehét
q* <90, igy g < V90 ~ 3,08. Vizsgaljuk elGszor azt az egyszeriibb esetet, amikor ¢
egész szam, ekkor értéke csak 2 vagy 3 lehet.

Ha g = 2, akkor a < % = 5,625, tehat a értéke csak 1,2,3,4,5 lehet.

Ha ¢ = 3, akkor a < %,

Egész g esetén tehat Gsszesen 6 esetet taldltunk. Mi a helyzet, ha ¢ = %, ahol
b és c relativ prim pozitiv egész szamok és b > ¢? Ekkor a legnagyobb szam

ami csak akkor teljesiil, ha a = 1.

bt a-bt
a-—=——<90
ct ct
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Mivel ez a szam is egész, ezért ¢! osztéja a - b*-nek. Mivel azonban ((:4;b4) =1,
ezért az euklidészi lemma miatt ¢* osztéja a-nak. Ebbél az is kovetkezik, hogy
c* < a <90, igy c értéke csak 2 vagy 3 lehet.

Ha ¢ = 2, akkor a a ¢* = 16 tbbszorose. Ha a > 2 - 16, akkor b > ¢ = 2 miatt

a~b4>32-34_32-81
4 7 94 T 16

=162 > 90,
c

vagyis ellentmondashoz jutottunk. Azt kaptuk, hogy a = 16 lehet csak.
Ha b = 3, akkor ebbdl kapunk is egy megfelel6 szamotost: 16,24, 36, 54, 81.
Ha b > 4, akkor viszont

a- bt S 16 - 44
4 7 94

=16-16 = 256 > 90,
C

vagyis nincs tébb megfelel$ szamotos, ha ¢ = 2.

Mi a helyzet, ha ¢ = 3?7 Ekkor a > 81 és b > 4 miatt

a-b* _ 81-44
27
34

- = 256 > 90,
C

vagyis ebben az esetben nem kapunk megfelel6 szamokat.
Talaltunk tehat 6t olyan szamotost, ahol ¢ = 2, egy olyat, ahol g = % és egy
olyat, amelyben ¢ = 3, igy Osszesen 7 megfelel§ szamotos van.

Erdés Gabor
Nagykanizsa

C gyakorlatok megoldasa

C. 1680. Egy négyszog egyik oldaldnak hossza 5 cm, a rajta fekvd két szog 90°
€s 60°. Tudjuk tovdbbd, hogy a négyszdg hir- és érintonégyszog is. Hogyan lehet ezek
alapjdin megszerkeszteni a mégyszoget? frjuk le és indokoljuk a szerkesztés lépéseit
(az elemi szerkesztési lépéseket, mint pl. szdg felezése, tengelyes tikrizés, nem kell
részletezni).

Javasolta: Zagyva Tiborné (Baja)

Megoldas. Nem sérti az altaldnossagot, ha feltessziik, hogy az ABCD négy-
szogben AB =5 cm és DAB< = 90°, illetve ABC'< = 60°. Mivel ABC D hirnégy-
sz0g, ezért a szemben levl szogeinek Gsszege paronként 180°, igy BC' D< = 90° és
CDA< =120°. A feltétel szerint ABC D érinténégyszog is, ezért van beirt kore,
tehat belsO szogfelez6i egy pontban metszik egymast, ez a pont a beirt kér O ko-
zéppontja.
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