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p a legnagyobb szam, p? > pq, és p? > pr, tehat p > a, és p > b, és nyilvan a # b,
mert p # q. Ez azt jelenti, hogy a és b is megolddsai a modulo p testen értelmezett
2% + 2 + k = 0 egyenletnek. Azonban ez egy masodfoki egyenlet, tehat legfeljebb
két megoldasa lehet. fgy nem lehet p-nek egy harmadik s szomszédja, mert akkor
az ahhoz tartozo c érték is ugyanigy egy b-t6l és c-t6l kiilonbdz6 megoldas lenne.

Maésodszor azt fogom belatni, hogy a legnagyobb prim ¢ és r szomszédaira qr
is el6all 22 4+ = + k alakban. Ehhez el8szor vegyiik észre, hogy feltéve, hogy g > r, és
fgya>b,(g—r)p=a*+a+k—b*—b—k=(a—b)(a+b+1). Mivel 0 < b < a < p,
azért pta — b, és igy p | a+ b+ 1. Felhaszndlva megint, hogy a,b < p, kapjuk, hogy
0<a+b+1<2p,tehat p=a+b+1. Ekkor ¢ —r = a — b, atrendezvea —q=b—r.
Nevezziik ezt a kiilonbséget d-nek. A pg = a® + a + k egyenléségbe behelyettesitve
elészor a p=a+ b+ 1, majd az a = q + d, illetve b = q + r kifejezést:

qlg+r+2d+1)=(g+d)’+q+d+k,
P raqr+2qd+q=q*+2qd+d*+q+d+Ek,
gr=d*>+d+k.

Innen végtelen leszéllassal fogjuk befejezni a bizonyitast. Tekintsiik az S hal-
maz elemszamat, és tegyiik fel, hogy egy n elemii halmazra létezik két kiilonbo-
z6 konstrukcié. Azonban az eddigiek alapjén tudjuk, hogy a legnagyobb primnek
mindkét konstrukciéban ugyanaz a két szomszédja, rdaadédsul ha ezek szomszédosak
lennének, teljesitenék a feltételt. Tehat ha az S halmazbdl kihagyjuk a legnagyobb
elemét, akkor egy n — 1 elemli halmazt kapunk, amire szintén van konstrukcié, hi-
szen ha az el6z6 konstrukciébol kivessziik a legnagyobb primet, akkor a két szom-
szédja egymas szomszédjava valik. Ez teljesiti a feltételt, és igy minden szamnak
ugyannnyi szomszédja marad. A végtelen leszédllast folytatva tehat taldlhatndnk
hdromelem S’ halmazt is, aminek van kétféle felirdsa. Ez azonban ellentmondds,
hiszen harom szamnak minden lehetséges felirdsa egymas elforgatottja vagy tiikro-
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Az €l6z6 részben leirtuk Kempe hibds bizonyitasdt a négyszin-sejtésre, az ol-
vasora bizva, hogy megtalalja a hibat. Ezt a hibat Heawood vette észre 11 évvel az-
utan, hogy Kempe publikdlta a bizonyitasat. Heawood jott ra arra is, hogy Kempe
érvelése segitségével annyit azért be lehet 14tni, hogy tetszdleges (hurokélmentes)
stkgrafot jol lehet szinezni 5 szinnel. Most mi is leirjuk, hogy hol van a hiba Kempe
érvelésében, és hogy hogyan lehet belatni az Otszin-tételt.

Négyszin-sejtés I1:
Hol a hiba Kempe bizonyitasaban?*

* Az irds az Innovéacids és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszamu Ijj Nemzeti
Kivélésidg Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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Hol van a hiba a Kempe-féle bizonyitasban? Ahogy azt mar az el6z8 részben
elarultuk, a hiba az utolsé esetben van, mégpedig akkor, ha a P csicsot nem tudtuk
sem sargara, sem zoldre atszinezni. Ekkor az volt a mddszeriink, hogy a K1 csticsot
atszineztiik sargéara, a K2 csicsot pedig zoldre. Azt allitottuk, hogy a K1 sargara
szinezésekor az S csucs nem szinezddik at kékre. Ez valéban igy igaz, hiszen a piros-
z0ld kor elvélasztja a K1-et S-t6l. Viszont megtorténhet, hogy az dtszinezés soran
a piros-sarga kor néhany sarga csucsat is atszinezziik, igy a K1 atszinezése utan
a piros-sarga kor megsziinik 1étezni. Ezért a K2 zoldre szinezésekor mar nem tudja
a piros-sarga kor garantalni, hogy a Z csics nem szinezodik at kékre.

Hogy ez a probléma valéban bekovetkezhet, azt az 4. dbra mutatja. A v csics
fehér, a tobbi csics 4 szinnel j6l van szinezve. A piros szomszédot nem lehet sem
sargara, sem zoldre &dtszinezni (az ezt tandsité piros-sirga és piros-zold utakat
sziirke vonal jeloli).

4. dbra 5. dbra

Az 5. dbra mutatja, hogy mi torténik, ha a K1 csicsot sirgira szinezziik.
Ekkor a piros-sdrga Ut egyik cstucsa kékre szinezddik, tehat eltiinik a piros-sirga
tit. Es valéban, ellenérizhetjiik, hogy ha ebben a szinezésben most a K2 csicsot
zoldre szinezziik, akkor mar a Z cstics kékre fog szinezodni.

Tehat Kempe mddszere nem miikédik minden esetben, azaz nem sikeriilt belat-
nunk a négyszin-sejtést. Persze (ahogy azéta Appel és Haken megmutatta) minden
hurokélmentes sikgrafot jol lehet szinezni 4 szinnel. De sajnos Kempe mddszerénél
agyafirtabb mddszerekre van sziikségiink, hogy egy ilyen 4 szinnel valé jo szine-
zést mindig megtalaljunk. Viszont ha egy konkrét sikgrafot szeretnénk 4 szinnel
jOl szinezni, akkor érdekes médon Kempe méddszere a gyakorlatban sokszor haté-
kony. Viszonylag ritkak az olyan G — v grafok és részleges szinezések, amiket nem
lehet Kempe mdédszerével befejezni. (Nyilvdn ezért is tartott 11 évig, amig valaki
felfedezte a bizonyitdsban a hibét.)

A 6-szin tétel és az 5-szin tétel

Mikor Heawood megtalalta a hibat Kempe bizonyitdsaban, arra is rajott, hogy
az Otszin-tételt azért be lehet bizonyitani Kempe moddszerével. Nézziik meg hogy

390 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/7



QF 2022.10.22 — 20:04 — 391. oldal — 7. lap KoMalL, 2022. oktéber EF

is megy ez a bizonyitds, de el6tte jegyezziik meg, hogy a hatszin-tételt egészen
meglepGen egyszerii bebizonyitani.

1. tétel. Tetszdleges hurokélmentes sikgraf jol szinezhetd 6 szinnel.

Bizonyitas. Ismét elég a tételt egyszerli sikgrafokra bizonyitani, mert a tobb-
szoros éleket egyszeres élekkel helyettesitve a jé szinezések ugyanazok maradnak.

Egyszeri sikgrafokra pontszamra vonatkozd indukciéval latjuk be a tételt. Ha
legfeljebb 6 pontja van a grafnak, akkor nyilvén ki tudjuk szinezni 6 szinnel, hiszen
akar minden pontnak sajat szin jut. Tegyiik fel, hogy minden legfeljebb k-ponti
egyszerti sikgréfot ki lehet szinezni 6 szinnel. Vegyiink egy (k + 1)-pontu egyszerii G
stkgrafot. Mint az el6z6 részben megmutattuk, egy egyszeru sikgrafban mindig van
legfeljebb 5-foku pont. Vegyiink egy ilyen pontot, és jeloljitk v-vel. A v torlésével
kapott G — v tovabbra is sikgraf, de mar k csiccsal. Tehat ezt a grafot az indukcids
feltevés szerint ki lehet szinezni 6 szinnel. Szinezziik ki (jél) 6 szinnel. Most rajzoljuk
vissza a v pontot és a ra illeszkedd éleket. Mivel v-nek legfeljebb 5 szomszédja
van, a szomszédai legfeljebb 5 szint haszndlnak el. Mindenképp marad tehat egy
szabad szin, amit v-nek adhatunk. fgy jOl szineztiik G-t 6 szinnel, tehat befejeztiik
az indukcios 1épést. O

Most lassuk be, hogy 5 szin is elég a jo szinezéshez!
2. tétel. Tetszdleges hurokélmentes sikgrdf jol szinezhetd 5 szinnel.

Bizonyitas. Ugyantigy, mint a hatszin-tételnél, most is elég, ha a tételt egy-
szerl sikgrafokra bizonyitjuk. Megint pontszamra vonatkozé indukciot hasznalunk.
Legfeljebb 5-pontu gréfra a jé szinezhetség vildgos. Tegyiik fel, hogy legfeljebb
k-pontu gréfokra mar tudunk 5 szinnel j6 szinezést adni. Vegyiink egy (k+ 1)-ponti
G grafot. [jjra vehetiink egy legfeljebb 5-fokd v pontot. A v torlésével kapott gra-
fot az indukcids feltevés szerint ki tudjuk jél szinezni 5 szinnel. Nézziik, hogy ki
tudjuk-e szinezni a v csiicsot, miutan visszarajzoltuk.

Ha a v-nek legfeljebb 4 szomszédja van, vagy 5 szomszédja van, de ezek a G — v
szinezésekor nem mind kiilonbo6z6 szint kaptak, akkor v szomszédai legfeljebb 4 szint
hasznélnak el, és marad a v-nek szabad szin. Probléma csak akkor van, ha a v-
nek pontosan 5 szomszédja van, és a G — v szinezésében ez az 5 szomszéd mind
kiilonb6z6 szineket kapott. Megmutatjuk, hogy ilyenkor Kempe moddszerével meg
lehet egy kicsit valtoztatni a G — v szinezését gy, hogy tovabbra is jo szinezés
legyen, de v szomszédai mar ne legyenek mind kiilonb6z6 szintiek.

Tegyiik fel, hogy v szomszédai az éramutatd jarasa szerint piros, sarga, kék,
z0ld és fekete szineket kaptak. Prébaljuk meg a piros szomszédot kékre atszinezni,
majd ennek kék szomszédait pirosra, stb. Ha v kék szomszédja nem szinezdédik &t
pirosra, akkor v lehet piros. Ha a kék szomszéd atszinezodik, akkor van egy piros-
kék Ut a v piros és kék szomszédja kozott, ami v-vel egylitt egy kort alkot. Ez
a kor elvalasztja a sarga szomszédot a zold és fekete szomszédoktol. Tehat ekkor
a sarga szomszédot atszinezve példaul zoldre, a z6ld szomszéd mar nem fog sargara
atszinezodni. Vagyis v lehet sarga, és készen vagyunk. O
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Vegyiik észre, hogy az 5 szinnel val6 szinezés megtalalasaban egész sok szabad-
sagi fokunk volt, példaul az utolsé lépésben a sarga szomszédot feketére is szinez-
hettiik volna, de kezdhettiik volna tgy is, hogy a piros cstcsot feketére szinezziik at.
Tehat az ember gy érzi, hogy 5 szinnel j6 szinezést taldlni nem tilsdgosan nehéz
dolog. 6 szinnel j6 szinezést taldlni pedig végképp nagyon egyszerd volt. 4 szinnel
jO szinezést talalni mégis olyan nehézzé vélik, hogy 120 év kellett a bizonyitashoz,
és még ebben a bizonyitasban is rengeteg grafrol szamitogéppel kellett ellendrizni
hogy van jé szinezése.

A kovetkez6 részben egy masik utat mutatunk be, amelyen keresztiil matemati-
kusok a négyszin-sejtést probaltdk bebizonyitani. Ez a masik 1t a szinezési polinom
moédszere volt, ami arrdl szélt, hogy ahelyett, hogy csak megprobaljuk bizonyitani
a 4 szinnel valé j6 szinezések létezését, inkabb probaljuk meg megszamolni Gket.
Bar végiil nem a szinezési polinom segitségével lett bebizonyitva a négyszin-tétel,
a szinezési polinom kutatasa nagyon sok érdekes dolgot feltart, és valamennyire azt
is megmutatja, hogy miért olyan nehéz a négyszin-tétel.

Hivatkozasok

[1] https://web.stonehill.edu/compsci/LC/Four-Color/Four-color.htm

[2] Alfred Bray, Kempe’s “proof” of the four-color theorem, MATH horizons, 2002.
https://mathweb.ucsd.edu/ ssam/0l1d/19W-154/kempe . pdf
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61. Ratz Laszlé Vandorgytilés
Eger, 2022. jialius 5-8.
BOLYAI
TARSULAT

Eger mar harmadik éve késziilt megrendezni a vandorgytlést, de a pandémia
kézbeszolt: két éve elmaradt az esemény, tavaly pedig online rendezték meg. Igy
mar nagyon vartuk, hogy végre ijra személyesen vehessiink részt rajta, talalkozhas-
sunk a rég nem latott kedves ismerdsokkel. A Bolyai Janos Matematikai Térsulat
oktatdsi bizottsdga nagyon sokat faradozott azért, hogy minél tobb fiatal, palya-
kezdd, vagy éppen még tanarjelolt hallgaté pedagdgus vegyen részt. Ebben nagy
segitség lehetett a tarsulat dltal kiirt palyazat, amely pont a fiatal korosztaly rész-
vételét tamogatta.

A megnyitén hagyomanyosan dtadtik a Beke Mand-emlékdijakat, és idén el6-
szor a Reményi-dijakat is. A Reményi-dij a Graphisoft-dij utéda.

Eger egy nagyon hangulatos varos, akar a templomait, a varat, vagy a Szép-
asszony-volgyet, akar a vandorgytlésnek otthont adé Eszterhazy Karoly Katoli-
kus Egyetem campusat tekintjiik. A pazar szakmai programkindlat mellett egyéb
kulturalis programokban is bévelkedtiink: egész nyédron zajlottak az Agria Nyari
Jétékok, illetve pont a véandorgyfilés napjaiban az Egri Bor Unnepe.
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