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§ A A 63. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
0OSLO2022 feladatainak megoldasa 1.

A hagyomanyoknak megfeleléen ebben az évben is kozoljitk a nydri matema-
tikai didkolimpia feladatainak a megoldasait; lényegében gy, ahogyan a legilleté-
kesebbek, a magyar csapat tagjai leirtdk. Kozremiikodésiiket koszonjiik és eziton
is gratuldlunk eredményeikhez.

A szerkesztoség

Els6 nap*

1. Oslo bankja kétféle tipusi érmét bocsdt ki: aluminiumot (jele A) és bronzot
(jele B). Mariann elétt n aluminiumérme és n bronzérme van egy sorban elrendezve
valamilyen tetszéleges kezdeti sorrendben. Lancnak nevezzik egymdst kiézvetlendl
kovetd, azonos tipusi érmék tetszdleges sorozatdt. Rdgzitett k < 2n pozitiv egész
szdm mellett Mariann ismételten végrehajtja a kovetkezé miwveletet: meghatdrozza
a leghosszabb olyan ldncot, amely tartalmazza a balrél szamitott k-adik érmét, és
az ezen lanchoz tartozd 0sszes érmét dtteszi a sor bal szélére. Példdul, ha n = 4 és
k =4, akkor az AABBBABA elrendezésbdl kiinduld folyamat:

AABBBABA — BBBAAABA — AAABBBBA — BBBBAAAA —
— BBBBAAAA — --- .

Hatdrozzuk meg mindazon, 1 < k < 2n tulajdonsdgi (n, k) pdrokat, amelyekre min-
den kiinduldsi elrendezés esetén lesz olyan pillanat a folyamat sordn, hogy a balrol
szdmitott elsé n érme mind azonos tipusu.

Terjék Andras Joézsef megoldasa. El6szor megmutatjuk, hogy ha £k <n—1
vagy k > %n + 1, akkor van olyan kiindulasi helyzet, amely utan sosem lesz az els6
n érme azonos tipusu.

Legyen el6szor k < n — 1 és legyen az érmék elrendezése a kovetkezo:
n—1db A, 1dbB, 1dbA, n-1dbB.

Ekkor a kivédlasztott lanc mindig az els6 lanc lesz, igy egy lépés nem valtoztat
semmit, tehdt sosem lesz az els6 n érme azonos tipusu.
Ha pedig k& > %n + 1, tekintsiik a kovetkez6 elrendezést:

Baa o [Bo 2 es

Ekkor a kivélasztott ldnc mindig a legutolsé lesz (mert k > %n +1>2. (%—‘ +

+ I_%J ). Tehdt az érmesor valtozdsa egy 4 hosszu ciklust fog kovetni és sosem lesz
n hosszd lanc.

* A méasodik nap feladatainak megolddsat a novemberi szémban kozoljiik.
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Vegyiik észre, hogy ha egy 1épés soran olyan lancot valasztunk ki, amely nem
az els6 vagy utolsé, akkor ezen lanc athelyezésével a két szomszédja egy lancca
valik, és nem keletkezik 1j ldnc, tehat csokken a lancok szama az érmesorozatban.

Nem lehet végtelen sok olyan 1épés, amely csokkenti a ldncok szdmét (mert
nincs olyan 1épés, amelynek sordn 4j lanc keletkezik), igy egy idé utdn bérmilyen
kiinduléhelyzetbdl mindig az els6é vagy az utolsé lancot valasztjuk ki.

k=mnés k =n+1 esetén, ha legszéls6 lancot véalasztunk ki, az csak n hosszi
lehet, tehat ezt az elejére helyezve az els6 n érme azonos tipusu.

n+1<k< %n + 1 esetén egy id6 utan mindig az utolsé lancot vélasztjuk,
és ezt helyezziik a sorozat legelejére. Ilyen 1épésekkel el6bb-utébb minden lancot
ki kell hogy vélasszunk (mert egy ldnc, amely hatulrdl az f-edik, ¢ — 1 1épés utan
az utolsé lanc lesz). Ez azt jelenti, hogy minden lénc hossza legaldbb 2n — k + 1.

Mivel k < %n +1,igy 2n—k+1> % Tehat minden lanc hossza nagyobb,
mint %; tehat egy érmébol nem lehet 2 kiilonbo6z6 lanc. Vagyis az egész sorozat egy
n hosszi A és egy n hosszi B lancbdl all.

Tehat pontosan azok az (n, k) parok felelnek meg, ahol

n<k<%n+l.

2. Jeldlje RY a pozitiv valés szdmok halmazdt. Hatdrozzuk meg mindazon
f: RT = R* fiigguényeket, amelyekre minden x € R esetén pontosan egy olyan
y € RY létezik, hogy

rf(y) +yf(x) <2

Németh Marton megoldasa. A feltétel szimmetridja miatt, ha z-hez y az egyet-
len megfelel6 érték, akkor y-hoz az x, vagyis a feltétel meghataroz egy olyan g :
R — R* involiciét, melyre barmely € R esetén g(g(z)) = z, és z-hez y = g(z)
az egyetlen érték, mely kielégiti a feladat egyenl6tlenségét.

Elészor beldtjuk, hogy g(x) = « minden pozitiv valés a-re. Tegyiik fel indirekt,
hogy nem, vagyis létezik x # y € R, melyekre

rf(y) +yf(x) <2

Ekkor az értékek egyértelmiisége miatt a kovetkezok is igazak:

vf(z) +xf(x) > 2 és yf(w) +ufly) > 2,
xf(r) >1 és yf(y) > 1.

Hasznéljuk a szamtani-mértani kozepek egyenlGtlenségét:

22 xf(y) +yf(x) > 2vayf(z)f(y) = 2\/(wf(93)) (yf(y) >2vV1-1=2.

Ezzel ellentmondésra jutottunk, vagyis g(z) = x.
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Tehat xf(z) < 1 minden z € RT esetén. Ezutan belatjuk, hogy

Vildgos, hogy f(x) < % Tegyiik fel indirekt, hogy létezik olyan x € R™, melyre
flz) < % Legyen ¢ = % — f(z) > 0. Igy minden z-nél kisebb y-ra (ahol y € RT)
teljesiilnie kell, hogy:

) 1

f(y)+yfle)>2 é [fly) < "
Végiil legyen még z = x — y. Vizsgalni fogjuk, hogy mi torténik, amikor z > 0
nagyon kis értéket vesz fel. x f (x — z) 4 (v — z) f(x) > 2, ekkor f(z—2) < ﬁ miatt

1 1
x +(gc—z)(—5>>2
T—z T

is teljestil, ebbdl

zzs—i—l—&-i—f—l>2—|—i—|—9057
Tr—z T

ze +

z
> — + xe,
rT—z

2
z

2zxe + — > x%e + 228,
T

22
2zxe + — > x25,
T

ami azonban nem teljesiil, amikor z > 0 megfelel6en kicsi, hiszen minden tag po-
zitiv, és a jobb oldal dllandé marad. Ellentmondasra jutottunk, vagyis az indirekt
feltevés nem igaz, tehdt f(x) = % teljesiil.
Viégiil beldtjuk, hogy ez eleget tesz a feltételeknek. A szdmtani-mértani kdzepek
egyenldtlenségével:
>9. /% — o
Ty

Egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, amikor g = %, tehat x =y > 0.

+

< |8
SHES

3. Legyen k pozitiv egész, és legyen S pdratlan primszdmoknak egy véges hal-
maza. Bizonyitandd, hogy (elforgatdstdl és tikrizéstdl eltekintve) legfeljebb egyféle-
képpen lehet az S elemeit eqy kor mentén elrendezni ugy, hogy bdrmely két szom-
szédosnak a szorzata 2 + x + k alaki legyen valamilyen pozitiv egész x-szel.

Koviacs Tamas megoldasa. Elészor azt fogom beldtni, hogy a legnagyobb prim-
nek csak kétféle szomszédja lehet, azaz minden lehetséges elrendezésben ugyanaz
a két prim kell hogy mellette alljon. Legyen p a legnagyobb prim, és az egyik elren-
dezésben a szomszédai ¢ és r; és legyen pg = a® + a + k, és pr = b> + b+ k. Mivel
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p a legnagyobb szam, p? > pq, és p? > pr, tehat p > a, és p > b, és nyilvan a # b,
mert p # q. Ez azt jelenti, hogy a és b is megolddsai a modulo p testen értelmezett
2% + 2 + k = 0 egyenletnek. Azonban ez egy masodfoki egyenlet, tehat legfeljebb
két megoldasa lehet. fgy nem lehet p-nek egy harmadik s szomszédja, mert akkor
az ahhoz tartozo c érték is ugyanigy egy b-t6l és c-t6l kiilonbdz6 megoldas lenne.

Maésodszor azt fogom belatni, hogy a legnagyobb prim ¢ és r szomszédaira qr
is el6all 22 4+ = + k alakban. Ehhez el8szor vegyiik észre, hogy feltéve, hogy g > r, és
fgya>b,(g—r)p=a*+a+k—b*—b—k=(a—b)(a+b+1). Mivel 0 < b < a < p,
azért pta — b, és igy p | a+ b+ 1. Felhaszndlva megint, hogy a,b < p, kapjuk, hogy
0<a+b+1<2p,tehat p=a+b+1. Ekkor ¢ —r = a — b, atrendezvea —q=b—r.
Nevezziik ezt a kiilonbséget d-nek. A pg = a® + a + k egyenléségbe behelyettesitve
elészor a p=a+ b+ 1, majd az a = q + d, illetve b = q + r kifejezést:

qlg+r+2d+1)=(g+d)’+q+d+k,
P raqr+2qd+q=q*+2qd+d*+q+d+Ek,
gr=d*>+d+k.

Innen végtelen leszéllassal fogjuk befejezni a bizonyitast. Tekintsiik az S hal-
maz elemszamat, és tegyiik fel, hogy egy n elemii halmazra létezik két kiilonbo-
z6 konstrukcié. Azonban az eddigiek alapjén tudjuk, hogy a legnagyobb primnek
mindkét konstrukciéban ugyanaz a két szomszédja, rdaadédsul ha ezek szomszédosak
lennének, teljesitenék a feltételt. Tehat ha az S halmazbdl kihagyjuk a legnagyobb
elemét, akkor egy n — 1 elemli halmazt kapunk, amire szintén van konstrukcié, hi-
szen ha az el6z6 konstrukciébol kivessziik a legnagyobb primet, akkor a két szom-
szédja egymas szomszédjava valik. Ez teljesiti a feltételt, és igy minden szamnak
ugyannnyi szomszédja marad. A végtelen leszédllast folytatva tehat taldlhatndnk
hdromelem S’ halmazt is, aminek van kétféle felirdsa. Ez azonban ellentmondds,
hiszen harom szamnak minden lehetséges felirdsa egymas elforgatottja vagy tiikro-

-
A

Az €l6z6 részben leirtuk Kempe hibds bizonyitasdt a négyszin-sejtésre, az ol-
vasora bizva, hogy megtalalja a hibat. Ezt a hibat Heawood vette észre 11 évvel az-
utan, hogy Kempe publikdlta a bizonyitasat. Heawood jott ra arra is, hogy Kempe
érvelése segitségével annyit azért be lehet 14tni, hogy tetszdleges (hurokélmentes)
stkgrafot jol lehet szinezni 5 szinnel. Most mi is leirjuk, hogy hol van a hiba Kempe
érvelésében, és hogy hogyan lehet belatni az Otszin-tételt.

Négyszin-sejtés I1:
Hol a hiba Kempe bizonyitasaban?*

* Az irds az Innovéacids és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszamu Ijj Nemzeti
Kivélésidg Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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