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kozismert feladatokat barki javasolhat kitlizésre. A javasolt feladatokat (megoldé-
sokkal egyiitt) a szerkeszt&ség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott feladatjavasla-
tai koziil a legszebbeket kiilondijban részesitjiik. Versenyzdink akkor kapnak pontot
az altaluk javasolt feladatra, ha annak megolddsdt — a tobbi feladat megoldasahoz
hasonléan — feltoltik a Munkafiizetbe.

Szeretnénk, ha a kittizott kérdések nem zarulnanak le véglegesen a bekiildési
hataridovel, a kozolt megoldéssal. Erre teremt lehet6séget az internetes KoMal f6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédd megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a Szerkeszt6ség

Matematika feladatok megoldasa

B. 5220. Legyen n pozitiv egész szdm. Mutassuk meg, hogy megadhato 1-t6l
2"*2_5g n négyzetszdim gy, hogy kozilik akdrhdny kilonbéz6t dsszeadva (beleért-
ve az egytagi Osszegeket €s az dsszes szdm Gsszegét is) csupa kilonbézd szdmot
kapjunk.*

(6 pont) Javasolta: Freud Rébert (Budapest)

Megoldas. Legyen a; =1 és tetszOleges 2 < i < n-re legyen a; = {\/iai,l],
ahol [a] az a valds szdm fels6 egészrészét jeloli, azaz azt a legkisebb egész szémot,
amely nem kisebb, mint a. Ekkor a rekurzivan definialt a1, ..., a, szdmok pozitiv
egészek és kiilonbozoek, mert V2 > 1, igy a; = [\/ﬁai_l] > /2a;_1 > a;_1. Mivel
kiilonboz6 szamok négyzete kiilonbozd, ezért a?, . . ., a2 pontosan n darab kiilonb6z
négyzetszam.

”

Lemma. Az eldzbekben definidlt a; szdmok négyzeteire igaz, hogy
k
2 2
Z a; < apyq-
i=1

A lemma bizonyitasa. Az allitast k-ra vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk.
Az 4llitds igaz k = l-re, mert ekkor az &sszeg af = 1, amely kisebb a3 = 4-nél.
Az indukciés 1épésben az mondhaté el, hogy ha k-ra igaz az allitas, akkor k + 1-re

is, hiszen
k+1 k
2 _ 2 2 2 2 _ 9.2 _ 2 2_ 2
E a;i = E @ + ajyy < Ay +aiiy =203, = (V2ar1)” < [V2ari1]” = af gy
i=1 i=1

Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik.

* Lésd Freud Rébert cikkét a KoMal 2022. januari szaménak 2. oldaldn.
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Rétériink annak a bizonyitasara, hogy a széban forgd négyzetszamokbol kép-
zett Osszes részosszeg killonbozd, azaz az ai, ..., a3 (1 < k < n egész) szdmok koziil
akarhogyan valasztunk ki néhanyat, azok 6sszege csakis akkor egyenld, ha ponto-
san ugyanazokat a szdmokat valasztjuk ki. Most is k-ra vonatkozo teljes indukciot
alkalmazunk. Az 4llitas trividlis k = 1-re, hiszen az iires dsszegen kiviil maga a3
az egyetlen részosszeg. Az indukcids 1épésben feltessziik, hogy az a3, ..., a3 szd-
mokbodl képzett dsszes részosszeg kiilonbozé; majd tekintjik az af,..., a},, szi-
mokbol képzett részosszegeket. Ezek koziil az ai 4 1-t nem tartalmazoé részosszegek
nem lehetnek egyenl6k, hiszen ezek az el6z6 1épésben is részosszegek voltak, igy hi-
vatkozhatunk az indukciés feltételre. Ha két résszosszeg koziil mindkettd tartalmaz-
za aj 4+1-t, akkor szintén nem lehetnek egyenlSk, hiszen mindkét oldalrdl elhagyva
ai -t az el6z8 esetet kapjuk. Tételezziik fel végiil, hogy egy af -t tartalmazé és
egy ezt nem tartalmazoé részosszeg egyenld, példaul S; = Sy + ai 41, amelybdl So
nemnegativitdsa miatt

(1) S1 2 a%:-&-l

adédik. Indirekt feltevésiink szerint S; egy, az a?,...,a: szdmokbdl képezhetd

k
a?, amelyre

=1

részosszegként is el6dll, aminek minden tagja pozitiv, igy S1 <

K3
a lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy

k
2 2
S1 < g a; < a1,
i=1

ami ellentmond (1)-nek, ezért az af, . . ., a3, szémokbdl kaphatd részosszegek koziil
semelyik kett6 sem lehet egyenld. Ezzel a teljes indukcié végére értiink, és k = n-re
épp azt kaptuk, hogy a kivélasztott n négyzetszambdl képzett minden részosszeg
kiilonbéz6.

M4r csak azt kell beldtnunk, hogy az a?, ..., a2 szdmok 2""2-nél kisebbek. Ko-
rdbban lattuk, hogy 0 < a3 < - -+ < ay, igy elég azt megmutatnunk, hogy a2 < 2712,
El6szor irjuk fel aq,as,a3 pontos értékét. Mivel a; = 1, ebbdl agy = {\@1 =2
(hiszen 1 < v/2 < 2), ebbdl pedig 2v/2 > 2-1 =2 miatt a3 = [2\/51 =3 (hiszen
(2\/5)2 =8 < 3?%), tehat a; = 1, as = 2, ag = 3. A tovabbi értékeket feliilrl be-
csiiljiik. Mivel a; 11 = [\/iai] <V2a;+1, ezért a by =1, by =2, by =3, i > 4-re
b; = V/2b;_1 + 1 sorozat feliilrdl becsiili az a; sorozatot. Ez teljes indukciéval bizo-
nyithato, hiszen a1 < by, az < b, as < bs, és ha a; < b; (i > 4), akkor

Giv1 < V2a; +1< V2 +1=biy ;.

Most tjabb teljes indukciéval belatjuk, hogy ¢ > 3-ra

X 1—4
1—3 :
bi=3-22 +> V2.

Jj=0
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Ez igaz i = 3-ra, mert

3—4
3—3 i
by=3=3-2"40=3-2"2 +Y V2,
=0

hiszen az Osszegzés itt egy iires 6sszeg. Az indukcids lépésben tegyiik fel, hogy egy
1 > 3-ra miikodik a képlet. Ekkor

. i—4
i—3 i
bi+1\f2bi+1\f2<3o22+2\/§j>+1
j=0
) i—4 ) (i+1)—4
=2 1 (i+1)-3
=3.22 +Z\/§J+ +1=3-2 2z + Y V2,
§=0 §=0

ahol az utolsé lépésben 1-gyel megnoveltiik az Osszegzés j indexét, az 1 pedig
az Osszeg els6 tagja lett (ekkor j = 0). Ezzel igazoltuk, hogy a képlet miikodik.

A képletben szereplé szumma tagjai egy olyan mértani sorozatot alkotnak,
amelynek elsé tagja 1, hanyadosa /2, igy alkalmazhatjuk az Osszegképletet
1 > 3-ra:

i—3 \/57:_3 1 i—3 2% 1
bj=3-22 4+ —-=3-22 + ———.
V2-1 V2-1
Tudjuk, hogy b; feliilrdl becsiili a;-t, ezért
3 2@ 1
71— -
a; <322 4 ———
V2-1

és mindkét oldal pozitiv, ezért négyzetre emelve az ezzel ekvivalens

- 21'73 12

i— 2

a?< (322 45—
V2-1

egyenl6tlenséget kapjuk, minden ¢ > 3-ra. Nyilvdn n = 1-re és n = 2-re az allitas
igaz, hiszen a; =1 <23 =8 és ay =2 < 2' =16, n > 3-ra pedig hasznilhatjuk
a fenti fels6 becslést ¢ = n-t behelyettesitve. Ebbol

n—3 2
n—3 2 —
(2) a2 < (3-22 +21>.

Mar csak be kell 1dtnunk, hogy a jobb oldal nem nagyobb 2712-nél, amelyhez
tekintjiikk a hanyadosukat és atalakitjuk a kovetkezoképpen:

5 9" 1\ n3 2
n—o - n—3 2 2 —1
3:2 2 +—p—r 3-272 4 ——
( ﬁ*) VZ-1
on+2 - n+2 B

2 2
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5 1\
s TR s 23 Y :
=|3.2724+— 22 | ~(3.272 4 ~0,95712 < 1.
V2-1 V2-1

Lathatjuk, hogy a tort értéke 1-nél kisebb, és mivel a szamlildja és a nevezgje is
pozitiv, a szamlalé biztosan kisebb a nevezonél; tehat

3 2L—3 12

n— 2 -

3-2 2 4+ ——— <2"+27
V2 -1

amit (2)-vel dsszevetve
a2 < 2nt?
adddik. Ezzel a bizonyitds utolsé 1épését is befejeztiik.

Duchon Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Bényei Borisz, Chrobidk Gergd,
Duchon Mérton, Kalocsai Zoltdn, Sagi Mihdaly és Varga Boldizsdr. 5 pontos 3, 4 pontos
4 dolgozat. 3 pontot 2, 2 pontot 1, 0 pontot 2 versenyz6 kapott.

B. 5231. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre teljestil, hogy

n

zn:k- A D AR CAE
k=1

k=1

(4 pont)

I. megoldas. A feladat allitdsaban szerepld egyenléség mindkét oldaldt atala-
kitjuk. Nézziik el6szor a bal oldalt, ahol tobbszor is felhasznaljuk a mértani sorozat
osszegképletébdl adodo 20 4 21 + 22 4 ... 42771 =27 — 1 egyenldséget (n € Z7T):

n
Zk-z’H:1-2°+2-21+...+n-2”*1:
k=1

=@ +2'+. 42 h P 22+ 42+ (2 ) =
=@2"-D+@"-1-29+@2"—1-20-2Y + ...+
+(2"—1-(2°4...+2"?)) =
=n-2"—(1+(14+2°)+@+20+2) +. .. +(1+20+2"+ ... +2"7%)) =
=n-2" — (2420422 4. g2 =pn 2" (2" — 1) =n-2" - 2" + 1.
Most a jobb oldalon szereplé tsszegben bontjuk fel a zardjelet:

Z 27L—k' . (Qk _ 1) — Z(2TL _ 2n—k);
k=1 k

=1
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latjuk, hogy a 2™ tagban nem szerepel k, vagyis az a tag csak n-t6l fiigg, és pontosan
n-szer szerepel az Gsszegben, ezért

zn:@” —nhy = Zn: on Zn: Nk —p.on — zn:2"*’°.
k=1 k=1 k=1 k=1
Az utolsé tagként szerepld osszeget kibontjuk, igy azt kapjuk, hogy
n-2m— (2"t gon 2 42 =pn.2" - (2"~ 1) =n-2" - 2" + 1.
Megmutattuk, hogy a feladatban szereplé egyenloség mindkét oldalanak értéke
n-2" —-2"+1,

tehéat egyenlok. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Tobb dolgozat alapjdn

I1. megoldas. A bizonyitast teljes indukcidval végezziik. Az allitds n = 1-re
helyes, hiszen 1-2° = 1 = 2°(2! —1). Tegyiik fel, hogy valamely n = i pozit{v szdmra
igaz az &llitds, majd bontsuk ki az 6sszegzéseket:

D ke2bTt =N ok 2k -,
k=1 k=1
1-204 2.2 4 g 27 =22t 1) 27222 — 1) ..+ 2028 — 1),

Felirjuk az &llitdst (i + 1)-re, majd a jobb oldalon az utols6 kivételével minden
tagbdl kiemeliink 2-t:

1-29+2. 2"+ 4027 (i +1)2) =
=202' — 1)+ 27122 — 1) + . 2M (20— 1) + 202 — 1),

1-204 2.2 4 42 (i 1)20 =
=2(2712 = 1)+ 207222 = 1) + ...+ 2°(2" — 1)) +20(27F —1).

Most a bal oldalon alkalmazzuk az indukciés feltevést, majd vonjunk ki mindkét
oldalbdl (2771(2! — 1) 4+ 2772(22 — 1) 4 ... + 29(2" — 1))-t, gy azt kapjuk, hogy

((4+1)-20 =212 = 1)+ 277222 — 1) + ... +20(2" — 1) +2°2F - 1),
Végezziik el a kijelolt miiveleteket:
121_’_21:121_(21—14_21—2_’_+2+1)+21+1_1’

rendezziik, majd a zardjelben 1évé mértani sorozat elsé i tagjanak Osszegét szamit-
suk ki az Osszegképlet segitségével:

) 2t _ 1 )
2" = — 20t 1.
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Ebbél rendezés utén a 2¢ +2¢ = 2¢+! egyenlethez jutunk, abbdl pedig a 2 -2 = 2i+1
azonossaghoz; tehat a bizonyitandé allitds minden pozitiv egész n-re teljesiil.

Szittyai Anna (Szeged, Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

ITI. megoldas (Ez olvashaté a honla_pon*). Tekintsiik az alabbi, n x n-es tab-
lazatot (a tablazat i. soranak j. eleme 2971 ha i < j, egyébként 0).

1 2 22 923 . 9on=3 9n-2 o9n-l
0 2 22 23 ... 9on=3 9n=2 on-l
0 0 22 23 ... 9on=3 9n-2 on-l
0 0 0 28 ... on=3 9n-2 on-l
00 0 0 .. 2n=3 9on=2 9gn-l
00 0 0 ... 0 2n2 on-l
00 0 O ... 0 0 2n!

A bizonyitandé egyenlet mindkét oldaldn a tablazatban szerepld szamok Osszege
all:
n
e A S k-2 5sszegben oszloponként adjuk Gssze a szamokat, a k-adik osz-
k=1
lopban éppen k - 2871 a szdmok Gsszege.

n
e A S 27 F.(2F — 1) 6sszegben soronként adjuk Gssze a szamokat, hiszen az
k=1

(n — k + 1)-edik, azaz alulrdl k-adik sorban a szamok 6sszege éppen

onh ol =onth (2Rl =tk ok ).

Megjegyzés. Erdemes elmesélni, hogy miként sziiletett ez a feladat.

Képzeljiik el, hogy 2™ kiilonb6zé magassdgi embert szeretnénk tornasorba &llitani
kevés sszehasonlitdssal (egy Osszehasonlitdssal két embert tudunk sszehasonlitani).

Egy lehet6ség, hogy egyenként ,illesztjiik be” az embereket a tornasorba. Ha ¢ — 1
embert mar sorba rendeztiink, akkor a t. ember helyét binaris kereséssel meg tudjuk ta-
ldlni a tornasorban {log2 (tﬂ osszehasonlitassal, a legszerencsétlenebb esetben is. Ezzel

n
a médszerrel a legszerencsétlenebb esetben éppen > k- 2k=1 ssszehasonlitdsra lesz sziik-
k=1

ségiink a 2" ember tornasoranak felallitdsahoz (hiszen éppen 2! kiilonbozé olyan t érték
van, amelyre [log,(t)] = k).

Egy maésik lehet8ség, hogy el8szor 2771 diszjunkt part dsszehasonlitunk, aztan két-
két part osszefésiiliink egy-egy négyes tornasorrd, majd két-két négyest egy-egy nyolcas

* A Pontverseny” meniipont , Feladatok” részében mindig az aktuélis tanév, mig a ,,Ko-
rabbi évek” részben értelemszeriien az elmult tanévek feladatai és megoldasai taldlhatdak
meg.
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tornasorré, és igy tovabb. Igy 27 * alkalommal fogunk két 28! méretii tornasort 6sszefé-
stilni. Kénnyen meggondolhatd, hogy két s tagi tornasor dsszefésiiléséhez — a legrosszabb

esetben — 2s — 1 6sszehasonlités sziikséges. Tehat ezzel a médszerrel a legszerencsételenebb
n

esetben S 2"7F . (2% — 1) &sszehasonlitdsra lesz sziikségiink.
k=1

A feladat kitiiz&je rendezési algoritmusokat tanitott matekdéran, amikor kivancsisag-
bdl 6sszehasonlitotta n = 7 esetén a két modszer 1épésszamét. Meglepve tapasztalta, hogy
mindkét esetben éppen 769-et kapott eredményiil — jobban belegondolva kideriilt, hogy
ez nem egy véletlen egybeesés.

Osszesen 91 dolgozat érkezett. 4 pontot 90, 3 pontot 1 versenyzé kapott.

” ee

A K pontversenyben kitiizétt gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(729-733.) | ! a

K. 729. 2022 perc mulva éjfélt fog titni a gydri varoshéza toronyoraja. Mekkora
szoget zar be most a toronydra kis- és nagymutatdja?

K. 730. Behuztuk egy kor nyolc hurjat igy, hogy a hirok metszéspontjainak
szdma a lehetd legtobb legyen. Hany részre bontja ekkor ez a nyolc hir a korlapot?

K. 731. Egy 4 x 6-os téglalapot szeretnénk egyrétiien lefedni
az abran lathaté L-alaku lappal egybevagé lapokkal. Az L-alaku
lapokat tetszés szerint elforgathatjuk, illetve megfordithatjuk. Van-e
legaldbb 36 kiilonb6zo lefedés?

K/C. 732. Négy matematikatandr egyike sem idésebb 70 évesnél és mindegyi-
kiik életkora években szamitva primszam. Hany éves a legfiatalabb, ha atlagéletko-
ruk 60 év, és nincsenek kozottik egykoriak?

K/C. 733. Mekkora a teriilete annak a legkisebb téglalapnak, amelybe beleir-
haté egy olyan paralelogramma, amelynek egyik szoge 60°, egy-egy oldala 4 cm és
6 cm hosszui és két oldala a téglalap két oldalara illeszkedik?

*

Bekiildési hatarid6: 2022. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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