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Beszdamolo a 63. Nemzetkozi Matematikai
Didkolimpiaradl

Az idei Nemzetkozi Matematikai Didkolimpiat julius 6. és 16. kozott Norvégia
rendezte meg Osléban, két jarvanysijtotta év utdn végre személyes jelenléttel.
A versenyen 104 orszdg 589 didkja vett részt.

A versenyen, szokds szerint, mindkét napon négy és fél 6ra alatt harom-harom
feladatot kellett megoldani. A feladatok szovegét alabb ko6zoljik. Mindegyik fel-
adat helyes megolddsaért 7 pont jart, igy egy versenyz6 maximalis teljesitménnyel
42 pontot szerezhetett. A versenyzék pontszdma a koordindtorok és a csapatve-
zeték kozotti egyeztetés révén alakult ki. A verseny befejezése utan megéllapitott
ponthatarok szerint aranyérmet a 34-42 pontot elérd, eziistérmet a 29-33 pontos,
mig bronzérmet a 23-28 ponttal rendelkezé tanuldk szereztek. A szokatlanul ma-
gas ponthatarok foként annak tudhaték be, hogy az 1. és 4. feladaton kiviil idén
a 2. feladat is igen konnytinek bizonyult.

A magyar csapatot a Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorl6 Altalanos Iskola és
Gimndazium hat tanuléja alkotta.

Kovacs Tamas (12. oszt.) 30 ponttal ezistérmet nyert.
Seres-Szabé Mirton (11. oszt.) 28 ponttal,

Néador Benedek (11. oszt.) 27 ponttal,

Molnar-Szabé Vilmos (11. oszt.) 25 ponttal,

Terjék Andrés Jozsef (12. oszt.) 25 ponttal és

Németh Marton (11. oszt.) 23 ponttal bronzérmet kapott.

Frenkel Péter (ELTE TTK Algebra és Szamelmélet Tanszék; Rényi Intézet)
a magyar csapat vezetéjeként, Dobos Sdindor (Budapesti Fazekas Mihaly Gyakorlo
Altaldnos Iskola és Gimndzium) a magyar csapat helyettes vezet&jeként, Kunszenti-
Kovdces David (ELTE TTK Alkalmazott Analizis Tanszék; Rényi Intézet) a Didk-
olimpiat iranyitoé ottagu Tabla, az Etikai Bizottsag és a Feladatkivédlaszté Bizott-
sag tagjaként, valamint f6koordindtorként, Borbényi Mdrton (ELTE TTK) és Kds
Géza (ELTE TTK Analizis Tanszék; SZTAKI) a Feladatkivilaszté Bizottsdg tag-
jaként és koordinatorként, Beke Csongor, Csahok Timea, Csapé Hajnalka, Frakndi
Addm, Gerencsér Baldzs, Gyarmati Maté, Gydrffy Agoston, Hansel Soma, Imolay
Andrds, Jankd Zsuzsanna, Kerekes Anna, Kiss Melinda Flora, Kldsz Viktdria, Ko-
csis Anett, Kovdcs Benedek, Lenger Daniel, Nagy Kartal, Vdli Benedek, Vdrkonyi
Zsombor és Zdahorsky Akos pedig koordinatorként miikodott kozre az olimpian.

Az orszdgok nem-hivatalos pontversenyében Magyarorszdg a résztvevé 104
orszag kozott a 32.-33. helyen végzett.

A csapatverseny élmezdnyének sorrendje {gy alakult (megszerzett pontszdma-
ikkal):

1. Kina 252, 2. Dél-Korea 208, 3. USA 207, 4. Vietndm 196, 5. Roménia 194,
6. Thaifold 193, 7. Németorszag 192, 8-9. Iran és Japan 191, 10-11. Izrael és Olasz-
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orszag 188, 12. Lengyelorszag 183, 13. Egyesiilt Kiralysag 179, 14-15. Kanada és
Tajvan 178, 16. Bulgaria 177, 17-18. Kazahsztan és Ukrajna 174, 19-21. Brazilia,
Hongkong és Peru 173, 22. Szatud-Ardbia 168, 23. Mexiké 167, 24-25. India és Szin-
gapur 165, 26-28. Orményorszag, Gorogorszag és Torokorszag 163, 29-30. Ausztra-
lia és Mongdlia 162, 31. Belarusz 160, 32-33. Franciaorszag és Magyarorszag 158.

Az Osszes résztvevd orszag és versenyzd neve és eredménye megtaldlhato
az https://wuw.imo-official.org/ honlapon.

Szeretnék koszonetet mondani a versenyzok tandrainak. A kozponti olimpiai
felkészito szakkor vezetdje a helyettes csapatvezetd, Dobos Sdndor volt. A felkészi-
tés részét képezte egy egyhetes taborozas junius végén, Dobos Sdndor és Kiss Géza
(Budapesti Fazekas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és Gimndzium), valamint
Imolay Andrds és Kovdcs Benedek (ELTE TTK) vezetésével. A felkészitésben és
a valogatdversenyek dolgozatainak javitdasdban a tanév soran sokan mésok is részt
vettek. A 11. osztalyos versenyzék tanarai Dobos Sdndor, Addm Réka és Fazakas
Tiinde, a 12. osztalyosoké Gyenes Zoltin, Hujter Bdlint és Juhdsz Péter voltak.
Németh Marton tandra volt még Erdds Gdbor, Nador Benedeké pedig Kovdcs
Benedek és Szics Gabor.

Az olimpidn voltak matematikai és kulturdlis-turisztikai jellegii kisérd prog-
ramok is. A résztvevék a zsonglérkodés matematikdjardl hallgathattak eléadast,
muzeumokba és kalandparkba latogathattak el. A teljes program megtalalhaté
a https://wuw.imo2022.org/imo/Programme honlapon.

Tobb 1j tisztségvisel6t is megvalasztottak az olimpidn, koztiik egy magyart is:
Kés Géza a Téabla tagja lett.

A kovetkezd matematikai didkolimpidt Japan rendezi Csiba varosaban, 2023.
julius 2-13. kozott.

Frenkel Péter

A 63. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia feladatai

Els6 nap

1. feladat. Oslo bankja kétféle tipusi érmét bocsdt ki: aluminiumot (jele A) és
bronzot (jele B). Mariann el6tt n aluminiumérme és n bronzérme van egy sorban
elrendezve valamilyen tetszéleges kezdeti sorrendben. Ldncnak nevezziik egymast
kozvetleniil kdvetd, azonos tipusu érmék tetszoleges sorozatat. Rogzitett k < 2n
pozitiv egész szam mellett Mariann ismételten végrehajtja a kovetkezd miiveletet:
meghatarozza a leghosszabb olyan lancot, amely tartalmazza a balrél szamitott k-
adik érmét, és az ezen lanchoz tartozé Gsszes érmét atteszi a sor bal szélére. Példaul,
han =4 és k =4, akkor az AABBBABA elrendezésbdl kiindulé folyamat:

AABBBABA — BBBAAABA — AAABBBBA — BBBBAAAA —
— BBBBAAAA — --- .

Hatdrozzuk meg mindazon, 1 < k < 2n tulajdonsigi (n, k) parokat, amelyekre min-
den kiindulési elrendezés esetén lesz olyan pillanat a folyamat soran, hogy a balrdl
szamitott elsd n érme mind azonos tipust.
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2. feladat. Jelolje R* a pozitiv valés szamok halmazat. Hatdrozzuk meg mind-
azon f: RT — RT fiiggvényeket, amelyekre minden x € R esetén pontosan egy
olyan y € R* létezik, hogy

zf(y) +yflz) <2

3. feladat. Legyen k pozitiv egész, és legyen S paratlan primszamoknak egy vé-
ges halmaza. Bizonyitandd, hogy (elforgatdstdl és titkrozéstol eltekintve) legfeljebb
egyféleképpen lehet az S elemeit egy kor mentén elrendezni gy, hogy barmely két
szomszédosnak a szorzata x2 + = + k alaki legyen valamilyen pozitiv egész x-szel.

Masodik nap

4. feladat. Legyen ABCDE olyan konvex 6tszog, hogy BC = DE. Tegyiik
fel, hogy az ABCDE 6tszog belsejében 1év6é T pontra TB =TD, TC =TFE és
ABT< =TFEA<. Messe az AB egyenes a CD és CT egyeneseket a P, illetve
Q@ pontban. Tegyiik fel, hogy a P, B, A,(Q pontok az egyenesiikon ebben a sor-
rendben helyezkednek el. Messe az AE egyenes a CD és DT egyeneseket az R,
illetve S pontban. Tegyiik fel, hogy az R, F, A, S pontok az egyenesiikon ebben
a sorrendben helyezkednek el. Bizonyitandd, hogy a P, S, ), R pontok egy koron
vannak.

5. feladat. Hatdrozzuk meg mindazon, pozitiv egészekbél all6 (a, b, p) szamhdr-
masokat, amelyekre p prim és
aP = bl + p.

6. feladat. Legyen n pozitiv egész. Skandindv négyzet egy n X n méretli tébla,
amely 1-t6] n’-ig az Osszes egész szamot tartalmazza tgy, hogy minden mezében
pontosan egy szam all. Két kiilonb6z6 mez6t szomszédosnak tekintiink, ha van ko-
z6s oldaluk. Ha egy mezonek minden szomszédjaban nagyobb szam all, mint ében-
ne, akkor volgynek nevezziik. Kaptato egy sorozat, amely egy vagy tobb mezSbdl
all agy, hogy

(1) a sorozat elsé mezdje egy volgy,

(#4) a sorozat minden tovabbi mezdje szomszédos az 6t kozvetleniil megelézd
mezo6vel, és

(7i1) a sorozat mezdiben &ll6 szdmok novekvd sorrendben vannak.

Adott n esetén hatarozzuk meg egy skandindv négyzetben 1év kaptatdk sza-
manak legkisebb lehetséges értékét.

Olimpiai elokészito szakkorok
a 2022/2023. tanévben

A Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat dltal szervezett Kézponti olimpiai szak-
kori felkésziilés az alabbiak szerint torténik:

Budapest: az els6 alkalom szeptember 23-4n (pénteken) lesz a Budapesti Faze-
kas Mihdly Gyakorld Altalanos Iskola és Gimndziumban (Budapest VIII. keriilet,
Horvath M. tér 8.) 14:30 és 17:00 kozott, szakkorvezets: Dobos Sdndor.
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Csongrdd-Csandd megye: az els6 alkalom szeptember 15-én (csiitértokon) lesz,
utdna kéthetente a Szegedi Tudomédnyegyetem Bolyai Intézetében (Szeged, Aradi
vértanuk tere 1., I. emelet, Riesz terem), 15:00 és 17:00 kozott, szakkorvezeté:
Kosztolanyi Jozsef.

Erdos Pdal Matematikai Tehetséggondozo Iskola veszprémi foglalkozdsai 9—12.
évfolyamosok szdmdra. Az egyes foglalkozasokra a jelentkezést a didkok egyénileg
végezhetik el 2022. szeptember 17-ig az Erdés Iskola honlapjan®. Az idei els6
foglalkozas Veszprémben szeptember 30. és oktéber 2. kozott lesz.

ﬂ)
~
EGMO 2022/2023 felhivas 'i QD

> 4
WD

2023. aprilis 13. és 19. kozott Portorozban keriil megrendezésre a tizenkettedik
Eurépai Lany Matematikai Didkolimpia, az EGMO (https://egmo2023.dmfa.si/,
https://www.egmo.org/). Orszdgunk a versenyen egy négyf6s csapattal képvisel-
tetheti magat, melynek Gsszetétele 2023 elején deriil ki. A valogatas szempontjai:
vélogatéversenyek (2022 8szén és 2023 elején) — kis mértékben az elmuilt évi is —, or-
szdgos kifejtds egyéni versenyek (matematika OKTV, Kiirschdk J6zsef Matematikai
Tanuléverseny, Arany Déniel Matematikaverseny), a K6MaL (A és) B pontverse-
nyei, valamint az évkozi munka.

A versenyen val6 sikeres szerepléshez, illetve a kiutazé csapatba keriiléshez is
alapvetden nélkiilozhetetlen az alapos felkésziilés, ezt tobbféleképpen is szeretnénk
segiteni. Ev kézben kériilbeliil havi rendszerességgel kiildiink az érdekléddknek (te-
matikus) feladatsorokat; az ezekre kiildott megolddsokra személyesen is visszajel-
ziink. Emellett az 6szi vélogatoig legeredményesebb didkok részt vehetnek a téli
brit-magyar kozos IMO felkészité taborban. A két vélogatd Osszesitett eredménye
alapjan a legeredményesebb didkok részt vehetnek az intenziv EGMO felkészitd
hétvégén is.

A felkésziilésbe érdemes minél elébb, akdr mér kilencedikesként bekapcsol6dni.
Minden lany jelentkezését szeretettel varjuk, akit érdekel a versenyrészvétel lehe-
t6sége és nem riad vissza attol, hogy ezért komolyabb munkéat fektessen bele.

AKki szeretne részt venni a valogatasban és felkésziilésben, vagy barmilyen
kérdése van, irjon minél el6bb az egmo.hungary@gmail.com cimre.

Kiss Melinda Fléra, Baran Zsuzsa

*https://erdosiskola.mik.uni-pannon.hu/
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‘ | Négyszin-sejtés I:

| A sejtés sziiletése és egy bizonyitasi kisérlet”

Francis Guthrie, egy londoni didk, 1852-ben Anglia megyéinek térképét né-
zegetve rajott, hogy ki tudja szinezni a megyéket 4 szinnel gy, hogy szomszédos
megyék sehol se kapjanak azonos szint. Meglepte, hogy egy ilyen sok megyébdl allé,
latszolag teljesen szabdlytalan térképet ilyen kevés szinnel ki lehet szinezni. Ezért
azt kezdte sejteni, hogy ez egy &ltaldnos tulajdonsig lehet, és taldn minden tér-
képet ki lehet szinezni 4 szinnel ugy, hogy szomszédos tartoményok ne kapjanak
azonos szint. Miutdn nem sikeriilt bebizonyitania, hogy igy lenne, de olyan tér-
képet sem sikeriilt rajzolnia, ahol tobb, mint 4 szinre lenne sziikség, irt 6cesének,
Frederiknek, aki ekkoriban a University College Londonban tanult matematikét.
Frederik is érdekesnek talalta a sejtést, viszont neki sem sikeriilt sem bizonyitast,
sem ellenpéldat taldlnia. Ezért elmondta a kérdést tanaranak, a neves matematikus
Augustus De Morgannek. De Morgan hasonléan jart, a kérdést nagyon izgalmasnak
talalta, megoldani azonban nem tudta, ezért feltette a kérdést tovabbi matematikus
ismeroseinek. fgy indult utjara a hires négyszin-sejtés, melyet végiil 1976-ban sike-
riilt bebizonyitania Appelnek és Hakennek, de a bizonyitasuk annyiban szokatlan
volt, hogy rengeteg esetet szamitégéppel kellett leellenOrizni, tehat nem egy emberi
ésszel konnyen atlathato bizonyitasrol volt szé. Késébb Robertson, Sanders, Sey-
mour és Thomas adott egy bizonyitast, amiben kevesebb esetet kell szamitogéppel
ellendrizni, de még az 6 bizonyitasukhoz is sziikség van a szamitégépre. ,,Rovid”
bizonyitds azdta sem ismert a tételre. A sejtés felvetése és bizonyitasa kozott eltelt
tobb, mint 120 év alatt a négyszin-sejtés végig nagyon sok embert foglalkoztatott,
és a megoldasdra tett eréfeszitések rengeteg hasznos tuddst eredményeztek. A ko-
vetkezd cikksorozat ebbdl szeretne egy kis izelitét adni.

Az elsé részben bemutatjuk az elsé bizonyitasi kisérletet a négyszin-sejtésre.
Ezt Kempe publikalta 1879-ben. Ezutan 11 évig megoldottnak hitték a négyszin-
sejtést, azonban 11 év utan Heawood észrevett egy hibat a bizonyitdsban. Sajnos
az deriilt ki, hogy ez nem egy konnyen kijavithat6 hiba. Ennek ellenére a Kempe-féle
bizonyitds sok hasznos Otletet szolgaltatott. Heawoodnak a Kempe-féle bizonyitast
modositva sikeriilt belatnia az 6tszin-tételt, azaz hogy barmely térkép jol szinezhetd
5 szinnel. Valamint a négyszin-tétel majdnem 100 évvel kés6bbi Appel-Haken-féle
bizonyitasa is épit Kempe gondolatmenetére.

Izgalmas és tanulsagos feladat megkeresni a hibat Kempe érvelésében. Nézziik
meg, hogyan is sz0l ez az érvelés.

A sejtés jelentdsége. Miel6tt bemutatnank Kempe érvelését, hadd mondjunk
még par szot arrdl, hogy miért érdekes a négyszin-sejtés. Hiszen nincs igazan

* Az irds az Innovéacids és Technolégiai Minisztérium UNKP-20-5 kédszamu Ijj Nemzeti
Kivélésidg Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovaciés Alapbdl finanszi-
rozott szakmai tdmogatasaval késziilt.
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praktikus jelentosége. Taldn kicsit esztétikusabb egy térképet 4 szinnel szinezni,
mint ha 6 szinnel lenne szinezve, de ha csak az a célunk, hogy a megyéket jol
el tudjuk kiiloniteni egyméstol, valéjaban 6 szin is ugyanolyan j6, mint 4. Hogy
mégis 120 év matematikusai lelkesedtek a kérdés irant, az azért van, mert ez egy
meglepl jelenség, aminek nem értjiik az okat. Ha pedig valami meglepd dolog igaz,
akkor az ember azt feltételezi, hogy az annak a hatterében &all6 torvényszeriiséget
megértve sokkal jobban fogjuk érteni a vilagot, és ez sok més jelenség megértésében
is segiteni fog.

Megjegyezziik, hogy bar a térképek szinezése nem egy gyakorlatban érdekes
kérdés, sok praktikusan érdekes problémat le lehet forditani altaldnosabb szinezési
kérdésekre.

Fogalmazzuk at a kérdést, hogy megszabaduljunk a folosleges adatoktol. El6-
szor is, fogalmazzuk at egy kicsit a négyszin-sejtést. A szinezés szempontjabdl nyil-
van mindegy, hogy egy megyének pontosan milyen az alakja, csak az a fontos, hogy
mely mas megyékkel szomszédos. fgy elég, ha csak a szomszédsagi viszonyokat
jegyezziik meg. Azaz rajzoljunk minden megyére egy pontot (példdul a megyeszék-
helyre), és kossiik dssze a szomszédos megyék székhelyeit az Sket elvilaszté hatdron
keresztiil. fgy egy grafot kapunk. Mégpedig egy elég specidlis grafot: a csicsai egy
sikra vannak rajzolva, az élei pedig nem metszik egymast. Az ilyen grafokat sikg-
rafoknak nevezziik. Mindig fel fogjuk azt is tenni, hogy nincs hurokél, azaz egy él
két végpontja mindig kiilonbozé. (A térképekbdl kapott grafokra ez nyilvan igaz.)
A térkép szinezését tugy lehet leforditani a graf nyelvére, hogy a sikgraf csicsa-
it szeretnénk szinezni ugy, hogy éllel 6sszekotott csucsok kiilénboz6 szint kapnak.
Az ilyen szinezéseket innentdl jo szinezéseknek nevezziik. Azt is meg lehet gondolni,
hogy a sikgrafok szinezése nem altalanosabb feladat a térképek szinezésénél, mert
minden hurokélmentes sikgrafhoz lehet rajzolni egy térképet, ahol pontosan azok
a megyék lesznek szomszédosak, amelyeknek megfelel$ csiicsok Gssze voltak kotve.
(Vigyézat, egy ponton érintkez6 megyéket nem tekintiink szomszédosnak.)

Tehdt a négyszin-sejtés azt mondja ki, hogy egy (hurokélmentes) sikgraf pont-
jainak létezik 4 szinnel jé szinezése.

Megjegyezziik, hogy a sikgrafok elég specidlis grafok. Egy altalanos graf cstcsa-
inak jé szinezéséhez tetszblegesen sok szinre lehet sziikségiink. Ha példaul vesziink
n csicsot, és mindegyik csiicsot 0sszekotjiik az Gsszes tobbivel, akkor kénytelenek
vagyunk n szint haszndlni egy jé szinezéshez. De egy ilyen graf n > 4 esetén persze
nem rajzolhato le a sikra ugy, hogy az élek ne messék egymast.

A sikgrafok néhany fontos tulajdonsaga. Elészor lassunk be néhdny dolgot
a sikgrafokrdl. Ezek koziil az els6 Leonhardt Euler hires formuldja. (Ebben az al-
fejezetben még nem fogunk ,,csalni”.)

Vegyiink egy Osszefiigegs sikgrafot. Az osszefiiggd itt azt jelenti, hogy minden
csticsbdl minden masik csucsba el tudunk jutni a graf élein keresztiil. A csicsok
és az élek tartoméanyokra osztjak a sikot. Ezek koziil lesz egy végtelen tartomany,
a tobbi pedig korlatos. Nevezziik ezeket a tartoményokat a sikgraf lapjainak (a vég-
telen tartomdnyt is beleértve). A szdmukat jeloljiik ¢-el. Emellett jeloljiik cs-vel
a graf csicsainak szamat, e-vel pedig az éleinek szamét. Euler formuldja azt mond-
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ja ki, hogy tetszOleges Osszefligg6 sikgrafra cs + £ = e + 2, azaz a csucsok és lapok
Osszszama 2-vel nagyobb, mint az élek szama. Ezt a szép formulat sokféleképpen be
lehet bizonyitani, érdemes az olvasénak 6nalléan megprébélni. Azért mi is adunk
itt egy bizonyitast.

Elszdmra vonatkozé indukeiét haszndlunk. Az alapeset az, ha a grafunknak
nincs éle. Mivel minden csticsbol mindenhova el kell tudnunk jutni éleken keresztiil,
ekkor csiicsa is csak 1 lehet a grafnak. Lap pedig szintén 1 lesz (a végtelen lap).
Tehat ekkor valéban cs +/¢ =2 =e+ 2.

Tegytiik fel most, hogy e = k > 0, és hogy k-nal kevesebb élii 6sszefiiggs sikg-
rafokra mar tudjuk, hogy teljesiil a tétel. Vegyiink egy tetszéleges élt, mely az u
és v csucsokat koti Ossze. Két lehetOség van. Az él két oldalan vagy két kiillonbozo
lap van, vagy pedig ugyanaz a lap (mindkettére mutatunk egy-egy példat az 1. db-
rdn). Ha az él két oldaldn két kiilonboz6, Ly és Lo lap van, akkor az élet elhagyva
is Osszefiigg6 marad a graf. Ugyanis az uv élen vald athaladast tudjuk helyettesite-
ni az L; lap maradék {vén valé dthaladédssal. (Ha az él két oldaldn ugyanaz a lap
szerepel, akkor ezt nem tudjuk megtenni, mert ilyenkor a lap hataran kétszer is
szerepel az uv él, igy nem tudunk a maradék hatdron keresztiil eljutni u-bdl v-be.)
Tehat ha az uv él két oldalan két kiilonbo6zo6 lap van, akkor hagyjuk el az élt. Ekkor
az elébbiek miatt Osszefiiggd marad a graf, és az élszdm e — 1 =k — 1 lesz. Az [,
és Ly lapok osszeolvadnak egy lappé, ezért a lapok szdma £ — 1 lesz. A csucsok szé-
ma nem valtozik. Mivel az 1j graf k — 1 él1, erre az indukciés feltevés miatt mar
teljesiil, hogy c¢s + (¢ — 1) = (e — 1) + 2. Vagyis valéban, c¢s + £ = e + 2.

1. dbra. Bal oldalon: Az uv él két oldaldn két kiilonbozd, Ly és Lo lap van.
Jobb oldalon: Az uv él két oldalan azonos lap van

Azt az esetet kell még kezelniink, ha az él két oldalan azonos lap szerepel.

Olvasszuk Ossze az u és v csicsokat egy csucesd, és toroljiik ki a kivalasz-
tott éliinket. A tobbi u-bdl vagy v-bél induld élt hagyjuk meg, csak most mar
az Osszeolvasztott csucsbdl fognak indulni. fgy tovabbra sem fogjdk élek metszeni
egymadst. A csicsok és az élek szdma 1-gyel csokken, a lapok szdma pedig val-
tozatlan. Most is k — 1 éla sikgrafot kaptunk, tehat az indukcids feltétel miatt
(cs—1)+£€=(e—1)+2, azaz cs + £ = e + 2. Ezzel beldttuk az Euler-formuldt.

Nevezziink egy grafot egyszerlinek, ha barmely két cstics kozott legfeljebb 1 él
halad, és nincsenek hurokélek, azaz barmely él két végpontja kiilonb6z6. Az Euler-
formulabdl levezethetjiik, hogy egy egyszerii sikgrafnak nincsen tul sok éle a cstcs-
szamahoz képest:

1. allitas. Egyszerd sikgrafban e < 3cs — 6.
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Bizonyitas. Mivel a sikgrafunkban nincsenek hurkok és tobbszoros élek, ezért
minden lapot legalabb 3 él hatarol. Ha van olyan lap, amit tobb, mint 3 él hatarol,
akkor hizzunk be egy 4tlét. Ezzel tovabbra is sikgrafunk van. A csicsok szama vél-
tozatlan maradt, az élek szamat pedig csak noveltiik. Ezzel a mdédszerrel elérhetjiik,
hogy a sikgraf minden lapjit pontosan 3 él hatarolja. Jeloljiik ennek a kibovitett
grafnak az élszdmét e'-vel, a lapszdméat pedig ¢'-vel. Azt allitjuk, hogy 3¢’ = 2¢’.
Val6ban, ha minden lapra megszamoljuk az 6t hatarold éleket, akkor 3¢' élt fo-
gunk szamolni. Viszont igy minden élt kétszer szadmoltunk, a két oldala mentén.
Felirva az Euler formulat, cs + ¢ = ¢’ + 2. Behelyettesitve az £’ = 2¢’ egyenléséget,

3
cs = %e’ + 2, azaz ¢’ = 3cs — 6. Mivel az eredeti grifra e < ¢/, megkapjuk, hogy
e < 3cs — 6. O

1. kovetkezmény. Tetszdleges egyszeri sikgrafban létezik legfeljebb 5 foku csics.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy minden fokszam legaldbb 6. Ekkor a fok-
szamok Osszege legaldbb 6c¢s. Barmely grafban a fokszamok Osszege az élek szamé-
nak dupldja, hiszen minden élt mindkét végpontjanil megszamolunk. Tehat az élek
szama legalabb 3cs. Ez ellentmond az elobbi dllitdsnak, tehat hamis volt az indirekt
feltevésiink. (]

Kempe érvelése

Ennyi el6késziilet utan most mar el tudjuk mondani, hogy szélt Kempe hi-
bés bizonyitasa a négyszin-sejtésre. Arra biztatjuk az olvasét, hogy prébalja meg
megtaldlni a hibat.

Vegyiik észre, hogy elég, ha egyszerii sikgrafokat tudunk 4 szinnel jél szinezni.
Ugyanis ha egy u és v pont kozott tobb €l is fut, az ugyantgy csak annyit jelent,
hogy az u-t és a v-t nem lehet azonos szinre szinezni, mint ha egy él futna koztiik.
Tehat ha van tobbszoros él, akkor hagyjunk el annyi élt, hogy csak egyszeres legyen.
(Ezzel nyilvdanval6an a sikbarajzoltsdgot sem rontjuk el.) Ha az {gy kapott egyszerii
grafot tudjuk 4 szinnel jél szinezni, akkor az eredetit is.

Egyszeri sikgrafokra cstucsszamra vonatkozd indukcioval latjuk be a tételt. Te-
gyiik fel, hogy minden k-ndl kisebb csicsszdamu egyszerii sikgrafot tudunk 4 szinnel
jOl szinezni. Meg kell mutatnunk, hogy ekkor minden & cstcsu egyszeri sikgrafot is
jOl lehet szinezni 4 szinnel. Legyen G egy k csucsu egyszeru sikgraf. az 1. kovetkez-
mény szerint a G grafban van legfeljebb 5 foku cstcs. Vegyiink egy ilyen cstcsot, és
jeloljiik v-vel. Toroljiik a grafbdl v-t és a ré illeszkedo éleket, és nevezziik a kapott
grafot (G — v)-nek. Ekkor tovdbbra is egy sikbarajzolt egyszerti grafunk lesz, de
méar k — 1 ponttal. Tehdt ezt a grafot az indukcids feltevés szerint jol lehet szinez-
ni 4 szinnel. Szinezziik ki (j6l) 4 szinnel. Most rajzoljuk vissza a v pontot és a ré
illeszkedo éleket. Kellene a v-nek is taldlni egy szint, ami kiilonbozik a szomszédai
szinétol.

Ha v szomszédai legfeljebb 3 szint haszndlnak a 4 szin koziil, akkor v meg-
kaphatja a negyedik szint, és készen vagyunk. Gond akkor van, ha v szomszédai
mind a 4 szint hasznaljdk. Ez csak akkor lehet, ha v-nek 4 vagy 5 szomszédja van.
Nézziik meg alaposabban ezeket az eseteket.
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v-nek 4 szomszédja van és ezek 4 szint hasznalnak. Tegyiik fel, hogy a v szom-
szédai az éramutatd jarasa szerint rendre piros, sarga, kék és zold szintek.

Szinezziik 4t a v csics piros szomszédjat kékre. Ha ez (G — v)-nek egy jo
szinezése, akkor készen vagyunk, mert most mar lehet a G-ben a v csics szine
piros. Ha az 1j szinezés nem jo, akkor a kékre atszinezett csiicsnak eredetileg volt
(1 vagy tobb) kék szomszédja. Ezeket a csicsokat most szinezziik &t pirosra. Ha
ezeknek voltak tovabbi piros szinli szomszédai, azokat szinezziik at kékre stb. Egy
példat latunk erre a 2. dbrdan. Konnyl meggondolni, hogy ezt a szabdlyt kovetve
egy csucsot legfeljebb egyszer szineziink at. Tehat egy id6 utan el fognak fogyni
az atszinezend6 csicsaink, és kapunk egy jo szinezést a G — v grafra.

2. dbra. A bal oldalon egy v csics kivételével jol szinezett sikgraf ldthatd. A szinezetlen
(fehér) v csucs piros szomszédjat kékre dtszinezve, majd a sziikséges tovabbi
szomszédokat atszinezve a jobb oldali szinezést kapjuk

Két lehetéségiink van. Ha a v szomszédai koziil a kéket nem szineztiik &t
pirosra, akkor most a v lehet piros, és készen vagyunk. A 2. abran példaul egy ilyen
esetet latunk. Ha viszont v eredetileg kék szomszédjat atszineztiik pirosra, akkor
latszolag nem nyertiink semmit, tovabbra is mind a 4 szin ott van v szomszédai
kozott. (Egy ilyen példat latunk a 3. dbrdn.) Mit tudunk most mondani? Azért
valamit igy is tanultunk a grafrél: mégpedig hogy (az eredeti szinezést nézve)
a v csucs piros és kék szomszédai kozott van egy 1t, amin felvaltva piros és kék
csucsok vannak. Vegyiik észre hogy ez az Ut a v-vel egyiitt mar egy kort ad, és
a v sarga szomszédja és z0ld szomszédja koziil az egyik a kor belsejében van,
a masik pedig a kiilsejében. Miért hasznos nekiink ez az informéacié? Probaljuk
meg most ugyanezt eljatszani a sarga és zold szinekkel. Azaz a v sdrga szomszédjat
atszinezziik z6ldre. Ha az eredetileg sarga csiicsnak voltak zold szomszédai, akkor
atszinezziik Oket sargara stb. Ez az atszinezés mar nem érhet véget ugy, hogy
a v z0ld szomszédjdt atszinezziik sargdra. Akkor ugyanis lenne a v sdrga és zold

8. dbra. A bal oldali szinezésben a v piros szomszédjat kékre atszinezve a kozépsé
szinezést kapjuk. A v kék szomszédja pirosra szinez6dott. A piros-kék kort sziirke
vonallal jeloltiik. A jobb oldali 4bra mutatja a v sarga szomszédjanak zsldre
szinezésével kapott szinezést
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szomszédai kozott egy ut, ami csak sarga és zold csucsokat tartalmaz. Ennek
az utnak a piros-kék kor belsejébol el kellene jutnia a kiilsejébe, azt viszont csak
gy tudnd megtenni, ha a graf két éle metszené egymdst. Mivel sikgrafrél van szo,
ez nem lehet. Tehat taldlunk egy atszinezést, ahol a v-nek nincs sarga szomszédja,
azaz a v-t szinezhetjiik sargara. Ezzel befejeztitk az indukciés 1épés bizonyitasat
abban az esetben ha a v-nek 4 szomszédja van.

v-nek 5 szomszédja van és ezek 4 szint hasznalnak. Hatra van még az az eset,
ha v-nek 5 szomszédja van, és ezek hasznaljak mind a 4 szint. Ekkor biztos, hogy
valamelyik szin két szomszédndl van hasznélva, a mésik 3 szin pedig 1-1 szomszéd-
nal. Tegyiik fel, hogy mondjuk a kék szin szerepel kétszer (ez nyilvan feltehetd,
hiszen ha mondjuk a sarga szin szerepel kétszer, akkor mindeniitt kicserélhetjiik
a sdrga és a kék szineket). Két lehetéség van: Vagy egymds utdn kovetkezik a két
kék szomszéd v koriil, vagy pedig nem. Ha a két kék csics egymads utan kovetkezik,
akkor ugyanazt a gondolatmenetet el lehet mondani, mint amikor v-nek 4 szom-
szédja volt. (Ennek ellenérzését az olvaséra bizzuk, de megigérjiik hogy a hiba nem
ebben a részben van.)

Ha a két kék csics nem egymast koveti, akkor feltehetd, hogy az éramutatd
jarasa szerint igy néznek ki v szomszédain a szinek: kék, piros, kék, sarga, zold.
(Megint csak, ha pl. a sdrga szin lenne a két kék kozott, akkor cseréljiik ki mindenhol
a sdrga és a piros szineket stb.). Nevezziik is el ezeket a cstcsokat K1, P, K2, S,
Z-nek. Csindljuk a kovetkez&t: Probaljuk P-t dtszinezni sdrgéra (majd ennek sérga
szomszédait pirosra stb.). Ha S nem szinez6dik 4t pirosra, akkor v lehet piros, és
készen vagyunk. Ha S &dtszinezddik pirosra, akkor van egy piros-sdrga it P-bél
S-be, ami v-vel egyiitt mar egy kor, és ez a kor elvilasztja a K1 és Z csicsokat
a K2-t6l. Ekkor prébaljuk meg P-t zoldre atszinezni (és szomszédait pirosra stb).
Ha Z nem szinezodik &t pirosra akkor v megint csak lehet piros és készen vagyunk.
Ha Z atszinezodik pirosra, akkor van egy felvéltva piros-zold szint it P-bdl Z-be,
ami v-vel egyiitt mar egy kor, és ami elvalasztja K1-et a K2 és S csticsoktol.

Ha ez a helyzet, tehat a P csticsot sem sargéara, sem zoldre nem sikeriilt atszi-
nezni, akkor inkdbb hagyjuk a P cstcsot, és prébaljuk meg a kék szint szabadda
tenni. Mégpedig a K1 csucsot szinezziik at sargara. Mivel a piros-zold kor elva-
lasztja K1-et S-t0l, ezért ha K 1-et sargara szinezziik, akkor S nem fog atszinez6dni
kékre. A K2 csucsot pedig szinezziik at zoldre. Mivel a piros-sarga kor elvalasztja
a K2-t Z-tol, ezért ekkor a Z nem fog atszinez6dni kékre. Tehat a v szomszédai
koziil el tudtuk tiintetni a kék szint. fgy most a v csucsot kiszinezhetjiik kékre.
Ezzel minden esetben taldltunk megfelel6 szint a v csicsnak, azaz a bizonyitassal
készen vagyunk.

Hol lehet a hiba? Arra biztatjuk az olvasot, hogy keresse meg a hibat a fenti
érvelésben. Annyit elarulunk, hogy az utolsé esettel van a gond, tehat amikor v-nek
5 szomszédja van, és a két azonos szint kap6 szomszéd nem egymads utan kovetkezik
v koriil.

A kovetkez6 részben mi is leirjuk majd, hogy hol a hiba, és hogy ha a négyszin-
tétel nem is jon ki, hogyan lehet mégis Kempe érvelése segitségével beldtni az 6tszin-
tételt.
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| | Gyakorlo feladatsor
emelt szintii matematika érettségire
L J I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szamok halmazéan:

To6thmérész Lilla
ELTE

a) - (1—1gh)=2-1g(2* — 2), (7 pont)
b) 1+ 2-cos? z = sin(2z). (6 pont)
2. Az e egyenes egyenlete 4z — 3y = 15. Mennyi a sugara annak a kérnek, amely
érinti az e egyenest, tovdbbd az origéban érinti az y tengelyt? (12 pont)
E 3. A Fébol Vaskarika Kft. logéjdn lathaté ABC D négyzet
oldalai 4 cm hosszuak, a BE koriv kozéppontja a D pont,
D ¢ az B D koriv kozéppontja pedig a B pont. A logé mind a négy
részét pirosra, kékre, sargara vagy zoldre festik gy, hogy ha
két rész keriiletének van kozos szakasza, akkor azok kiilonbo6zé

A 5 szintek lesznek.
a) Hény négyzetcentiméter a lefestend§ teriilet? (6 pont)
b) Hany kiilonbozo kifestés lehetséges? (8 pont)

4. Az iskolai focicsapat edzésén az edz6 megkérdezett minden jelenlévé didkot,
hogy hény osztalytarsuk tagja a csapatnak. Ketten 1-et, hatan 2-t, egyvalaki 3-at,
Oten 4-et és harman 5-6t vélaszoltak a kérdésre.

a) Mennyi az elhangzott valaszok mddusza, medidnja, dtlaga és terjedelme?
(7 pont)
b) Miutdn a matematika—testnevelés szakos edz nagyon elcsodélkozott a véla-
szokat hallva, a csapat tagjai elarultak neki, hogy néhany csapattag matematikaver-
senyre ment, ezért nem tudott eljonni a mai edzésre. Legaldbb hanyan hidnyoztak?
(5 pont)

II1. rész

5. A tavasszal hdrom nagy sportversenyt rendeztek a nekeresdfalvi altaldnos
iskoldban. Az asztalitenisz bajnoksdgban 120 gyerek indult. A fociligdba 8 csapat
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nevezett, mindegyik csapatban 9 jdtékos lépett palydra. Az dszéversenyen 81-en
teljesitették a tdvot. 23 gyerek mind a harom sportdgban versenyzett. Osszesen
45-en voltak azok, akik egynél tobb szamban is indultak.

a) Hényan vettek részt legaldbb az egyik sportdg versenyén? (6 pont)

A fociligdban mindegyik csapat mindegyik masik csapattal egyszer jatszott.
Az els6 héten dsszesen 13 mérkézésre keriilt sor.

b) Bizonyitsuk be, hogy volt olyan csapat, amely az els§ héten legaldbb négy-
szer 1épett pélydra. (4 pont)

Az asztalitenisz bajnoksdgban négy olyan gyerek jutott be a legjobb nyolc
kozé, aki a Futrinka utcaban lakik. A versenyz&kbdl sorsolassal négy part alkottak,
akik megkiizdhettek egymassal a legjobb négy kozé jutasért.

¢) Mennyi a valdsziniisége, hogy nem volt olyan par, ahol mindkét gyerek
a Futrinka utcdban lakik? (6 pont)

6. a) Egy szabdlyos hatszog alapt egyenes hasdb alapélei 6 cm, oldalélei 5 cm
hosszuak. Milyen hosszi testdtléi vannak a hasdbnak, és melyik fajtabdl hany
darab? (8 pont)

b) Legyen p,, annak a valdsziniisége, hogy egy szabdlyos n oldald hasdb csi-
csai koziil kettot véletlenszertien kivalasztva, azok egy lapatlé végpontjai lesznek.
Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértéket:

lim p,. (8 pont)

n—oo

7. Vizsgaljuk az a,, = n® + 4n + 9 sorozatot.
a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat szigordan monoton névé. (3 pont)
b) Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak egyik tagja sem négyzetszam. (5 pont)

c¢) Héanyféleképpen lehet a sorozat elsd 100 tagja koziil kivdlasztani két kiilon-
bozét gy, hogy azok Osszege oszthatd legyen 5-tel? (8 pont)

8. Egy kis teherszallité hajé 100 kilométeren 0,1 - v2 liter gazolajat fogyaszt,
ha a sebessége v km/h. Egy liter gdzolaj dra 500 forint, a legénység fizetése pedig
oranként osszesen 27 000 forint.

a) Milyen sebességgel haladjon a hajé, hogy a lehetd legolesébban tudja telje-
siteni az 500 km hossz tdvot? (10 pont)

b) A hajé tobbek kozott 15 birkat szallit. Sajnos, az egyik birkdt betegen vitték

fel a fedélzetre. Tudjuk, hogy ez a beteg birka barmelyik egészséges birkdt 10%

valészintliséggel fertézi meg. Az igy megfert6zott birkdk mar nem fertéznek tovabb.
Mennyi a valészintiisége, hogy legfeljebb 2 tovabbi birka kapja el a fert6zést?

(6 pont)

9. A hagyomaényos, Ugynevezett 6tos lottén a szelvényen 1-t6l 90-ig szerepel-

nek a szamok, és ezek koziil kell kivélasztani azt az 5 szamot, amit a sorsoldson
kihtiznak.
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a) Hény olyan szdmotos van, amelyben a szédmok szédmtani sorozatot alkotnak?
(6 pont)

b) Hany olyan szamotos van, amelyben a szdmok mértani sorozatot alkotnak?
(10 pont)

Erdds Gabor
Nagykanizsa

e
( , T4jékoztaté a folydirat eldfizetésérdl
(“ )

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok megrendelheté a kiadénal,
a MATFUND Alapitvianyndl a szerkesztOség cimén; valamint a kovetkezd ci-
men: http://www.komal.hu/megrendelolap/reszletek.h.shtml. El6fizetési dij
a 2022-2023-as tanévre (2022 szeptemberétdl 2023 méjusdig) 9200 Ft. Azonos cim-
re kiildendd, 9-nél nagyobb példanyszamu megrendelés esetén a csoportos eléfize-
tési dij részletes arai a fenti oldalon olvashatok. Csekket és szamlat a szeptemberi
szammal egyiitt kiilldiink, a fizetés csak ezutan torténhet.

Lapunk eléfizetdi az eldfizetett példiny cimlapjan ldthatd eldfizetdi azonosito
segitségével a kitiizott feladatainkhoz mdr a lap nyomtatott vdltozatdnak megjelené-
sével egyidejileg hozzdférhetnek.

A Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulat (BJMT) tagjai dltal igénybevehetd ked-
vezményekrol kérjik, olvassa el a Tdrsulat honlapjin a ,Tagsdgi informdciok™at:
www.bolyai.hu.

Azok, akik az idén kérik felvételiiket a Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulatba,
felvételi kérelmiik elbirdldsa utdn (legkozelebb varhatéan oktéberben) értesitést és
tagdijbefizetési csekket kapnak, ezért kiilon nem sziikséges el6bb jelentkezniiik.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok példdnyonkénti dra 1100 F't.

Kérjiik versenyzéinket, hogy a KoMal, 2022-2023-as tanévi matematika, fizika
és informatika pontversenyének versenykiirdsdat figyelmesen olvassédk el!

Versenykiiras*
a KoMaL 2022-2023. évi pontversenyeire

Kedves Versenyzonk!

Matematikabdl, fizikabol és informatikabdl kiilonféle nehézségli pontversenye-
ket inditunk. A 2021-2022-es tanévtol kezdve csapatban is lehet versenyezni, mely-

* Kérjiik, hogy azok is figyelmesen olvassdk el a versenykiirdst, akik tavaly mar részt
vettek valamelyik versenyiinkben.
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nek részletei a tovdbbiakban olvashaték. A versenyek 9 hénapon keresztiil, 2022
szeptemberétol 2023. junius elejéig tartanak. Minden hénapban 4j feladatokat ti-
ziink ki, és a megoldasokat a kovetkezd hénap elejéig kiildheted be. A verseny
végeredményét 2023. szeptemberi szaimunkban hirdetjiik ki. A dijakat jovo Osszel,
a KoMaL Ifjusdgi Ankéton adjuk at.

Pontversenyeinkben a részvétel a 2022/2023-as tanévben is téritésmentes. Kér-
jiikk azonban versenyzo6ink sziileit, hozzatartozoit, vagy az Oket tdmogaté intézmé-
nyeket, cégeket, hogy el6fizetésiikkel és adoményaikkal segitsék Lapunk fennmara-
dasat.

Nevezés a versenyre

Versenyeinkben minden altalanos iskolas és kozépiskolas kort tanuld részt
vehet.

Az Eurépai Unié Altaldnos Adatvédelmi Rendelete (GDPR) értelmében szii-
161 engedély sziikséges a 16 évesnél fiatalabb versenyz6ink adatainak nyilvantar-
tdsdhoz. Az 6 esetiikben egy sziiléi nyilatkozatra is sziikség van, melyet a re-
gisztracié soran lehet megadni. Amennyiben a sziil6i nyilatkozat nem érkezik
meg, a versenyzd nem szerepelhet az eredménylistdban. Adatkezelési szabdlyza-
tunk a https://www.komal.hu/info/adatkezeles.h.shtml cimen olvashato.

Regisztracio

Ha még soha nem vettél részt a KoMal versenyeiben, az els6 1épés a regisztra-
cié a honlapunkon (https://www.komal.hu/u?a=reg). A regisztricié sordn alap-
veté adatokat (név, sziiletési datum, iskola, osztdly, e-mail cim) kériink. A kés6bbi
bejelentkezéshez sziikséges jelszavadat e-mailben kiildjiik el.

A nagyon gyakori csalddnevii versenyzSknek (Horvath, Kiss, Varga stb.) java-
soljuk, hogy valasszanak egy haromjegyii jelzészamot, amit masodik vezetéknév-
ként haszndlnak (pl. Kiss 349 Anna, Szab6 344 Péter). Kérjiik, hogy mind a re-
gisztraciokor, mind pedig a tanév soran bekiildott dolgozataidon is minden esetben
az igy kibOvitett nevet hasznald.

A sikeres regisztracié utan adhatod meg tovébbi adataidat (pl. felkészit6tana-
rok neve; levelezési cim: ide szoktuk kiildeni az érettségizettek oklevelét), és nyilat-
kozhatsz a részletes pontszamok nyilvanossagarol vagy egyes konkrét versenyekben
vald részvételrdl.

Ha kordbban mar regisztraltdl, akkor nincs sziikség ujabb regisztraciora; a ta-
valyi jelszavadat tovdbbra is hasznalhatod; ugyanakkor sziikséges lesz a személyes
bedllitasaid attekintése, feliilvizsgalata.

Az egyes pontversenyekre az elsé dolgozat bekiildésével nevezhetsz be.

A versenyekbe a tanév soran késébb is be lehet kapcsol6dni.

FONTOS! A versenyben csak a regisztracié utan, a Munkafiizetbe beirt vagy
feltoltott megoldasokat értékeljiik! A regisztracié nélkiil, postan vagy e-mailben
bekiild6tt megoldasokat utélag sem vessziik figyelembe!

Az osztalyok szamozasa

A KoMalL versenyeiben az osztdlyokat 5-t61 12-ig szdmozzuk. Lehet, hogy a szé-
mozas nem azonos az iskolaban hasznélt szimmal. Azok szamitanak 12. osztalyos-
nak, akik most kezdik az érettségi vizsga el6tti utolso évet. 11. és 10. osztalyosnak
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szamitanak azok, akik varhatéan 2023-ban, illetve 2024-ben fejezik be a kozép-
iskolat.

Azok, akik 8 + 5 éves képzésben vesznek részt, példdaul a nyelvi el6készité osz-
talyok tanuldi, két egymads utdni évben is 9. osztalyosnak szamitanak. Kérjiik, ha
az osztalyod sorszama nem 1-gyel n6tt tavalyhoz képest, ezt jelezd a szerkesztGség-
nek e-mailben.

A regisztracio médositasa

A regisztracié utdn az azonositashoz sziikséges adataidat (név, iskola, osztaly,
e-mail cim) 6nélléan nem médosithatod. Ha ezek megvaltoztak, kérjiik, hogy fordulj
e-mailben a szerkeszt6séghez.

Mindenkit 6vunk a regisztracié 6nkényes megismétlésétdl, a tobbszoros regiszt-
raciotol. Nincs olyan helyzet, amikor a tobbszoros regisztracié segitene; csak még
nagyobb zavart okoz. (Ugye nem szeretnél kétszer szerepelni a pontversenyben,
feleakkora pontszdmmal?)

Arcképek

Ha szeretnéd, hogy fényképed megjelenjen honlapunkon a pontverseny eredmé-
nyében, kiildd el a szerkesztOségnek e-mailben. Ha lehet, valassz vildgos, egyszinii
hétteret. A képeket tobbnyire dtméretezziik és megfelel6 méretiire vagjuk, ezért
érdemes nagyobb felbontast hasznalni.

Csapatversenyek
A 2021/22-es tanévtél kezdve csapatok szdmdra is meghirdetiink tobb pont-
versenyt a hagyomanyos egyéni pontversenyek mellett. Varjuk
2-3 f6s csapatok jelentkezését a C és B matematika,
az I informatika, a G és P fizika,
tovabba 2 f6s csapatok nevezését az M fizika mérési pontversenyekre.

A csapatversenyek altalanos szabdlyai megegyeznek az egyéni nevezésii hagyo-
ményos versenyek szabdlyaival (a versenyek leirdsdt 1dsd lentebb), feladatai meg-
egyeznek az egyéni verseny feladataival.

A csapattagoknak egyénileg is kell regisztralniuk, ha kordbban nem regiszt-
raltak. Ezutan lehet csapatot regisztrdlni. A tagok lehetnek kiilonbozo iskolabdl és
kiilonbo6z6 évfolyamokrdl is. Egy csapat abban a kategéridban fog versenyezni, ami
az évfolyam szerinti legidésebb tagjanak a kategoridja.

Egy személy t6bb csapatnak is tagja lehet, illetve indulhat egyéni versenyben
is, de egy pontversenyben pontosan egyszer vehet részt. Nem lehet versenyezni
egyszerre a C csapatversenyben és a K, B vagy A egyéni pontversenyben, illetve
a G csapatversenyben és a P egyéni versenyben.

A C és B csapatversenyeket két kategdridban: a 9-10. évfolyamosok, illetve
11-12. évfolyamosok; az I, M és P csapatversenyeket egy-egy kategéridban: a 9-12.
évfolyamosok; tovabba a G csapatversenyt egy kategéridban: a 9-10. évfolyamosok
szamdara hirdetjiik meg.

Matematika versenyek

Négyféle versenyt inditunk, novekvé nehézségi sorrendben K, C, B és A kate-
gériaban. Egy tanulé toébb pontversenyben is indulhat, de az egyéni K és B pont-
versenyek koziil csak az egyiket vélaszthatja. Ha kilencedik osztdlyos vagy, akkor
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a személyes bedllitasaid kozott nyilatkozhatsz, hogy melyik versenyben szeretnél
részt venni.

Mindegyik versenyiinkre érvényes, hogy egy feladatra csak egy megoldast ér-
tékeliink.

Természetesen 6rommel varunk altalanositasokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, sot, a pontver-
senyen kiviil kiilond{j forméjaban is elismerjiik. Versenyzo6ink akkor kapnak pontot
az altaluk javasolt feladatra, ha annak megolddsdt — a tobbi feladat megoldasahoz
hasonléan — feltoltik a Munkafiizetbe.

K-jeld matematika feladatok — az ABACUS és a KéMaL Kozos pontversenye
Kilencedikes Kezdoknek

A K-pontversenyben csak kilencedik osztalyosok indulhatnak. Azoknak ajanl-
juk, akik még csak most ismerkednek a KoMal-lal. Szeptembertol majusig ki-
lenc forduléban, havonta 6t feladat jelenik meg; ezek koziil szeptembertdl marciusig
hirom feladat az ABACUS pontversenyével kozos, mely feladatokat az ABACUS
matematikai lapok bocsatja a KoMaL rendelkezésére. Mindegyik feladat teljes meg-
oldasa 5 pontot ér.

Az ABACUS pontversenyében tovébbra is az altaldnos iskoldk 3-8. osztélyos
tanuldi vehetnek részt.

Azok a 9-edikesek, akik K-ban indulnak, nem lehetnek tagjai C pontversenybe
nevezett csapatnak.

C-jelii matematika gyakorlatok

A C-pontverseny gyakorlatait azoknak az olvaséinknak ajanljuk, akik tdl ne-
héznek vagy szokatlannak taldljak a B és az A kategoria feladatait. Itt rendszeresen
kozliink az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat, azok taldl-
hatnak itt kedviikre valot, akik valamivel — de nem sokkal — szeretnének tullépni
az iskolai matematika keretein, vagy emelt szintli érettségit kivannak tenni mate-
matikdbol. A C pontverseny els6 két feladata megegyezik a K pontverseny utolsé
két feladatdval, jelolésiik K/C. A megolddsra kapott pontszdmok mindkét pontver-
senybe beszdmitanak — hasonléan az I/S informatika feladatok pontszamitdsdhoz.
A K pontversenyben tovabbra is csak 9. évfolyamos, illetve nyelvi el6készité év-
folyamra jaré tanuldk vehetnek részt, ugyanakkor versenyezhetnek egyszerre mind
a K, mind a C pontversenyekben — az utébbiban a 10-edikesekkel egy kategéridban.

K C
loooﬂ@@OOO)QQ
' legfeljebb
Abacus 10—:gilfejseeknek

A §
11-12. évfolyamra
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A gyakorlatok egy része édltaldnos iskoldsoknak is ajanlhatd, més résziik azon-
ban a 11-12. évfolyam tanulméanyaira tdmaszkodik. Minden hénapban hét gyakor-
latot tiiziink ki, ebbél az 1-5. gyakorlatokra a legfeljebb 10. évfolyamosok, a 3-7.
gyakorlatokra pedig a 11-12. évfolyamosok kiildhetnek be megoldast. Minden dol-
gozatra legfeljebb 5 pont kaphato.

A C-pontversenyt egyéniben harom korcsoportban: 5-8., 9-10., illetve
11-12. osztalyosok, csapatban pedig két korcsoportban értékeljitk: 5-10., illetve
11-12. osztélyosok. Aki a C csapatversenyben indul, nem indulhat egyénileg sem
a K, sem a C, sem a B versenyben (de indulhat a B csapatversenyben).

B-jelii matematika feladatok

A B-pontversenyben havonta 6sszesen nyolc feladatot tliziink ki, de havonta
mindenkinek legfeljebb hat megolddsat szdmitjuk be a pontversenybe (amelybe
azonban el6szor a nem versenyszertieket szamitjuk be, ldsd lentebb). Az eredményes
versenyzéshez tehat nincs sziikség valamennyi feladat megoldasara; ki-ki gondolja
végig, mely példakkal foglalkozna szivesen, hogyan érhetné el a legtobb pontot.

A B-feladatok sorrendje megfelel az iskolai tananyagnak: egy feladatsoron beliil
az alacsonyabb sorszamuakat ajanljuk a fiatalabbaknak. A feladatok — szdndékaink
szerinti — nehézségét a kozolt pontszdm jelzi (t6bbnyire 3-6).

Az egyéni B-pontverseny eredményét 6t korcsoportban tartjuk nyilvan: a 8. év-
folyamig, a 9., 10., 11., illetve 12. évfolyamokban; a csapatversenyét pedig két kor-
csoportban értékeljiik: 5-10., illetve 11-12. osztdlyosok. Aki a B csapatversenyben
indul, nem indulhat egyénileg a B versenyben.

A -jeldi nehezebb matematika feladatok

Az A-pontverseny a legfelkésziiltebb didkok szamara jelent kihivast. Azoknak
ajanljuk, akik tudomanyos kutaté palyara vagy nemzetkozi versenyekre késziilnek.

Havonta két vagy harom A-feladatot tiiziink ki, mindegyik feladatra legfel-
jebb 7 pont kaphaté. Az A-verseny résztvevoit nem kiilonitjiik el évfolyamonként,
mindannyian egyiitt versenyeznek.

Fizika versenyek

Héromféle fizika versenyt inditunk: M, G és P kategoriaban. Egy tanul6 tobb
pontversenyben is indulhat, de az egyéni G és P pontversenyek koziil csak az egyiket
valaszthatja. A legfeljebb 10. osztalyosoknak honlapunkon, a személyes bedllitasaik
kozott kell nyilatkozniuk, hogy a P- és G-versenyek koziil melyikben kivannak részt
venni.

Természetesen orommel varunk altaldnositdsokat, megjegyzéseket, masfajta
megoldasi vagy kitiizésre tett javaslatokat, ezeket szivesen kozoljiik, s6t, a pontver-
senyen kiviil kiilondi{j formajaban is elismerjiik. Versenyzoink akkor kapnak pontot
az altaluk javasolt feladatra, ha annak megoldasat — a tobbi feladat megoldasahoz
hasonléan — feltoltik a Munkafiizetbe.

M-pontverseny — fizika mérési feladatok

Havonta egy mérési feladatot tiiziink ki, valamennyi korosztdly szamara k6zo-
sen. A feladatok megoldasdval 6-6 pontot lehet szerezni.

A mérés elvégzéséhez egyéni versenyzként is szabad egy személy (csalddtag,
osztalytars, bardt) segitségét is igénybe venni. A segitd személy adatait a mérési
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jegyzokonyv elején a versenyz6 adatai mellett tiintessétek fel. Lehet kétfos csa-
patban is indulni a versenyen, azaz az egyéni versenyzok és a csapatok egy kozos
versenyen indulnak. Aki egy csapat tagjaként indul az M versenyben, nem verse-
nyezhet egyénileg is, csak masik versenyben.

G-jeld fizika gyakorlatok

A G-pontversenyben legfeljebb 10. osztalyosok vehetnek részt. Azoknak az ol-
vasoinknak ajanljuk, akik til nehéznek vagy szokatlannak talaljdk a P-feladatokat.
Tobbnyire az iskolai tananyaghoz szorosabban kapcsolédé gyakorlatokat taldlnak
a versenyzok, igy azok is eséllyel indulhatnak, akik még nem rendelkeznek feladat-
megoldé rutinnal, de a gyakorlatok megoldasaval és bekiildésével felkésziilhetnek ar-
ra, hogy a kovetkez6 években eredményesen szerepelhessenek a P-pontversenyben.

Minden hénapban négy G-gyakorlatot tliziink ki, az elérheté pontszamokat
a feladatok utén feltiintetjiik. Mindenki szabadon valaszthat a kit{izott gyakorla-
tok koziil, de havonta legfeljebb hiarom feladat megolddsét (elészor a nem verseny-
szerlieket) szdmitjuk be a pontversenybe.

Az egyéni G-pontverseny eredményét harom korcsoportban tartjuk nyilvan:
a 8. évfolyamig, a 9. és 10. évfolyamokban; a csapatversenyét pedig egyetlen kor-
csoportban: 5-10. osztélyosok. Aki a G csapatversenyben indul, nem indulhat egyé-
nileg sem a G, sem a P versenyben (de indulhat a P csapatversenyben).

P-jeli fizika feladatok

Havonta nyolc (esetenként kilenc) elméleti feladatot tliziink ki, nem nehézsé-
gi, hanem az életkornak megfelel6 sorrendben. A pontszamokat a feladatok utan
feltiintetjiitk. Mindenki szabadon vélaszthat a kitiizott elméleti feladatok koziil.
Az 5-8. évfolyamosoknak havonta legfeljebb harom, a 9-12. évfolyamosoknak leg-
feljebb négy megolddsat szdmitjuk be a pontversenybe (azonban eldszér a nem
versenyszertiieket).

Az elméleti versenyt egyénileg korosztalyonként (8. évfolyamig, 9., 10., 11., 12.
évfolyam) kiilon-kiilon osszesitjitk és értékeljiik, a csapatversenyét pedig egyetlen
korcsoportban: 5-12. osztalyosok. Aki a P csapatversenyben indul, nem indulhat
egyénileg a P versenyben.

Informatika versenyek
I-pontverseny — informatika alkalmazasi és programozasi feladatok

Havonta hérom I jel{i és egy I/S jelii feladatot tiiziink ki valamennyi korosztély
szaméra kozosen. Mindegyik feladat 10 pontot ér. A feladatok egy része altalanos
iskolasoknak is ajanlhatd, nagyobb része azonban a kozépiskolai tanulmanyokra ta-
maszkodik. Alapvets célunk, hogy e feladatok segitsék a felkésziilést az informatika
versenyekre és az emelt szinti érettségire. Minden hénapban a négy kittizott fel-
adatbdl a hdrom legmagasabb pontszamot elért feladat pontszamét szamitjuk be
az I-pontversenybe.

Az 1 jelii feladatok programozasi és informatika alkalmazdi feladatok. A felada-
tok egyike jellegében és formajaban is 1ényegében megegyezik az érettségin kitizott
feladatokkal, ezt az (E) bettivel jelezziik a feladat sorszdma mellett. Versenyzdink
ezen feladatok megoldasaval a vizsgdra vald felkésziilést is gyakorolhatjak.
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Az 1/8 jelii feladatok az I jelli programozasi feladatokndl nehezebb, de az S je-
liieknél konnyebb programozasi feladatok. A megoldédshoz sziikséges ismeretek és al-
goritmusok megtaldlhatok a http://tehetseg.inf.elte.hu/nemes és ahttps://
www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/tanulmanyi_versenyek/oktv/
oktv2022_2023_vk/116_informatika_2223.pdf oldalakon.

Aki az I csapatversenyben indul, nem indulhat egyénileg sem az I, sem az S ver-
senyben.

S-pontverseny — nehezebb programozasi feladatok

Az S-pontverseny egy S jelii nehezebb programozasi feladatbdl és az I-pontver-
senyben is résztvevd I1/S feladatbdl 4ll. A feladatokra legfeljebb 10 pont kaphaté.
Mindkét feladat a programozasi versenyekre valo felkésziilést szolgalja. A megoldés-
hoz sziikséges ismeretek és ajanlott algoritmusok korét a Nemzetkozi Informatikai
Didkolimpidkon alkalmazott angol nyelvii leirds (IOI Syllabus) tartalmazza, ldsd
https://people.ksp.sk/ misof/ioi-syllabus/. Az S és I/S feladatok értékelé-
sénél az eredmény helyességén kiviil azt is figyelembe vessziik, hogy az algoritmusok
mennyire hatékonyak, nagyméretii bemené adatok esetén is lefutnak-e a megadott
id6korlaton beliil. Az S pontversenyt egy kategdridban (5—12. évfolyam) értékeljiik.

A feladatok megjelenése
Uj feladatokat havonta, szeptembertél méjusig tliziink ki. A feladatokat meg-
taldlod nyomtatott szdémunkban és honlapunkon.

Honlapunkon a feladatokat, szeptember ki-
vételével, az adott hénap 28. napjin hozzuk
nyilvdnossagra. Eléfizetéink azonban az adott
tipusu feladat bekiildési hatdridejét kovet6 nap-
tdl elérhetik a kovetkezo havi feladatok szove-
gét, és elkezdhetik a munkat. Amennyiben el6-
fizettél a KoMal-ra, a személyes bedllitasaid
kozott add meg eléfizetdi kédodat. Az eldfize-
t6i azonositét megtaldlod a szeptemberi szam
cimlapjara raragasztott cimkén.

Azok az eléfizetdink, akik (példdul életko-
rukndl fogva) nem versenyzdink, regisztracié és
az el6fizet6i kod megadasa utan, a versenyzok-

e DA ST AE kel egyiitt szintén elérhetik a feladatok szove-
feladatok diékolimpiakrel | Gyakorl feladatsor emelt szintii 6. 52dm

7
érettségire | Négyszin-sejtés |.: A sejtés sziiletése és egy 2022 get .

bizonyitsi kisérlet szeptember

Kozépiskolai Matematikai
és Fizikgffanak

Informetif8rov 5 4e57519063

el6fizetsi azonosits.
részletek a 340. oldalon

Abra a Négyszin-sejtés cimii crum—na

Kunfalviverseny 2. feladat

Egy elofizet6i kédot csak egy személy hasz-
nélhat.
A dolgozatok tartalma
Kérjiik, tanulményozd a korabbi szdmainkban és honlapunkon megjelent meg-
oldédsokat, ezek sokat segithetnek annak megértésében, hogy milyen format és rész-
letességet varunk el a bekiildott megoldasoktol.

Matematika és fizika elméleti megoldasok

A megoldds lefrasa azt jelenti, hogy az olvasét végigvezeted a megolddsod
lépésein. Torekedj a rovid, olvashaté leirasra. Prébald alaposan atgondolni a 1épések
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sorrendjét, és leroviditeni a megoldast. A gondos leirds sok id6t igényel; ne hagyd
az utolsé pillanatra.

Maximélis pontszdm csak teljes megolddsért jar; puszta eredménykozlésért
nem adunk pontot. A kimondott &llitasokat igazolni kell. Levezetés és hivatkozas
nélkiil csak a kozépiskolai tananyagban szerepl6 tételeket fogadjuk el. Kozismert
tételekre (pl. Menelaosz-tétel, Holder-egyenl8tlenség stb.) elegendé a neviikkel hi-
vatkozni, egyéb esetekben ki kell mondani a felhaszndlt tételt, és fel kell tiintetni
az idézett forrdst (cim, oldalszdm vagy internet-cim). Tételekre valé hivatkozédskor
azt is meg kell mutatni, miért teljesiilnek a tétel feltételei, és hogyan kovetkezik
a tétel allitasabol a bizonyitds gondolatmenetének kovetkezo 1épése.

Tobbszor el6fordult mér, hogy egy-egy feladat szerepelt valamely példatarban,
vagy megtaldltak az interneten. Arra is lattunk példat, hogy egy folydiratcikkben,
vagy éppen a KoMaL egy korabbi feladatdaban a feladatban kittizottel lényegében
ekvivalens, vagy anndal altalanosabb allitds bizonyitdsa szerepelt. Célunk tovabb-
ra is versenyzOink problémamegoldd képességének fejlesztése, nem pedig a kereso-
programok tesztelése, ezért nem adunk pontot azokra a dolgozatokra, amelyek csak
a megoldas helyét kozlik, vagy azt mutatjak meg, hogy a feladat egy nehezebb tétel
specidlis esete vagy triviadlis kévetkezménye; a végeredményhez vezet6 megoldast
részletesen le kell irni.

Ha a megoldashoz koényvekben vagy az interneten taldlt irdsokat hasznalsz fel,
és ezekbdl idézel, tiintesd fel a felhasznalt forrasokat.

A fizika feladatoknal el6fordulhat, hogy a feladat szovege nem tartalmaz a nu-
merikus megoldashoz sziikséges minden konkrét informéciot, példaul bizonyos anya-
gi allanddkat, foldrajzi vagy csillagaszati mennyiségek szamszert értékeit. Ilyen-
kor vagy a Négyjegyi fliggvénytablazatokban, vagy az interneten kereshetjiik meg
a sziikséges adatokat.

A hosszabb, Osszetettebb gondolatmeneteket érdemes tagolni, részekre bon-
tani; haszndlj, bekezdéseket, cimeket és alcimeket. A kiilonbozé segédéllitasokra,
képletekre és abrakra konnyebb hivatkozni, ha megszdmozod.

A geometria feladatok megolddsanak fontos részei az abrék, amelyeken kévetni
és ellendrizni lehet a megoldas 1épéseit. Mindig rajzolj dbrat, az abra nélkiili, vagy
nem megfelelé abrat tartalmazé megoldasokat nem tekintjiik teljesnek. A gondolat-
meneted azon lépéseire, amelyekhez nincs mellékelve a sziikséges abra, nem kapsz
pontot. Bonyolultabb abrak esetén az egyes geometriai objektumokat szovegesen is
definidld (pl. ,legyen P’ a P pont tiikérképe az e egyenesre”). Elektronikus bekiildés
esetén ligyelj a megfelel§ felbontdsra. A felbontds akkor megfelel, ha a szamitégép
képernyGjén elfér, és a fontos részletek is jok kivehetéek. A jé abra mérete tobbnyire
500-1000 pixel kozott lehet.

A matematika példak megoldasaként szamitogépes programokkal — beleértve
az olyan online szolgaltatasokat is, mint példaul a Wolfram Alpha — kiszamitott
eredményeket nem fogadunk el. Ha harmincndl tobb esetet vizsgélsz, pedig 1énye-
gesen le lehetett volna szlikiteni az esetek szamdt, azt is Ggy tekintjiik, mintha
programot irtal volna.
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Mérési feladatok

A mérés lefrdsa (mérési jegyz8konyv) feltétleniil tartalmazza a mérés elvének
attekinthetd lefrdsat (a mérési elrendezés vazlatos rajzaval, esetleg fotékkal), meg-
felel§ szamu és pontossdgi mérési adatot (attekintheté tédblazatban, a mértékegy-
ségeket is megadva), a mérési adatok kiértékelését (lehetdleg grafikusan dbrdzolva),
és a hiba nagysagrendjének becslését. A mért és szamitott mennyiségeket ne adjuk
meg indokolatlanul sok tizedesjeggyel, hanem csak a becsiilt hibaval 6sszhangban
allé pontossdggal. A mérési jegyzokonyv legyen viszonylag tomor, de annyira atte-
kinthetd, hogy annak alapjan barki meg tudja ismételni a leirt mérést. Nagyon sok
(50-nél tobb) mérési adat esetén elegendd azoknak csak egy ,reprezentativ’ részét
bekiildeni és a tobbinek csak az atlagat kozolni. A 6 oldalnél hosszabb jegyzokonyv
tartalmazzon egy rovid (kb. 1/2 oldalas) dsszefoglalést.

Informatika megoldasok

Az I-jelli programozasi feladatok megolddsat Basic, C++, C#, Java, Pascal
vagy Python nyelvek egyikén kell elkészitened. A fejlesztéshez barmilyen fejleszté-
kornyezetet hasznalhatsz, javasoljuk az Oktatasi Hivatal honlapjén elérhetd emelt
szintii érettségi szoftverlista fejlesztéeszkozeit.

Az I-pontversenyben kitlizott alkalmazéi feladatok megolddsdhoz szintén
az el6bbi szoftverlista eszkozeit javasoljuk. Az alkalmazdi feladatokat a listan sze-
repld alkalmazdsokkal fogjuk értékelni. Az egyéb haszndlhaté alkalmazdsokat egy-
egy feladat leirdsa tartalmazza, ezek jorészt szabadon folhasznalhaté programok.

Az 1/S és S-jelii feladatok megolddsat C, C++, Pascal vagy Java nyelvek va-
lamelyikén kell elkészitened. A megolddshoz dokumentéciét kell irnod és a forras-
kédot kommentekkel kell kiegészitened. A kiilonéllé dokumentaciéban a megoldés
elvi menetének, algoritmusanak ismertetését varjuk. A forraskéd kommentezésének
lényege, hogy segitségével — a dokumentacié ismeretében — kénnyen megértheto le-
gyen az egyes kodsorok, kodrészletek feladata, szerepe a megoldds menetében.

Az I/S és S-jelii programozdsi feladatok megolddsat ellenérizd a http://
ideone.com vagy a http://onlinegdb.com tesztkornyezetben a feladathoz elér-
heté bemenetekkel. Ezeknek a feladatoknak az értékelése részben automatikusan
torténik, ezért fontos, hogy a program az el6iras szerinti forméban adjon kimenetet.

A megoldasok elkészitése és bekiildése

Megoldasodat a Munkafiizetben kiildd be.

A matematika és fizika dolgozatokat honlapunkon megszerkesztheted vagy kész
fajl formajaban feltoltheted. Az informatika feladatok megolddsat csak feltdlteni
tudod.

Azokat a dolgozatokat, amelyek tobb feladat megolddsat tartalmazzdk egy
fajlban, vagy kiilalakjuk miatt értékelhetetlenek, nem versenyszeriinek tekintjiik.
Nem versenyszerti tovabba az olyan megolddas, ahol rendes képletek helyett ne-
hezen értelmezheto karaktersorozatok vannak, pl. x2+((1+5+2sqrt (5)x2) /4 vagy
(1+gyok5) /2*x.
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A megoldasok online szerkesztése az Elektronikus Munkafiizetben

Az Elektronikus Munkafiizet a honlapunk része. Webes feliilet, amely lehet&-
séget ad a megoldds kozvetlen befrdsédra, szerkesztésére. A megolddsaidat médosit-
hatod, atszerkesztheted a bekiildési hatariddig.

Képletek szerkesztéséhez a TEX rendszert hasznéljuk. Javasoljuk, hogy honla-
punkon jérd végig a TgX tanfolyamot (https://www.komal.hu/mf?a=tk).

Kész fajlok feltoltése

Megoldasaidat az otthoni vagy iskolai szamitégépeken is elkészitheted, és a kész
fajlt honlapunkon feltcltheted. Matematika és fizika feladatok megolddsa esetén
a tobbféle operdciés rendszerben olvashaté PDF formatumot haszndld. A doku-
mentum elején legyen ott az un. fejléc: a feladat szama pirossal, név, osztély, véros,
iskola.

Kézirassal késziilt megoldasodat vonalazas és négyzethalé nélkiili, fehér pa-
pirra ird, majd megfelel6 min6éségben, egy darab pdf fajlként toltsd fel a Munka-
fiizetbe.

Ugyelj arra, hogy a kép jol olvashaté legyen, és a felbontés ne legyen se til nagy,
se til alacsony. Ha fényképezel, érdemes t6bb képet késziteni szért (természetes)
fénynél, és a legjobban sikeriilt képet haszndlni. A képet forditsd all6 helyzetbe,
a szélét vagd korbe, hogy csak a megoldas maradjon a képen, végiil méretezd at.

Fényképek feldolgozédsara sokféle képmanipuldlé programot és telefonos app-
likdciét hasznédlhatsz. Mi a CamScannert ajanljuk leginkabb, mert ezzel kénnyen
készithetsz egy darab megfelel6 pdf fajlt.

Az informatika megoldasok bekiildése

Az informatika feladatok megoldasait kizardlag kész fajlként tudod feltSlte-
ni a Munkafiizetbe. Amennyiben a megoldas tobb fajlbdl &ll, ugy egy, a fajlok
mindegyikét és a dokumentaciét is tartalmazo, a feladat sorszamaval egyezd nevii
mappat kell ZIP téméritéssel becsomagolva egyetlen fajlként bekiildened. Ugyelj
arra, hogy a tomoritett dllomdnyokba futtathaté fdjlok (pl. a fejlesztéskor 1étrejove
.exe allomény) ne keriiljenek.

A programozasi feladatoknal a forrdskdéd elsé soraiban megjegyzésként szere-
peljen

e a feladat szama,;

e a versenyzd teljes neve (jelz6szdmmal) és osztdlya,;
e az iskola neve varosnévvel egyiitt;

e az alkalmazott forditoprogram neve és verzidészama.

Kérjiik, hogy a programozasi feladatoknél a program be- és kimenete mindig
a feladatban megadott médon valésuljon meg. Erre azért van sziikség, mert a bekiil-
dott programokat sokféle tesztadatra lefuttatjuk, és ezt igyeksziink automatizalni.

Az informatika feladatokkal kapcsolatos barminemii kérdéseket, esetleges rek-
laméciokat az inf-szerk@komal.hu cimre varjuk.

A bekiildési hatarid6

A bekiildési hataridé matematikdbdl a lap megjelenését koveté hénap 10.,
fizikabol és informatikdbdl a 15. napja; szombat, illetve munkasziineti nap esetén
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a kovetkez6 munkanap. Vedd figyelembe az internet esetleges hibait és a bekiildési
hatarid6 ido el6tti 6rakban a szerver gépilink esetleges tulterheltségét; ilyen okokra
hivatkozva sem fogadunk el késedelmes dolgozatokat.
Ertékelés

A pontversenyek allasat és versenyzbink részletes eredményeit a honlapunkon
folyamatosan kozoljiik. Versenyzbinket e-mailben is értesitjitk a pontszdmok valto-
zasairol. Javitéink a pontszamon kiviil szoveges értékelést is kiildhetnek, példaul
felhivhatjak a figyelmedet a dolgozatod hidnyossagaira. Ez azonban nem kotelezo,
ugyanis a javitéknak nem ritkdn szdzas nagysagrendii dolgozatot kell kijavitani,
amit rdaddsul az egyetemi tanulméanyaik mellett tesznek.

Reklamaciok

A dolgozatok értékelése utan az Elektronikus Munkafiizetben rovid kérdést
vagy tlizenetet kiildhetsz a javitonak, 6 pedig ugyanott valaszolhat. A kiilonbozd
feladatokat kiillonbozé javitok javitjak, ezért mindig csak az adott feladatrol kér-
dezz.

Ugyelj az udvarias hangvételre. Olyan médon kérdezz, amit szemtSl-szemben,
akar a tanaraiddal vagy a sziileiddel szemben is helyesnek tartandl.

Eldontetlen vita, reklamacié esetén a szerkesztéséghez fordulhatsz. Reklama-
ciokat a feladat értékelése utan két hétig fogadunk el a szerk@komal.hu cimen.

Szabalytalan versenyzés

FONTOS! Akik egyénileg versenyeznek egy adott pontversenyben, azoknak
6nalléan kell elkésziteniiik a példak megoldasait. Tilos a kitizott feladatokat a be-
kiildési hatarid6 el6tt mésokkal megvitatni, mésoktdl segitséget kérni vagy elfogad-
ni a feladatok megoldasahoz. A kozosen készitett vagy masolt dolgozatokat — be-
leértve az eredeti szerz6ét is — mem versenyszerinek értékeljik. Egy csapat tagjai
egymaéssal megbeszélhetik, megvitathatjak az adott verseny feladatait, majd min-
den feladatra egy kozos megoldast adnak be. A csoportosan mésolt dolgozatokat
visszakiildjitk az osztdlyt tanité tandrnak. Stilyosabb, az egész pontversenyt veszé-
lyeztet6 esetekben (pl. a feladatok megtargyaldsa internetes férumokon) az érintett
versenyzoket és csapatokat kizarjuk a versenybél.

A végeredmény kozzététele

A versenyek végeredménye az sszes dolgozat kijavitdsa utdn, varhatéan au-
gusztus elején a honlapunkon, majd a 2023. szeptemberi szdmunkban jelenik meg.
A legeredményesebb versenyzok arcképét 2023. decemberi szdmunkban kozoljiik.
A legjobbak a MATFUND Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Alapitvany palya-
dfjait és targyjutalmakat kapnak a 2023. évi KoMalL Ifjusdgi Ankét rendezvényén.
Az okleveleket postan kiildjiik el.

Néhany megjegyzés
A versenyben résztvevo hozzdjarul a dolgozatdanak név nélkiili, valamint a szer-

kesztett valtozat névvel torténo kozléséhez.

Orommel fogadunk feladatjavaslatokat, cikkeket, szakkori munkardl szélé be-
szamolokat, kozlésre alkalmas iskolai palyamunkakat. Javaslataikat, kozleményei-
ket postan vagy e-mailben juttathatjak el szerkesztoségiinkbe. Szép, érdekes és nem
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kozismert feladatokat barki javasolhat kitlizésre. A javasolt feladatokat (megoldé-
sokkal egyiitt) a szerkeszt&ség cimére kiildjék el. A didkok elfogadott feladatjavasla-
tai koziil a legszebbeket kiilondijban részesitjiik. Versenyzdink akkor kapnak pontot
az altaluk javasolt feladatra, ha annak megolddsdt — a tobbi feladat megoldasahoz
hasonléan — feltoltik a Munkafiizetbe.

Szeretnénk, ha a kittizott kérdések nem zarulnanak le véglegesen a bekiildési
hataridovel, a kozolt megoldéssal. Erre teremt lehet6séget az internetes KoMal f6-
rum. Barmely, a lapunkban megjelent feladathoz, cikkhez kapcsolédd megjegyzést,
altalanositast szivesen latunk és alkalomadtan kozoljiik.

Végezetiil mindenkinek eredményes tanévet és sikeres versenyzést kivan

a Szerkeszt6ség

Matematika feladatok megoldasa

B. 5220. Legyen n pozitiv egész szdm. Mutassuk meg, hogy megadhato 1-t6l
2"*2_5g n négyzetszdim gy, hogy kozilik akdrhdny kilonbéz6t dsszeadva (beleért-
ve az egytagi Osszegeket €s az dsszes szdm Gsszegét is) csupa kilonbézd szdmot
kapjunk.*

(6 pont) Javasolta: Freud Rébert (Budapest)

Megoldas. Legyen a; =1 és tetszOleges 2 < i < n-re legyen a; = {\/iai,l],
ahol [a] az a valds szdm fels6 egészrészét jeloli, azaz azt a legkisebb egész szémot,
amely nem kisebb, mint a. Ekkor a rekurzivan definialt a1, ..., a, szdmok pozitiv
egészek és kiilonbozoek, mert V2 > 1, igy a; = [\/ﬁai_l] > /2a;_1 > a;_1. Mivel
kiilonboz6 szamok négyzete kiilonbozd, ezért a?, . . ., a2 pontosan n darab kiilonb6z
négyzetszam.

”

Lemma. Az eldzbekben definidlt a; szdmok négyzeteire igaz, hogy
k
2 2
Z a; < apyq-
i=1

A lemma bizonyitasa. Az allitast k-ra vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk.
Az 4llitds igaz k = l-re, mert ekkor az &sszeg af = 1, amely kisebb a3 = 4-nél.
Az indukciés 1épésben az mondhaté el, hogy ha k-ra igaz az allitas, akkor k + 1-re

is, hiszen
k+1 k
2 _ 2 2 2 2 _ 9.2 _ 2 2_ 2
E a;i = E @ + ajyy < Ay +aiiy =203, = (V2ar1)” < [V2ari1]” = af gy
i=1 i=1

Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik.

* Lésd Freud Rébert cikkét a KoMal 2022. januari szaménak 2. oldaldn.
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Rétériink annak a bizonyitasara, hogy a széban forgd négyzetszamokbol kép-
zett Osszes részosszeg killonbozd, azaz az ai, ..., a3 (1 < k < n egész) szdmok koziil
akarhogyan valasztunk ki néhanyat, azok 6sszege csakis akkor egyenld, ha ponto-
san ugyanazokat a szdmokat valasztjuk ki. Most is k-ra vonatkozo teljes indukciot
alkalmazunk. Az 4llitas trividlis k = 1-re, hiszen az iires dsszegen kiviil maga a3
az egyetlen részosszeg. Az indukcids 1épésben feltessziik, hogy az a3, ..., a3 szd-
mokbodl képzett dsszes részosszeg kiilonbozé; majd tekintjik az af,..., a},, szi-
mokbol képzett részosszegeket. Ezek koziil az ai 4 1-t nem tartalmazoé részosszegek
nem lehetnek egyenl6k, hiszen ezek az el6z6 1épésben is részosszegek voltak, igy hi-
vatkozhatunk az indukciés feltételre. Ha két résszosszeg koziil mindkettd tartalmaz-
za aj 4+1-t, akkor szintén nem lehetnek egyenlSk, hiszen mindkét oldalrdl elhagyva
ai -t az el6z8 esetet kapjuk. Tételezziik fel végiil, hogy egy af -t tartalmazé és
egy ezt nem tartalmazoé részosszeg egyenld, példaul S; = Sy + ai 41, amelybdl So
nemnegativitdsa miatt

(1) S1 2 a%:-&-l

adédik. Indirekt feltevésiink szerint S; egy, az a?,...,a: szdmokbdl képezhetd

k
a?, amelyre

=1

részosszegként is el6dll, aminek minden tagja pozitiv, igy S1 <

K3
a lemmat alkalmazva azt kapjuk, hogy

k
2 2
S1 < g a; < a1,
i=1

ami ellentmond (1)-nek, ezért az af, . . ., a3, szémokbdl kaphatd részosszegek koziil
semelyik kett6 sem lehet egyenld. Ezzel a teljes indukcié végére értiink, és k = n-re
épp azt kaptuk, hogy a kivélasztott n négyzetszambdl képzett minden részosszeg
kiilonbéz6.

M4r csak azt kell beldtnunk, hogy az a?, ..., a2 szdmok 2""2-nél kisebbek. Ko-
rdbban lattuk, hogy 0 < a3 < - -+ < ay, igy elég azt megmutatnunk, hogy a2 < 2712,
El6szor irjuk fel aq,as,a3 pontos értékét. Mivel a; = 1, ebbdl agy = {\@1 =2
(hiszen 1 < v/2 < 2), ebbdl pedig 2v/2 > 2-1 =2 miatt a3 = [2\/51 =3 (hiszen
(2\/5)2 =8 < 3?%), tehat a; = 1, as = 2, ag = 3. A tovabbi értékeket feliilrl be-
csiiljiik. Mivel a; 11 = [\/iai] <V2a;+1, ezért a by =1, by =2, by =3, i > 4-re
b; = V/2b;_1 + 1 sorozat feliilrdl becsiili az a; sorozatot. Ez teljes indukciéval bizo-
nyithato, hiszen a1 < by, az < b, as < bs, és ha a; < b; (i > 4), akkor

Giv1 < V2a; +1< V2 +1=biy ;.

Most tjabb teljes indukciéval belatjuk, hogy ¢ > 3-ra

X 1—4
1—3 :
bi=3-22 +> V2.

Jj=0
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Ez igaz i = 3-ra, mert

3—4
3—3 i
by=3=3-2"40=3-2"2 +Y V2,
=0

hiszen az Osszegzés itt egy iires 6sszeg. Az indukcids lépésben tegyiik fel, hogy egy
1 > 3-ra miikodik a képlet. Ekkor

. i—4
i—3 i
bi+1\f2bi+1\f2<3o22+2\/§j>+1
j=0
) i—4 ) (i+1)—4
=2 1 (i+1)-3
=3.22 +Z\/§J+ +1=3-2 2z + Y V2,
§=0 §=0

ahol az utolsé lépésben 1-gyel megnoveltiik az Osszegzés j indexét, az 1 pedig
az Osszeg els6 tagja lett (ekkor j = 0). Ezzel igazoltuk, hogy a képlet miikodik.

A képletben szereplé szumma tagjai egy olyan mértani sorozatot alkotnak,
amelynek elsé tagja 1, hanyadosa /2, igy alkalmazhatjuk az Osszegképletet
1 > 3-ra:

i—3 \/57:_3 1 i—3 2% 1
bj=3-22 4+ —-=3-22 + ———.
V2-1 V2-1
Tudjuk, hogy b; feliilrdl becsiili a;-t, ezért
3 2@ 1
71— -
a; <322 4 ———
V2-1

és mindkét oldal pozitiv, ezért négyzetre emelve az ezzel ekvivalens

- 21'73 12

i— 2

a?< (322 45—
V2-1

egyenl6tlenséget kapjuk, minden ¢ > 3-ra. Nyilvdn n = 1-re és n = 2-re az allitas
igaz, hiszen a; =1 <23 =8 és ay =2 < 2' =16, n > 3-ra pedig hasznilhatjuk
a fenti fels6 becslést ¢ = n-t behelyettesitve. Ebbol

n—3 2
n—3 2 —
(2) a2 < (3-22 +21>.

Mar csak be kell 1dtnunk, hogy a jobb oldal nem nagyobb 2712-nél, amelyhez
tekintjiikk a hanyadosukat és atalakitjuk a kovetkezoképpen:

5 9" 1\ n3 2
n—o - n—3 2 2 —1
3:2 2 +—p—r 3-272 4 ——
( ﬁ*) VZ-1
on+2 - n+2 B

2 2
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5 1\
s TR s 23 Y :
=|3.2724+— 22 | ~(3.272 4 ~0,95712 < 1.
V2-1 V2-1

Lathatjuk, hogy a tort értéke 1-nél kisebb, és mivel a szamlildja és a nevezgje is
pozitiv, a szamlalé biztosan kisebb a nevezonél; tehat

3 2L—3 12

n— 2 -

3-2 2 4+ ——— <2"+27
V2 -1

amit (2)-vel dsszevetve
a2 < 2nt?
adddik. Ezzel a bizonyitds utolsé 1épését is befejeztiik.

Duchon Mdrton (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 10. évt.)
dolgozata alapjan

Osszesen 18 dolgozat érkezett. 6 pontot kapott Bényei Borisz, Chrobidk Gergd,
Duchon Mérton, Kalocsai Zoltdn, Sagi Mihdaly és Varga Boldizsdr. 5 pontos 3, 4 pontos
4 dolgozat. 3 pontot 2, 2 pontot 1, 0 pontot 2 versenyz6 kapott.

B. 5231. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészre teljestil, hogy

n

zn:k- A D AR CAE
k=1

k=1

(4 pont)

I. megoldas. A feladat allitdsaban szerepld egyenléség mindkét oldaldt atala-
kitjuk. Nézziik el6szor a bal oldalt, ahol tobbszor is felhasznaljuk a mértani sorozat
osszegképletébdl adodo 20 4 21 + 22 4 ... 42771 =27 — 1 egyenldséget (n € Z7T):

n
Zk-z’H:1-2°+2-21+...+n-2”*1:
k=1

=@ +2'+. 42 h P 22+ 42+ (2 ) =
=@2"-D+@"-1-29+@2"—1-20-2Y + ...+
+(2"—1-(2°4...+2"?)) =
=n-2"—(1+(14+2°)+@+20+2) +. .. +(1+20+2"+ ... +2"7%)) =
=n-2" — (2420422 4. g2 =pn 2" (2" — 1) =n-2" - 2" + 1.
Most a jobb oldalon szereplé tsszegben bontjuk fel a zardjelet:

Z 27L—k' . (Qk _ 1) — Z(2TL _ 2n—k);
k=1 k

=1
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latjuk, hogy a 2™ tagban nem szerepel k, vagyis az a tag csak n-t6l fiigg, és pontosan
n-szer szerepel az Gsszegben, ezért

zn:@” —nhy = Zn: on Zn: Nk —p.on — zn:2"*’°.
k=1 k=1 k=1 k=1
Az utolsé tagként szerepld osszeget kibontjuk, igy azt kapjuk, hogy
n-2m— (2"t gon 2 42 =pn.2" - (2"~ 1) =n-2" - 2" + 1.
Megmutattuk, hogy a feladatban szereplé egyenloség mindkét oldalanak értéke
n-2" —-2"+1,

tehéat egyenlok. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Tobb dolgozat alapjdn

I1. megoldas. A bizonyitast teljes indukcidval végezziik. Az allitds n = 1-re
helyes, hiszen 1-2° = 1 = 2°(2! —1). Tegyiik fel, hogy valamely n = i pozit{v szdmra
igaz az &llitds, majd bontsuk ki az 6sszegzéseket:

D ke2bTt =N ok 2k -,
k=1 k=1
1-204 2.2 4 g 27 =22t 1) 27222 — 1) ..+ 2028 — 1),

Felirjuk az &llitdst (i + 1)-re, majd a jobb oldalon az utols6 kivételével minden
tagbdl kiemeliink 2-t:

1-29+2. 2"+ 4027 (i +1)2) =
=202' — 1)+ 27122 — 1) + . 2M (20— 1) + 202 — 1),

1-204 2.2 4 42 (i 1)20 =
=2(2712 = 1)+ 207222 = 1) + ...+ 2°(2" — 1)) +20(27F —1).

Most a bal oldalon alkalmazzuk az indukciés feltevést, majd vonjunk ki mindkét
oldalbdl (2771(2! — 1) 4+ 2772(22 — 1) 4 ... + 29(2" — 1))-t, gy azt kapjuk, hogy

((4+1)-20 =212 = 1)+ 277222 — 1) + ... +20(2" — 1) +2°2F - 1),
Végezziik el a kijelolt miiveleteket:
121_’_21:121_(21—14_21—2_’_+2+1)+21+1_1’

rendezziik, majd a zardjelben 1évé mértani sorozat elsé i tagjanak Osszegét szamit-
suk ki az Osszegképlet segitségével:

) 2t _ 1 )
2" = — 20t 1.
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Ebbél rendezés utén a 2¢ +2¢ = 2¢+! egyenlethez jutunk, abbdl pedig a 2 -2 = 2i+1
azonossaghoz; tehat a bizonyitandé allitds minden pozitiv egész n-re teljesiil.

Szittyai Anna (Szeged, Szegedi Radnéti M. Kisérleti Gimn., 11. évf.)
dolgozata alapjan

ITI. megoldas (Ez olvashaté a honla_pon*). Tekintsiik az alabbi, n x n-es tab-
lazatot (a tablazat i. soranak j. eleme 2971 ha i < j, egyébként 0).

1 2 22 923 . 9on=3 9n-2 o9n-l
0 2 22 23 ... 9on=3 9n=2 on-l
0 0 22 23 ... 9on=3 9n-2 on-l
0 0 0 28 ... on=3 9n-2 on-l
00 0 0 .. 2n=3 9on=2 9gn-l
00 0 0 ... 0 2n2 on-l
00 0 O ... 0 0 2n!

A bizonyitandé egyenlet mindkét oldaldn a tablazatban szerepld szamok Osszege
all:
n
e A S k-2 5sszegben oszloponként adjuk Gssze a szamokat, a k-adik osz-
k=1
lopban éppen k - 2871 a szdmok Gsszege.

n
e A S 27 F.(2F — 1) 6sszegben soronként adjuk Gssze a szamokat, hiszen az
k=1

(n — k + 1)-edik, azaz alulrdl k-adik sorban a szamok 6sszege éppen

onh ol =onth (2Rl =tk ok ).

Megjegyzés. Erdemes elmesélni, hogy miként sziiletett ez a feladat.

Képzeljiik el, hogy 2™ kiilonb6zé magassdgi embert szeretnénk tornasorba &llitani
kevés sszehasonlitdssal (egy Osszehasonlitdssal két embert tudunk sszehasonlitani).

Egy lehet6ség, hogy egyenként ,illesztjiik be” az embereket a tornasorba. Ha ¢ — 1
embert mar sorba rendeztiink, akkor a t. ember helyét binaris kereséssel meg tudjuk ta-
ldlni a tornasorban {log2 (tﬂ osszehasonlitassal, a legszerencsétlenebb esetben is. Ezzel

n
a médszerrel a legszerencsétlenebb esetben éppen > k- 2k=1 ssszehasonlitdsra lesz sziik-
k=1

ségiink a 2" ember tornasoranak felallitdsahoz (hiszen éppen 2! kiilonbozé olyan t érték
van, amelyre [log,(t)] = k).

Egy maésik lehet8ség, hogy el8szor 2771 diszjunkt part dsszehasonlitunk, aztan két-
két part osszefésiiliink egy-egy négyes tornasorrd, majd két-két négyest egy-egy nyolcas

* A Pontverseny” meniipont , Feladatok” részében mindig az aktuélis tanév, mig a ,,Ko-
rabbi évek” részben értelemszeriien az elmult tanévek feladatai és megoldasai taldlhatdak
meg.
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tornasorré, és igy tovabb. Igy 27 * alkalommal fogunk két 28! méretii tornasort 6sszefé-
stilni. Kénnyen meggondolhatd, hogy két s tagi tornasor dsszefésiiléséhez — a legrosszabb

esetben — 2s — 1 6sszehasonlités sziikséges. Tehat ezzel a médszerrel a legszerencsételenebb
n

esetben S 2"7F . (2% — 1) &sszehasonlitdsra lesz sziikségiink.
k=1

A feladat kitiiz&je rendezési algoritmusokat tanitott matekdéran, amikor kivancsisag-
bdl 6sszehasonlitotta n = 7 esetén a két modszer 1épésszamét. Meglepve tapasztalta, hogy
mindkét esetben éppen 769-et kapott eredményiil — jobban belegondolva kideriilt, hogy
ez nem egy véletlen egybeesés.

Osszesen 91 dolgozat érkezett. 4 pontot 90, 3 pontot 1 versenyzé kapott.

” ee

A K pontversenyben kitiizétt gyakorlatok I_ _I
ABACUS-szal k6z6s pontverseny
9. osztalyosoknak

(729-733.) | ! a

K. 729. 2022 perc mulva éjfélt fog titni a gydri varoshéza toronyoraja. Mekkora
szoget zar be most a toronydra kis- és nagymutatdja?

K. 730. Behuztuk egy kor nyolc hurjat igy, hogy a hirok metszéspontjainak
szdma a lehetd legtobb legyen. Hany részre bontja ekkor ez a nyolc hir a korlapot?

K. 731. Egy 4 x 6-os téglalapot szeretnénk egyrétiien lefedni
az abran lathaté L-alaku lappal egybevagé lapokkal. Az L-alaku
lapokat tetszés szerint elforgathatjuk, illetve megfordithatjuk. Van-e
legaldbb 36 kiilonb6zo lefedés?

K/C. 732. Négy matematikatandr egyike sem idésebb 70 évesnél és mindegyi-
kiik életkora években szamitva primszam. Hany éves a legfiatalabb, ha atlagéletko-
ruk 60 év, és nincsenek kozottik egykoriak?

K/C. 733. Mekkora a teriilete annak a legkisebb téglalapnak, amelybe beleir-
haté egy olyan paralelogramma, amelynek egyik szoge 60°, egy-egy oldala 4 cm és
6 cm hosszui és két oldala a téglalap két oldalara illeszkedik?

*

Bekiildési hatarid6: 2022. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*
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A C pontversenyben kittizott gyakorlatok
(732—733., 1728—1732.)

Feladatok 10. évfolyamig
K/C. 732. A szovegét lasd a K feladatokndl.

K/C. 733. A szovegét lasd a K feladatoknl.

Feladatok mindenkinek
C. 1728. Hatarozzuk meg a
1 1
¥t T {a}
egyenlet megoldasainak pontos értékét.
({z} az x tortrésze, vagyis az xz-nek és z-nél nem nagyobb egészek legnagyob-
bikdnak kiilonbsége.)

C. 1729. Az ABCD négyzet BC és CD oldaldra mint atmérére a ki, illetve ko
félkoroket rajzoljuk a négyzeten kiviilre. A két félkoriv felezépontja E, illetve F.
A DF és AF szakasz felezOpontja P, illetve Q. Mutassuk meg, hogy P a négyzet
AC 4tlojara, Q pedig a négyzet BD atldjara illeszkedik.

C. 1730. Hatarozzuk meg az 6sszes 0,abc alaku tizedestortet, amelyben a, b, ¢
szamjegyek, a # 0 és teljesiil, hogy 0,abc =

a
a+b+c’
(Horvdt feladat)
Feladatok 11. évfolyamtél

C. 1731. Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB > CD, a trapéz kozépvo-
nala az AC atlét az F, a BD 4tlét az I pontban metszi. A CD szakasz hossza
az AB és E'F szakaszok hosszéanak

a) szémtani,
b) mértani kdzepe.
Hatarozzuk meg, hogy a két eset koziil melyikben lesz nagyobb az é—g arany

értéke.

C. 1732. Legyen U a 337-nél nagyobb és 733-nal nem nagyobb primszamok
halmaza. Hany olyan 4-elemi részhalmaza van U-nak, amelynek a 467 vagy a 499
eleme?

*

Bekiildési hatarid6: 2022. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet
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A B pontversenyben kitiizott feladatok
(5254-5261.)

B. 5254. Bizonyitsuk be, hogy barmely két, 3-mal nem oszthaté paratlan szdm
négyzetének kiilonbsége oszthaté 24-gyel.

(3 pont) (Mennyiségtani és Természettudomdnyi Didaktikai Lapok, 1943)
B. 5255. Tiikrozziik kozéppontosan az ABC haromszog A csucsat B-re, B csu-

csat C-re, és C csucsat A-ra, igy kapjuk rendre a Cy, Ay és By pontokat. Mutassuk
meg, hogy AA;, BB, és CC; hosszusdgu oldalakkal hdromszog szerkeszthetd.
(3 pont)

B. 5256. Andrés egy év mind az 52 hetében egy-egy ugyanigy kitoltott szel-
vénnyel jatszik az 6toslotton. Bea ellenben az év utolsé sorsoldsa elott vesz 52 szel-
vényt, és azokat (paronként kiilonbozéféleképpen kitoltve) egyszerre jatssza meg.

Igaz-e, hogy ugyanannyi esélye van Andrasnak és Bednak arra, hogy legyen telita-
lalatos szelvényiik?

(4 pont)

B. 5257. Az ABC hegyesszogi hdromszogben a magassagok AA;, BBy, illetve
C(C4, az AB oldal felez6pontja F'. A k kor atmegy az F és a C7 pontokon, valamint
az A1C1 és B1Cy szakaszok Cp-en tili meghosszabbitdsit a P, illetve a (Q pontban
metszi. [gazoljuk, hogy A1 P = B1Q.

(4 pont)

B. 5258. Igaz-e, hogy minden pozitiv egésznek van olyan pozitiv tobbszorose,
amelynek tizes szamrendszerbeli alakjiban a szamjegyek Osszege legfeljebb 20227

(5 pont) Javasolta: Sdndor Csaba (Budapest)
B. 5259. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valds szamok halmazan:

2?2 —3y+4=z,

Y —32+4=w,

22 —3w+4 =z,

w? =3z +4=y.

(4 pont) Bencze Mihdly (Brasso) javaslata alapjan

B. 5260. A k kor AB hurjanak G és H pontjaira AG =GH = HB = 1. A kor
egyik AB ivének felez6pontja legyen F. Az FH és FG szelok a kort masodszor
a C, illetve D pontban metszik. Mutassuk meg, hogy CD = BC?.

(6 pont) Javasolta: Kocsis Szilveszter (Budapest)
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B. 5261. Kezdo és Mésodik a 100 csucsu teljes graf élein jatszanak. Felvaltva
lépnek, Kezdd minden 1épésnél egy még ki nem szinezett élt pirosra, Masodik pedig
minden 1épésnél egy (még ki nem szinezett) élt kékre szinez. A jaték akkor ér véget,
ha vagy van 4 olyan cstcs, melyek kézott mind a 6 él piros, ekkor Kezd6 nyer; vagy
van 4 olyan csics, melyek kozott mind a 6 él kék, ekkor Mésodik nyer; vagy pedig
egyik sem teljesiil, és nincs t6bb beszinezhetd él, ekkor az eredmény dontetlen.
Kinek van nyero stratégiaja?

(6 pont)

*

Bekiildési hatarid6: 2022. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

Figyelem! Az idei Kiirschdk Jozsef Matematikai Tanuléverseny 2022. ok-
téber T7-én, pénteken 14 orakor keriil megrendezésre. A verseny hely-
szineir6l és lebonyolitasar6ol szolé informacidkat késébb tessziik koz-
z¢é a https://www.bolyai.hu/versenyek-kurschak-jozsef-matematikai-
tanuloverseny/ oldalon.

P> 1
|

A. 830.Ha H C Zésn € Z, legyen h,, a H azon véges részhalmazainak a szdma,
melyekben a szdmok 6sszege n. Van-e olyan H C Z, melyre 0 ¢ H, és minden n € Z-
re hy, egy (véges) paros szdm? (Az iires halmaz elemeinek dsszege 0.)

Az A pontversenyben kitlizott
nehezebb feladatok
(830-832.)

Javasolta: Beke Csongor (Cambridge)

A. 831. Az ABC haromszog BC oldaldnak F' a felez6pontja. Az A-n dthaladd,
BC-t F-ben érint6 kor messe az AB és AC oldalakat rendre az M és N pontokban.
A CM és BN szakaszok metszéspontja legyen X. A BM X és C N X haromszogek
koréirt koreinek masodik metszéspontja legyen P. Igazoljuk, hogy A, F és P egy
egyenesre illeszkednek.

A. 832. Tegyiik fel, hogy minden embernek egymastdl fiiggetleniil 0,1, ... vagy

n gyermeke sziilethet, és annak a valdszinlisége, hogy éppen i gyermeke sziiletik,
pi, ahol pg +p1 + ...+ pp, =1 és p, # 0. (Ez az tn. Galton—Watson folyamat.)
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Mely n pozitiv egész és pg,pi,--.,pn valosziniségek esetén lesz maximalis
annak a valdszinisége, hogy egy adott ember utédai éppen a tizedik generacidoban
halnak ki?

Bekiildési hatarid6: 2022. oktéber 10.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

*

Informatikabdl kittuzott feladatok

I. 568. Az Oreg kirdly Osszehivta tandcskozédsra férfi leszarmazottjait. fgy el-
jottek a fiai, unokai, dédunokdi stb. A kirdly memoridja mar nem a legjobb, és
a tanacskozas elején szeretné tudni mindenkir6l, hogy hany generaciés tavolsag-
ban van téle. Készitsiink programot, amely az N tagi csaldd minden jelenlévojérol
megadja, hogy hdny generdciéra van a kiralytdl az irnok feljegyzései alapjan.

A standard bemenet (az frnok adatai) elsé sordban a jelenlévék N (2 < N <
< 50) szdma van. Az ezt kévetd N — 1 sor mindegyike egy szdmpdrt tartalmaz:
az A apa és F fia (1 < A, F < N) sorszamét szokozzel elvélasztva.

A standard kimenetre két sort irjunk ki: az els6be a kirdly sorszamat, a ma-
sodikba pedig emelked6 sorszam szerint mindenkinek a generaciés tavolsagat a ki-

ralytol.
Példa bemenet (a / jel sortorést helyettesit) Kimenet
9 7
31/32/73/56/45/74/89/738 221123012

Bekiildend6 egy tomoritett 1568.zip allomanyban a program forraskodja, va-
lamint a program révid dokumentacidja, amely tartalmazza a megoldés rovid leiréd-
sat, és megadja, hogy a forrasallomédny melyik fejleszt6i kornyezetben fordithaté.

I. 569. Az egyik nap Piroska néni, a matektanar egy dobozzal a kezében lépett
be a 9.a osztalytermébe. A tandra elején megszokott események utan felnyitotta
a korabban a tandri asztalra letett dobozt.

— Nézzétek csak, micsoda csodds valamit hoztam! — emelt ki a dobozbdl egy
dodekaédert. — Ez az it szabdlyos test egyike, 12 darab szabdlyos dtszdglapja van,
dodekaédernek hivjdk. Ha a lapokra felirjuk a szamokat 1-tdl 12-ig, akkor a dobdkoc-
ka kétszeresét készithetjik el. Mivel harmincan vagytok, hoztam is 60 dobdkockdt és
30 dobododekaédert. Andris, ha elmondtam a feladatot, segits kiosztani, légy szives.
Mindhdrom testtel maximum 100 alkalommal kell dobnotok. A fiizetbe jegyezzétek
fel minden dobdsndl a kockdkkal dobott szamok dsszegét, mellé a dodekaéderrel do-
bott értéket! A két kockdval és a dodekaéderrel dobdst csak addig kell ismételgetni,
amig a két kockdn kapott dsszeg, vagy a dodekaéderen kijott érték 12 nem lesz. Az-
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tdn mdr csak a mdsik fajta dobdst kell tovdbb ismételnetek, amig az is 12 nem
lesz, de ne felejtsétek, csak 100 kisérletet végezhettek. Végiil csak két adatra lesz
sziikségiink, a dobododekaéderrel és a dobokockapdrral végzett kisérletek szamdra.
Remélem, minden vildgos, Andris, gyere, seqits az eszkozioket kiosztani. Kdzben le-
het tippelni arra, hogy mekkora lesz a dobdsszdmok dtlagdnak ardnya.

— Nyilvdn azonos lesz nagyjdbol, hisz a dodekaéder pont olyan, mint a két
dobokocka — kiabalt be Miki. Sokan helyesléen bélogattak.

— No, majd kideriil — valaszolta Piroska néni. — Kezdjétek a kisérleteket!

Segitsiink a 9.a osztalynak!

1. Hozzuk létre a dodekaéder munkafiizetet a tdblazatkezel6 alapértelmezett

fajlformatumaban.
2. Készitsiik fel a munkalapot a 30 tanul6 legfeljebb 100 kisérletének dokumen-
talasara:

A B CDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXVZAAABACADAEAFAGAHAIE
1 12345678910111213141.5161718192021222324526272829303132333:
2 | 1 |kétdobokocka e
ST oboiodoraed 4
4 | 2 |kétdobokocka
s> doboiodores ]
6 | 3 [kétdobokocka ¢
B Tooodcdoros
8 | 4 |kétdobokocka
9| a 5 6 L
10| 5 |kétdobokocka if
1, 5 6 é
12| 6 |kétdobdkocka
SE VI FERT7rPew7w) U A AU N R P S P S P A A O O P 0 o i B e O

3. A CL:CX1 tartoményt toltsiik fel az 1,2,...,99, 100 értékekkel. Az A2:A61 tar-
tomanyt pedig egyetlen, méasolhaté fiiggvény segitségével az 1,1,2,2,...,29,
29, 30, 30 értékekkel. A B2:B61 tartomanyt felvéltva a ,két dobdkocka”és a ,,do-
bododekaéder” szovegekkel toltsiik fel. Végiil készitsiik el az A1:CX1 tartomany
szegélyezését a minta szerint.

4. Ezek utan modellezziik a kisérletet.

356

a. A C2 cellaba kerilljon a véletlenszam-generatort haszndlé olyan fliggvény,

amely a két fiiggetlen kockadobds Gsszegének értékét jeleniti meg a cella-
ban.

. A C3 celldba keriiljon hasonlé fiiggvény, amely a dobdédodekaéderrel vég-

zett dobds értékét jeleniti meg a celldban.

. A C2:C3 tartomény képleteit masoljuk le a C4:C61 tartomdanyra.
d. A D2 celldba keriiljon a C2 cellaéhoz hasonlé fiiggvény, de, ha a C2 cella

értéke 12, akkor a D2 cella legyen iires. Jarjunk el hasonléan a D3, C3
cellaparral.

. A D2:D3 tartoméany képleteit méasoljuk le a D4:D61 tartoméanyra.

f. Az E2 cellaba keriiljon a D2 celldéhoz hasonlé fiiggvény, de, ha a D2 cella

értéke iires vagy 12, akkor az E2 cella legyen iires. Jarjunk el hasonléan
az E3, D3 cellapérral.

. A D2:D3 tartoméany képleteit masoljuk le a D2:CX61 tartoményra.
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5. A CY2:CY61 tartomény celldiba keriiljon olyan fiiggvény, amely megadja
az adott sor dobasainak szamat a 12-es érték eléréséig.

6. A C62 és a C63 celldkba keriiljon a dobdkockdval, illetve dobédodekaéderrel
tanulénként végzett dobasok atlaga egészre kerekitve.

7. Vizsgéaljuk meg a kapott értékpart, és irjunk a tapasztaltakrdl magyarazatot
a dokumentacidba.

A megoldasban sajat fiiggvény vagy makré nem hasznalhato!

Bekiildend6 egy tomoritett 1569.zip allomanyban a tablazatkezel6 munkafii-
zet (dobédodekaéder . x1sx, dobédodekaéder.ods, ... ), illetve egy révid dokumen-
téci6 (dobdédodekaéder . txt, dobédodekaéder.pdf, ... ), amelyben szerepel a meg-
oldéskor alkalmazott tdbldzatkezeld neve, verziészama és a valasz a 7. feladatra.

1. 570 (E) Tavaly 6sszel Paolo Panzani meghdzasodott, elvette magyar barat-
nojét, Budapesten folytatjdk életiiket. Paolo pizzasiité mester, igy 2022 aprilisdban
beindult a Pizza Panzani — online pizzamihely. A finom pizzék hire gyorsan ter-
jedt a neten, nyarra mar kozel ezer vaséarld regisztralt oldalukon. Rendelést leadni
10 6ratol este 22 6riig lehet. A belvarosban é116 miihelyiikbdl kizardlag a belso ke-
riilletekbe szallitanak a mithely sajat futaraval. A rendelési rendszert ugy alkottdk
meg, hogy amennyiben egy rendeléskor tébbféle (akdr méret, akar fajta szerint)
pizzat is rendelnek, azokat a rendszer kiilon rendelésként kezeli, a megrendel6 azo-
nositéja és a datum arulkodik a tobbféle tétel rendelésrol.

rid nap id6 mrid pid pm pdb ¢
1 1| 10:44:02 355 1 3 1 ;
2 1| 11311339 918 15 2
3 1(8419:22:13 598 13 2 1';,
4 1| 11:22:13 598 15 2 1
5 1| 12:20:03 784 12 1 1¥
crmnnBlyonndl 123308]  7s8[ L. a8 2], 1

Erika, Paolo felesége a juliusi rendelések alapjan szeretné a vallalkozast to-
vébbfejleszteni akcidk bevezetésével (akcids ar; egyet fizet, kettdt kap; boldog éra;
a hénap minden negyedik rendelése félaron). Az informatikdban jartas béatyja, Alex
egy adatbazist készitett, a kovetkez6 tablakkal:

Pizza (pid, név)

pid a pizzafajta azonositéja (szamléls) ez a kulcs;

név a pizzafajta megnevezése.
Méret (mid, 4tm)

mid a méret azonositéja (szamldls) ez a kulcs;

atm  a pizza dtmérdje cm-ben (szdm).
Ar (ptip, mér, &r)

ptip a pizzafajta azonositéja (szdm) ez az Osszetett kules része;

mér a pizza méretének azonositéja (szdm) ez az Osszetett kulcs része;

edr  a pizza egységara Ft-ban (szdm).
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Rendelés (rid, nap, id8, mrid, pit, pm, pdb)

rid  a rendelés azonositéja (szamldld) ez a kulcs;

nap a hdénap napja (szdm);

id6  a rendelés napon beliili ideje [10:00-22:00] (id6);
mrid a rendelést lead6 azonositéja (szdm);

pit  a pizzafajta azonositéja (szédm);

pm  a pizza méretének azonositéja (szdm);

pdb a rendelt darabszdm (szam).

Hozzuk létre adatbézist panzani néven! Importaljuk az adatbazisba a szo-

vegfajlok nevével megegyezd tabldkba a pizza.txt, a méret.txt, az ar.txt és
a rendelés.txt szovegfijlok tartalmat! A fijlok UTF-8 kddolasuak, tabulatorral
tagoltak, els6 sorukban a mezonevek szerepelnek.

A tablak kapcsolatat a kovetkezd dbra mutatja:

Pizza
% pid  |—
név
Ar
% ptip Rendelés
¥ mér % rid
ear nap
ido
: mrid
Méret It pid
¥ mid pm
atm pdb

A kovetkez6 kérdések megvalaszoldsakor és feladatok megoldasanal a lekérde-

zéseket és a jelentést a zardjelben olvashaté néven mentsiik. Ugyeljiink arra, hogy
a megolddsban pontosan a kivant mez0k szerepeljenek. Gondoskodjunk arrél, hogy
a lekérdezések értelmes mezénevei a mez6 tartalmara utaljanak és hogy az adatok
értékei mindenhol teljes szélességiikben legyenek olvashatdk.

1.

I

358

Jelenitsiik meg a 24 cm-es pizzdk nevét és egységarat novekvo egységar, azon
beiil a pizza neve szerint alfabetikus rend szerint. (1arak24)

Melyik a hat legnépszeriibb pizza, azaz amelyekbdl a legtobbet rendeltek?
A pizza nevét és a rendelt darabszdmot szeretnénk latni. (2nyero)

Kik azok a visszatérd vasarlék, akik tobb, mint harom napon is rendeltek
a hénapban? (3tobb_szor)

Melyik napon kapték a legtobb darabra a megrendelést? Feltehetjiik, hogy egy
ilyen nap volt. (4maxdb)

Melyik pizzdkbdl hényszor rendeltek egyszerre tébb darabot? (5tobbdb)
Atlagosan melyik éraban érkezett a hénapban a legtobb rendelés? (6ora)

Mekkora volt a bevétel az egyes pizzafajtakbol? A lekérdezés sorai bevétel
szerint csokkend sorrendben legyenek rendezettek. (7Tbevetel)
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8. Melyik méretli pizzdbdl mennyi fogyott a hénap sordn? (8meret)

9. Készitsiik jelentést, amely megadja, hogy aznap, amikor a legtobb rendelést
kaptdk, melyik pizzdbdél mennyit rendeltek az egyes méretekb8l. A jelentés
az aldbbi minta elrendezését kovesse. (91egjobbnap)

r

Legjobb nap {
4

Név Atmérs Rendelés (db) /‘
Bolognese 32 2 L
Capriciosa 32 1 ;
45 2 >

Carbonara 32 2 i
Frutti di mare 45 3 ¢
Margherita 32 1 2
oo NRE0AMA | e pinnnn 3200 s o e L1 Pt il B B e P s s igas iki W /

Bekiildendo egy tomoritett i570.zip allomanyban a panzani adatbézis, vagy
az adatbazis tablait létrehozd, valamint a feladatok megoldasat adé SQL-parancsok
egy szoveges allomanyban, és egy rovid dokumentécid, amely tartalmazza az alkal-
magzott adatbazis-kezel6 program nevét és verzidszamat.

I/S. 64. Budapest belvarosdban innovativ futdrcéget alapitottak. A belvarost
a cég egy N sorbol és M oszlopbdl allé négyzetracsként képzeli el. A négyzetracs n-
edik sordaban és m-edik oszlopdban taldlhatd egységnégyzetet T'[n][m]-el jeloljiik.
A cég székhelye a T[a][b] mezén helyezkedik el. A sorokat és oszlopokat 1-tél
indexeljiik.

Egy nap rendelést kapnak a T[p][g] mezérél, ahova a futdr szeretne a lehetd
leggyorsabban eljutni. Sajnos a futar még csak palyakezdd, ezért csak a sakkja-
ték futéra vonatkozé szabélyai szerint tud mozogni Budapest belvérosdban (csak
atlésan mozoghat, de egy irdnyban tetsz6legesen sokat, ha a belvdrosban marad).

Adjuk meg, hogy legkevesebb hdny 1épés alatt juthat el a futdr a T'[a][b] mezérél
a T[p][g] mezbig, ha egy 1épésben &tlésan léphet tetszdlegesen sokat (a belvérosban
maradva). Ha a futdr sehogy sem tudja elérni a T[a][b] mez6t, akkor irjunk ki —1-et.

A bemenet els6 sordban az N és M szamok szerepelnek szokozzel elvélasztva.
A masodik sorban az a, b, p, ¢ szamok szerepelnek székozzel elvalasztva.

A kimenet egyetlen sordban egy szam szerepeljen, a minimélis 1épésszam (vagy
—1, ha nem lehetséges elérni a célmezdt).

Példdk:
Bemenetek (a / jel sortorést helyettesit) Kimenetek
54 /2244 1
124 /11113 4
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Korldtok: 2 < N,M < 10°, 1< a,p < N, 1 <b,q < M. Id8korlat: 0,4 mp.

Ertékelés: a pontok 50%-a kaphaté, ha a program az N, M < 1000 tesztesetekre
helyes megoldast ad.

S. 163. Manapsag tobb olyan sakkmotor (sakkoz6 robot) létezik, mely képes
a legjobb sakknagymestereket is legy6zni. A probléma nehézségét szeretnénk il-
lusztralni ezzel a feladattal, melyben jelentésen konnyitiink a feltételeken.

Adott egy hagyoméanyos sakktdbla, melyen egy vildgos gyalog és a két kiraly
taldlhatd. Az esetek nagyjabdl 2/3-dban vildgos mattot tud adni a sotét kirdlynak,
a figurdk elhelyezkedésétdl fiiggden azonban a kimenetel dontetlen is lehet (stét
nem nyerhet). Készitsiink szdmitégépes programot, amely megadja, hogy mi lesz
a jaték kimenetele egy ilyen &allds esetén.

Bemenet: a bemenet elso és egyetlen sora egy sakkéllast tartalmaz a Forsyth—
Edwards jelolés (FEN) szerint. Ez egy standard sakkdlldsok jelslésére. Figyelem!
A standard azt is megadja, hogy melyik jatékosnak kell 1épni. Ez befolyasolhat-
ja a kimenetet. Feltételezhetjiik, hogy az 50 1épés szamlaldja nullarél indul, igy
a lépésszdm miatt nem lesz dontetlen az eredmény, ha vilagos nyerni tud.

Kimenet: a kimenet els6 és egyetlen soraba a W karaktert kell irni, ha vila-
gos nyerhet, és a B karaktert, ha sotét kikényszeritheti a doéntetlent (mindkét fél
optimélisan jatszik).

Példa:

Bemenet Kimenet
Tk/4PK2/8/8/8/8/8/8 b - - 0 0 W

Magyardzat: ebben az alldsban sotét 1ép, majd fehér harom lépésben mattot ad.
Idokorldt: 1 mp.

Ertékelés: A pontok 50%-a kaphatd, ha a program helyes eredményt ad olyan
bemenetre, amikor a gyalog a 7. sorban van.

Segitség: jatékallasokat kiprébalhatunk és tesztelhetiink példaul a
https://www.chess.com/analysis és a https://syzygy-tables.info/ oldala-
kon.

Bekiildend6 egy s163.zip tomoritett dllomédnyban a megfeleléen dokumen-
talt és kommentezett forrasprogram, amely tartalmazza a megoldas lépéseit, vala-
mint megadja, hogy a program melyik fejleszt6i kornyezetben futtathaté. A doku-
mentacio tartalmazza a megoldas elméleti hatterét, az esetleg felhasznalt forraso-
kat. Ne tartalmazzon kédrészleteket, azok magyarazata kédkommentek formajaban
a forrdsprogramban szerepeljen.

*

A feladatok megoldasai regisztracié utan a kovetkezé cimen t6lthetok fel:
https://www.komal.hu/munkafuzet
Bekiildési hatarid6: 2022. oktéber 15.

*
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Szép szereplés az 52. Nemzetkozi Fizikai 85"?\!! 22
Diakolimpian ...:

()

L |

Az 52. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpia (IPhO) 2022. jdlius 10. és 17. kozott
keriilt megrendezésre online formdban. A magyar csapat tagjai egy arany-, egy
ezlist- és hdrom bronzérmet szereztek, és ezzel az igen elékel6 16-17. helyet érték
el az orszagok kozti nem hivatalos éremtablédzatban. (Osszpontszém szerint hazank
a mintegy 70 résztvevd orszdg kozott a 19. helyen végzett.) Az érmek sorrendje
szerint legel6kel6bb helyen végzett orszagok érmeit és Gsszpontszamat a kovetkezd
tablazat mutatja:

Erem- és ponttablizat a 2022. évi 52. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpidn

orszag arany- | eziist- | bronz- | dicséret | pontszam
érem | érem | érem
1. | Kina 5 0 0 0 212,3
2. | Dél-Korea 4 1 0 0 134,7
3. | Romaéania 4 1 0 0 130,45
4. | USA 3 2 0 0 119,0
5. | Vietnam 3 1 1 0 106,25
6. | Tajvan 2 3 0 0 119,2
7. | Németorszag 2 1 2 0 100,8
8. | Egyesiilt Arab Emirségek 2 0 3 0 93,15
9. | India 1 4 0 0 111,35
10. | Kazahsztan 1 4 0 0 103,7
11. | Szingapur 1 4 0 0 99,7
12. | Indonézia 1 3 1 0 89,95
13. | Ausztrilia 1 2 2 0 91,7
14. | Izrael 1 2 2 0 87,1
15. | Gruzia 1 2 2 0 80,4
16. | Bulgaria 1 1 3 0 83,0
17. | Magyarorszag 1 1 3 0 81,5
18. | Thaifold 0 5 0 0 93,2
19. | Hongkong 0 4 1 0 101,95
20. | Japén 0 3 2 0 87,6

A csapattagok kivélasztdsa és felkészitése most is az orszdg 6t vdrosdban (Bu-
dapesten, Miskolcon, Szegeden, Székesfehérvaron és Pécsen) miikodd fizikai didk-
olimpiai szakkorokon zajlott. A budapesti szakkor ebben a tanévben is online méd-
ban miikodott; a szakkorvezeték heti rendszerességgel feladatsorokat tettek kozzé
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a magyar fizikai didkolimpiai szakkorsk honlapjan!, majd egy hét milva az ,JPhO
Hungary” YouTube-csatorndra? feltették a feladatok megolddsat bemutaté vide-
6t. Remélhetéleg ezek és a korabban mar feltoltott videdk is hatékonyan segitik
az érdekl6dd didkok egyéni tanuldsat, versenyekre vald felkésziilését.

A csapat kivalasztasa az el6z6 évhez hasonléan harom valogatdkorben tortént.
A KoMaL3-ban és a fizikai didkolimpiai szakkoérok honlapjén meghirdetett elss,
online forduléra maéarcius kozepén keriilt sor. Ezen barki indulhatott, elég volt
a szakkori honlapon kozzétett feladatsor megoldasat szkennelve bekiildeni. A harom
és fél 6réas versenyen kitlizott feladatokat nagyjabdl 20 didk kiildte be.

A beérkezett dolgozat pontszama alapjan a legjobb 11 didk kapott lehet&séget
a vélogatds masodik korében vald részvételre. A kivélasztottak kozel egy hénapon
keresztiil heti 3 alkalommal online felkészito foglalkozasokon és hetente egy villam-
versenyen vettek részt. Itt statisztikus termodinamika, fizikai optika, kvantumfizika,
relativitdselmélet témakorokrol esett szo.

A harmadik vélogatokort az elmilt években megszokott, kétnapos Kunfalvi-
verseny jelentette. Az dprilis végén megrendezett verseny 6t oras elméleti, hdrom
Oras mérési és harom oOras szamitogépes szimulacios részbdl allt. Az elméleti felada-
tok olimpiai stilustiak (hossztiak és sok alkérdésbél alldk) voltak.

A vélogatas harom korében szerzett dsszpontszdam alapjan kialakult az 6tf6s
csapat, amely az 52. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpian képviselte hazankat:

Bencz Benedek, 9. oszt., Budapest, Bair-Madas Reformatus Gimnazium, tanara:
Horvdth Norbert;

Gurzé Joézsef, 12. oszt., Budapest, Fazekas Mihdly Gimndzium, tanara: Nagy
Piroska Madria;

Kertész Balazs, 12. oszt., Debrecen, DRK Déczy Gimnaziuma, tandra: Tdfalusi
Péter;

Kovacs Balazs Csaba, 12. oszt., Hatvan, Bajza Jézsef Gimnazium, tanarai: Maru-
zsiné Sevella Judit, Kovdcs Ldszld;

Toronyi Andras, 12. oszt., Budapest, Baar-Madas Reformatus Gimnazium, tanara:
Horvdth Norbert.

Megjegyezziik, hogy a vélogatéversenyen vald szereplése alapjan bekeriilt az
olimpiai keretbe Molnar-Szab6 Vilmos (11. oszt., Budapest, Fazekas Mihaly Gimn,
tandra: Nagy Piroska Mdria). Vilmos az IPhO részvételrdl lemondott, mert a ver-
seny idején zajlé Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian erdsitette a magyar csa-
patot egy bronzéremmel.

A csapat szamdara az els6 nemzetkozi er6préba a majus végén Szlovénidban,
Ljubljandban megrendezett Eurdpai Fizikai Didkolimpia® (EuPhO) volt, amely
a vildg masodik legnagyobb kozépiskolas fizikaversenye. (Ezen a versenyen Kertész
Balézs helyett Molndr-Szab6 Vilmos képviselte orszdgunkat.) Az EuPhO-n a ma-

https://ipho.elte.hu
2https://www.youtube.com/c/IPhOHungary
3https://www.komal.hu
4https://eupho.ee/eupho-2022

362 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/6



QF 2022.10.7 — 17:05 — 363. oldal — 43. lap KoMalL, 2022. szeptember EF

— P

gyar csapat egy aranyérmet (Kovécs Baldzs Csaba), egy eziistérmet (Gurzé Jézsef),
két bronzérmet (Bencz Benedek, Toronyi Andras) és egy dicséretet (Molnar-Szabé
Vilmos) szerzett. Az Eurépai Fizikai Didkolimpidrdl sz6lé beszdmolé az oktdberi
szamunkban olvashaté majd.

A csapat tréningben tartdsa a nyar elején is folytatédott; rendszeresen kiild-
tiink a csapattagoknak egy-egy régebbi IPhO elméleti feladatsort, amit a csapatta-
gok onalléan megoldottak. Néhany nap mulva elkiildtiik a hivatalos megoldast is,
majd kicsit kés6bb online megheszéltiik a feladatsor problémasabb részeit, illetve
részletesebben korbejartunk egy-egy kérdést.

Az eredeti tervek szerint az 52. Nemzetkozi Fizikai Didkolimpiat Fehéroroszor-
szag szervezte volna, de a nemzetkozi helyzetre vald tekintettel a IPhO Nemzetkozi
Bizottsaga aprilisban torolte az eseményt, és Svéjc véllalta at a verseny online for-
maban valé lebonyolitdsat. Koszonet illeti a rendezdket és a nemzetkozi segitdket,
hogy ilyen rovid id6 alatt sikeriilt megszervezni és zokkendmentesen lebonyolita-
ni a versenyt! A versenyzék tobbsége sajat hazdjaban, szamitégépes kapcsolaton
keresztiil vett részt az eseményen, de voltak olyan helyszinek is, ahol néhany or-
szag delegacidja Osszejott, és egy kozos helyszinen szervezték meg a részvételt, ezzel
valamennyire visszaidézve a helyszini szervezésli didkolimpidk hangulatat. A ver-
senyen 368 tanulé mérte Gssze tudasat, akik a tiz egyéni indulé mellett mintegy
70 orszagot képviseltek.

A magyar delegéciét az 6t csapattagon tul Sarkadi Tamds (BME Fizikai Inté-
zet) és Tasnddi Tamds (BME Matematikai Intézet) csapatvezetdk, Széchenyi Gdbor
(ELTE Fizikai Intézet) megfigyeld, Szdsz Krisztidn (BME Fizikai Intézet) és Vigh
Maté feliigyel6k alkottak, akik julius 10-t6l 15-ig Balatonfiiredre, egy hotelbe kol-
toztek a verseny idejére. Az el6készité munkédk nagy része és a verseny lebonyolitasa
a hoteltdl tiz percre levd, tjonnan megnyilt BME Tudéascentrumban zajlott. A csa-
patvezetdk és a megfigyel végezték a forditdst, javitast, moderalast, a feliigyel6k
gondoskodtak a didkok ellatdsardl és a verseny szabalyszeri lebonyolitasardl, vala-
mint kiépitették a rendezbkkel a folyamatos videékameras feliigyeletet.

Az IPhO els6 versenynapjan az 6toras kisérleti forduléra keriilt sor. Az IPhO
torténetében elOszor a versenyzOk nem valddi, hanem szimulalt kisérleteket vé-
geztek el és értékeltek ki. Ez azt jelenti, hogy a mérési eredményeket nem valédi
eszkozokkel, manualisan elvégzett mérések szolgaltattdk, hanem egy egyszerti, szo-
veges ablakban futé programba kellett beirni néhany bemend paramétert, és ennek
fiiggvényében a program kiirt néhdny mérési eredményt. (A programokat a feliigye-
16k elézetesen telepitették a versenyzék altal haszndlt laptopokra.) A szimuldcids
program gondoskodott még arrdl is, hogy az eredményeket megfelelé véletlen hi-
ba terhelje. A mérés tobbi része, az adatok felvétele, kiértékelése mar ugyanigy
zajlott, mint egy valédi mérésnél.

A versenyzOk két mérési feladatot kaptak. Az els6 feladatban egy ismeretlen
bolygén kiilénboz6 paraméterti golydk (szimuldlt) leejtésének eredményeibdl kellett
a bolygonak és légkorének adataira kovetkeztetni. A masodik feladatban a verseny-
z0k egy hengeres vakuumdiédat vizsgaltak, a geometriai paraméterek és a diddara
kapcsolt fesziiltség fiiggvényében ,,mérhették” az aramot, és a didéda karakterisztika-
jaban szereplo paraméterek meghatarozasa volt a feladat. Mindkét mérési feladat
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a szokasos IPhO feladatoknal ,nyitottabb” volt; a versenyzéknek maguknak kel-
lett rdjonniiik, hogy egy-egy paraméter meghatarozasahoz milyen bedllitds mellett
milyen adatsort érdemes folvenni.

Az elméleti versenynapon a didkok harom feladatot oldottak meg 6t 6ra alatt.
Az els6 feladatot a jatékboltokban kaphatd, kicsiny, nagyon erés maéagneses go-
lyékbdl Gsszerakott NeoCube kocka motivalta. A feladatban méagneses dipélusok
kozti kolesonhatast vizsgaltdk a versenyzék, tobbek kozott olyan elrendezésekben
is, amik a jatékmaéagnesekkel megvaldsithatok. A masodik feladat a nemrég pélya-
ra allitott James Webb drteleszkoppal kapcsolatos érdekes problémakrdl szolt; volt
a feladatban optika, termodinamika és modern fizika is. Remek volt az id6zités;
a taves6 éppen az elméleti fordulé napjan kiildte el els6 sikeres felvételeit. A har-
madik kérdésben négy (nem csak hatvanyfiiggvényeken alapuld) skélatorvényekkel
megoldandé feladatot tiiztek ki. A problémadk a fizika kiilonbozo teriileteihez, me-
chanikdhoz, hidrodinamikahoz, relativitaselmélethez kapcsolodtak, s6t, volt olyan
kérdés is, ahol a relevéns teriilet meghatdrozésa is fejtorést igényelt (vizes homok
szildrdsiga). A feladatok helyes megolddsédhoz t6bb kiilonb6zé gondolatmenettel is
el lehetett jutni. Osszességében, az elméleti fordulé feladatai nagyon szépek, ne-
hezek voltak, melyek megoldasidhoz otletekre, fizikai gondolkodasra és intuiciora
volt sziikség. A feladatok és a megolddsok megtekinthetk az idei verseny hivatalos
honlapjan®.

Az egész verseny szinvonalat, a problémak nehézségét jol mutatja, hogy a ma-
ximélisan megszerezheté 50 pontbdl (20 a mérésre, 30 az elméletre) 23,70 pont
elérésével mar aranyérmet, 16,05 ponttal eziistot és 11,65 ponttal bronzérmet le-
hetett szerezni, a dicséret alsé hatara pedig 7,15 pont volt. A magyar versenyzok
eredménye a kovetkezo:

Kovécs Baldzs Csaba: aranyérem (24,00 pont);
Gurz6 Jozsef: eziistérem (16,70 pont);

Toronyi Andras: bronzérem (14,70 pont);
Kertész Balazs: bronzérem (14,10 pont);
Bencz Benedek: bronzérem (12,00 pont).

Gratulalunk a csapatnak a szép eredményhez! Szeretnénk koszonetet mondani
a didkok kozépiskolai tandrainak, valamint sok sikert és hasonléan tehetséges tanit-
vanyokat kivanunk nekik a tovabbiakban. Koszonet az 6t magyarorszagi olimpiai
elokészito szakkor vezetbinek a sok éven ativeld, kitarté munkdjukért. Kiilon kdszo-
net illeti tovabba Szdsz Krisztiant, Széchenyi Gabort, Vankc Pétert és Vigh Mdtét
a csapat felkészitésében nyujtott segitségért. Koszonet illeti a Budapesti Miszaki és
Gazdasagtudomanyi Egyetemet, mert rendelkezésiinkre bocsatotta Balatonfiireden
az 1j Tudéscentrumat, és koszonettel tartozunk az anyagi tdmogatasért az Emberi
Er6forrasok Minisztériumanak.

Bar az online versenyek hangulata utol sem érheti egy helyszini rendezésti IPhO
vardzsat, Balatonfiiredrdl is maradandd, szép emlékekkel tértiink haza. Sokat sé-
taltunk a Tagore sétanyon, elmentiink egy hajokirandulésra, lathattuk a Kékszalag

®https://ipho2022.com
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Balatonkeriil6 vitorlasverseny rajtjat, sot, még aznap délutdn a Tihanyi Bencés
Apétsag alatt egy cukraszdaban fagyizva figyelhettiik, ahogy a félsziget peremén
felttinnek a leggyorsabb katamardn rohandk fekete vitorldi, és a hajék befutnak
a fiiredi célba.

A kovetkezd, 2023. évi didkolimpidt Japan rendezi Tokiéban®. A versenyre valé
felkésziilést a négy vidéki és a budapesti szakkor segiti:

Budapest: Szdsz Krisztidn (BME Fizikai Intézet, Budafoki ut 8.),

Miskolc: Zdmborszky Ferenc (Foldes Ferenc Gimndzium, Hésok tere 7.),

Pécs: Pdlfalvi Ldszlé (Pécsi Tudomanyegyetem Fizikai Intézet, Ifjuség titja 6.),

Szeged: Sarlds Ferenc és Csdnyi Sdndor (Szegedi Tudomdnyegyetem, Dém
tér 9.),

Székesfehérvar: Orosz Tamds (Obudai Egyetem Alba Regia Miiszaki Kar,
Budai 1t 45.).

A szakkorokkel kapcesolatos tovdabbi tudnivaldk, elérhetdségek, aktualitdsok és
a felkésziilést segité anyagok a fizika didkolimpiai szakkorok hivatalos honlapjan
olvashatéak: http://ipho.elte.hu. A fenti szakkorokon kiviil els6sorban 6nalld
munkaval, a KéMalL elméleti és mérési feladatainak rendszeres megoldasdval és
a hazai fizikaversenyeken valé rendszeres részvétellel lehet késziilni a jové évi fizikai
didkolimpiara.

Eredményes felkésziilést kivanunk!

Sarkadi Tamas és Tasnadi Tamas, csapatvezeték

A Nemzetkozi Csillagaszati 3
és Asztrofizikai Diakolimpiarol
és valogatéversenyérol,

az Athletica Galacticarol Poland 2023

Napjainkban egyre népszeriibb a titokzatos lr felfedezése, a csillagok fiirké-
szése. A kiilonbozo technikai fejlesztések, tavesovek, a vildghalé nydjtotta tér ki-
terjesztése mind segitik ennek a vildgnak a megismerését.

A csillagaszat a felfedezés tudoméanya. Ahogy az égbolt, ugy a lehet6ségeink
is hatartalanok. Az Athletica Galactica verseny kivalé alkalom és lehet8ség arra,
hogy megtaldlja a jovo kozépiskolas kozmikus tehetségeit, akiknek a kisujjaban van
a fizika, a matematika és az informatika. A mozgalom nem 1j keleti, mar tobb mint
10 éve van jelen hazankban.

A kezdetektél a Bajai Obszervatérium Alapitvany égisze alatt futott a felké-
szités. Olimpikonjaink évrél évre egyre eredményesebben szerepeltek a Nemzetkozi
Csillagészati és Asztrofizikai Didkolimpidn (IOAA). Aztdn 2019-ben mér hazénk

6 https://ipho2023. jp
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rendezte az eseményt, ahol a Csillagaszati és Foldtudomanyi Kutatékdzpont is
részt vett a szervezésben.

Az évek mulédsdval egyre népszertibbé valt a verseny. N6tt a jelentkez6k szdma,
ezzel parhuzamosan a szakmai felkésziték is egyre tobben csatlakoztak a jobb
eredmények elérésének érdekében. Ennek okan sziiletett meg tavaly, a Kolumbia
altal szervezett didkolimpian az els6 magyar IOAA aranyérem.

Ez a novekedés adott okot arra, hogy legyen egy beazonosithaté elnevezése
a versenynek. Megsziiletett az Athletica Galactica, amely Magyarorsziagon egyediil-
allé megmérettetés kozépiskoldsok szamara. A fizika és matematika terén kiemelke-
do, a csillagdszat és az lirkutatas irant érdeklédé didkok egy haromfordulds tornan
vesznek részt, amelynek a végén az orszagos valogatokon tovabbjutott 25 diak ko-
zill kivalasztasra keriil a legjobb 10 versenyz6. Az 6 didkolimpiai felkészitésiiket
szakmai csapatunk veszi at.

A felkészités harom felkészité hétvégébdl, heti feladatsorokbdl, valamint egy
felkészito és valogatd taborbdl &all, amelyek soran a didkok mind elméleti, mind
gyakorlati tekintetben olimpiai szintre fejlédhetnek. Ezenfeliil pedig a nagy meg-
mérettetést megeldzi egy miniolimpia, amelyet szomszédos orszagokkal forgd rend-
szerben tartunk minden évben. Idén Szlovénia adott otthont ennek az eseménynek,
jovore pedig varhatéan Horvatorszag szervezi meg.

Kiildetésiinknek érezziik, hogy segitséget biztositsunk a didkok és tanarok sza-
mara ismereteik bovitéséhez, gyakorlashoz. Tessziik ezt egy korabbi olimpikonunk,
Ddlya Gergely &altal irt, mar az egyetemek Aaltal is haszndlt konyvvel. Ez a ko-
tet az olimpia témakoreit felolelé elméleti Osszefoglaldas mintafeladatokkal, laiku-
soknak és a szakmanak egyarant. Hamarosan nyomtatdsban is megjelenik emellé
egy feladatgyijtemény megolddkulccsal és magyarazatokkal. Tavcs6hasznalati és
-ismereti tanfolyamainkkal prébalunk hozzdjarulni ahhoz, hogy a didkok batran
tudjanak tandraikhoz fordulni segitségért. Ehhez a kezdeményezéshez az orszag
tobb pontjan megtalalhaté partnereink is csatlakoztak.

Az Athletica Galacticdra, valamint magéra az IOA A-ra sziikséges elméleti és
gyakorlati tudés elsajatitasat didakolimpiai szakkori halozat segiti, amely orszag-
szerte, kiillonboz6 szinteken folyé munkéjiaval épptigy helyet ad a teljesen kezdd,
mint a mar nem el6szor versenyzé didkoknak. SOt a résztvevék egy remek, moti-
valt, Osszetartd és viddm csapat tagjaiva is valnak.

IOAA Olimpiai Szakkor, Budapesten és online

Az Olimpiai Szakkor 2013 éta alkotja a szakkori hélézat gerincét, felkészit-
ve a matematikabdl és fizikdbdl tehetséges, 10-12. osztalyos didkokat az Athletica
Galactica dontéjének szintjére. A szakkort volt didkolimpikonok tartjak, akik a don-
t6 uténi keretfelkészitésben is részt vesznek, Kalup Csilla, az ELTE Csillagészati
Tanszéke doktoranduszanak szakkorvezetésével.

A szakkorok az ELTE TTK ldgyméanyosi campus Eszaki Tombjében folynak
szeptembertol a dontbig, kb. kéthetente, szombatonként, 09:00 és 14:00 kozott, de
online csatlakozésra is lehetéség van. Az els6 harom szakkor idépontja szeptem-
ber 17., oktéber 1. és oktdber 22. A részvétel ingyenes, de regisztracidhoz kétott.
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Budapesti alapozo szakkor és vidéki szakkorok

Az Ijjpesti Konyves Kalman Gimnaziumban a matematikai, fizikai és csilla-
gaszati tudast megalapozé szakkort tart Udvardi Imre matematika-fizika szakos
tandr 8-10. osztalyosoknak. A szakkori foglalkozdsok péntekenként 15:00-t61 18:00-
ig vannak, amelyeket 22:00-ig tavcsovezés kovet az iskola Kulin Csillagdajaban.
Els6 alkalom: oktéber 7.

A fentiek mellett szdmos vidéki szakkor is felkésziilési lehetéséget kinal. To-
vabbi informacié a szakkorokrol, valamint jelentkezési informacio a

https://athleticagalactica.hu/orszagos-szakkori-halozat
cimen taldlhaté.

Aki kedvet érez magaban, hogy részese legyen egy kivalé csapatnak, vagy
csak foglalkoztatja, hogy mi mindent rejt a csillagos ég, a csodélatos univerzum,
csatlakozzon a megadott elérhet&ségeken.

Akik ki szeretnék prébalni magukat a hazai valogaté versenysorozaton, hogy
felmérjék tuddsukat, azok pedig alabb olvashatjak, hogy miként tudnak jelentkezni.

FELHIVAS .
az Athletica Galactica Athlet!ca
Kérpat-medencei Kozépiskolai Galactica
Csillagaszati és Asztrofizikai Versenyre Dy o Aevrabkal Varseny

A Csillagéaszati és Foldtudomanyi Kutatokozpont Karpat-medence magyar aj-
ku kozépiskolds didkjai szaméara orszagos versenyt hirdet. Ismét keressiik azokat
a kozépiskolai pedagogusokat, akik a fizika és matematika terén kiemelkedd, a csil-
lagaszat és az lirkutatas irant érdekl6d6 kozépiskolasokat 6sztonzik a nevezésre, s
felkésziilésiiket segitik a haromfordulds verseny soran. Tanari tdmogatdsukkal hoz-
zajarulnak a hazai dont6ben valé megmérettetésre, igy lehetéséget adva a legtehet-
ségesebb didkok szaméra a Nemzetkozi Csillagdszati és Asztrofizikai Didkolimpidn
(I0AA, International Olympiad on Astronomy and Astrophysics) valé részvételre,
amelyet Lengyelorszag szervez 2023. augusztus végén.

A dontébe juté didkok legjobbjaibdl keriilnek ki a magyar nemzeti didkolimpiai
keret tagjai.

A 2022-es Athletica Galactica verseny forduléinak idépontjai:

I. (iskolai) fordul6: 2022. november 16. (szerda), 15.00 éra (id6tartam: 120 perc);

II. (iskolai) forduld: 2022. december 14. (szerda), 15.00 éra (id6tartam: 120 perc);
III. (iskolai, szamitégépes) forduld: 2023. janudr 11. (szerda), 15.00 éra (idStartam:
120 perc);

Orszagos donté (terv): 2023. mércius 24-26.

Jelentkezni honlapunkon (www.athleticagalactica.hu), érdeklédni az aldbbi
elérhetOségeken lehet:

Vincze Nikolett +36 30 683 6154
info@athleticagalactica.hu
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I_ _I Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatoverseny
1. elméleti fordulo

I_ J 2022. marcius 21. 15:00

Figyelem!”™ A versenyen nem-grafikus szamolégépen, {ré- és rajzeszkozokon kiviil
semmilyen mds segédeszkdz (pl. kényv, fiizet, tdbldzatok, internet) nem haszndlhato.
A feladatok megoldédsat kézirdssal, papirra kell elkésziteni, minden feladat megolddsa 1j
oldalon kezdédjon. Az els§ oldalon szerepeljen a versenyz6 neve, évfolyama, felkészito
tanarainak és iskoldjanak neve. Torekedni kell a jol attekinthetd kiilalakra, az olvashaté
kézirdsra, a megoldédsok fizikai alapjainak ismertetésére, valamint a magyaros, vildgos és
tomor fogalmazasra.

Minden feladat azonos pontszamot ér. A verseny id6tartama 3 éra, amelynek lejérta
utdn tovdabbi 30 perc all rendelkezésre a megoldasok digitalizdlasara és elkiildésére. A meg-
olddsokat egyetlen pdf-dokumentumban a verseny napjdn (2022. mércius 21.) 18:30-ig kell
elkiildeni az iphoteamhun@gmail.com cimre. A késon érkezett dolgozatokat nem tudjuk
elfogadni. A pdf-dokumentum késziilhet példaul mobiltelefonos alkalmazéssal vagy szken-
nerrel.

F1. Az dbrdn lathat6 két pontszerii, szabad elmoz- om
dulasra képes test kozott csak a tomegvonzas hat. Kez- A
detben a testek tavolsidga d, az egyik m tOomegi test . /ﬂ”ﬂ
nyugalomban van, a masik (ugyancsak m tomegii) test .
pedig vg = ky/ym/d sebességgel mozog az dbrdn lat-
haté iranyban, ahol k£ paraméter, v pedig a gravitacids
allands. m @

a) Legaldbb mekkora k értéke, ha a testek hosszi id6 utdn egymadastol nagyon
messzire (,,végtelen” tdvolra) keriilnek?

b) Mekkora a testek kozotti legnagyobb tavolsdg k = 1 esetén?

F2. Egy szigetel6anyagbdl késziilt, R suga-
ri, L hosszisdgi (L > R), vékony fali, M to-
megl cs6 egyenletesen fel van toltve o feliileti
t6ltéssilirtiséggel. A csé rogzitett szimmetriaten-
gelye koriil sirléddsmentesen foroghat. A cs6-
re fonalat csévéliink, melynek végére m tomegii
kis testet rogzitiink. Mekkora gyorsuldssal mo-
zog a kis test, ha elengedjiik?

* A versenyz8knek sz6l6 technikai informacidk itteni kozlésével a késébbi, hasonlé sti-
lusban megrendezendé versenyek résztvevéit szeretnénk segiteni. (A Szerk.)
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F3. Az dbrdn lathaté dramkorben a telepek, a di- C
6da és a tekercs idedlis. A K kapcsold hosszu ideje zar- H
va van. Adatok: L = 150 mH, C' = 200 nF, R = 500 €,

Up=9,0V. Lo |}~

a) Mekkora maximélis U,y fesziiltségre toltédik K L 7U
fel a kondenzator, miutdn a kapcsolét kinyitjuk? <~ 0
b) A kapcsol6 kinyitdsa utdn mennyi idével éri el Rt =
a kondenzator fesziiltsége az Upyax értéket? Uy

F4. A pozitron egyszeresen pozitiv toltésli elemi részecske, melynek tomege
egyenld az elektron mg tomegével. Egy allénak tekinthetd elektronnak 3mgc? moz-
gasi energidji pozitront iitkdztetiink, melynek kdvetkeztében annihilacié kovetkezik
be és az energia két foton formajaban sugarzodik szét.

a) Feltéve, hogy a két foton ellentétes irdnyban repiil szét, mekkora a fotonok
hullamhosszénak aranya?

b) Mekkora a két foton kirepiilési irdnya altal bezart szog lehetséges legkisebb
értéke?

[ <]

Fizika gyakorlat megoldasa

L ll

G. 773. A Fold—Hold rendszer a két égitest k6zos tomegkdzéppontja koril kering
27,32 napos keringési idével a tdvoli dllocsillagokhoz képest. Ehhez képest t6bb mint
két nappal hosszabb idd, dtlagosan 29,53 nap telik el két eqymdst kovetd holdtolte
kozott. Magyardzzuk meg a kétféle periodusidd kozotti killonbséget, és egyszerisitett
szamitdassal mutassuk meg, hogy valéban nagyjdbol két nap az eltérés!

(4 pont)

Megoldés. Holdtoltekor a Hold, a Féld és a Nap (kozelitoleg) egy egyenesbe
esik. Két telihold kozott a Nap—Fold egyenes valamekkora szoggel elfordul az &ll6-
csillagokhoz képest. Ugyanennyivel tobbet kell elforduljon a 360°-on feliil a Hold
a Fold koriil, hogy megint a Nap—Fo6ld egyenesén legyen rajta.

Legyen az egymast koveto két holdtolte kozott eltelt id6 27,32 4+ n nap. Mivel

a Fold 365,26 nap alatt fordul 360°-ot a Nap koriil, 27,32 +n nap alatt a Nap—Fold
egyenes elfordulédsa

2732+ n

- 360°.
365,26

A Hold 27,32 nap alatt tesz meg egy teljes fordulatot a Fold koriil, n nap
alatt pedig a Fold—Hold egyenes még elfordul « szoggel. Az id6 egyenesen ardnyos
az elfordulds szogével, tehat

n
a= - 360°.
27.32
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Ezek szerint fenndall:
27,32 +n n

365,26 27,32’

és ennek az egyenletnek a megoldasa:

n=221~2.

Tehat valéban kb. két nappal tobb id6 telik el két holdtolte k6zott, mint amennyi
a Hold keringési ideje.

Fehérvdari Dondt (Miskole, Foldes Ferenc Gimn., 10. évf.)

Megjegyzés. Egyszeriisitett — akar fejben is elvégezhetd — szdmitas a kovetkezé. A Fold

keringési ideje 12 hénap, a Holdé ennek kb. %-ed része, kozelitéleg 1 hénap (,,holdnap”).
A Hold tehét az allécsillagokhoz viszonyitott keringési idejéhez képest annak még kb.
%-ed része, vagyis hozzavetélegesen 2 nappal kés6bb keriil ismét a Nap—Fold egyenesre.

12 dolgozat érkezett. Helyes 7 megoldas. Kicsit hidnyos (3 pont) 1, hidnyos (1 pont) 1,
hibéas 2, nem versenyszerli 1 dolgozat.

Fizika feladatok megoldasa

—

P. 5392. Egy szokdkut kozépsd nyildsan figgdlegesen kidramlo vékony vizsugdr
H magassdgig jut el. A vizsugdr wizhozama”, azaz az iddegységenként kidramlo viz

térfogata: ® = % Milyen h magassdgban lebeg egy m tomegi labda, ha a vizsugdr-

ba helyezziik? (Feltételezhetjiik, hogy a vizsugdr teljes keresztmetszete eléri a labddt,
és arrdl vizszintes irdnyban spriccel szét.)

(5 pont) A Kvant nyomén

Megoldas. A vizsugar barmelyik keresztmetszetén At id6 alatt AV = OAt
térfogati, tehdt p®At tomegll viz dramlik &t (p a viz slirlisége). Ennyi viznek
Ap = p®At - v nagysagn, fiiggdlegesnek tekinthetd impulzusa van, ahol v az dramlé
viz sebessége az adott magassagban. A labdanak csapddé vizsugar fiiggdleges irdny1
impulzusa At id6 alatt nullara csokken, tehdt — Newton 2. torvénye szerint — a viz

F=—=pd
At~ 7Y
er6t fejt ki a labdara.

Tudjuk, hogy a nyilason kidramlo, valamekkora M tomegl viz kezdeti vg se-
bessége és a maximalis H emelkedési magassidga kozotti Osszefiiggés az energia-
megmaradas torvénye szerint

2
,
MEO = MgH, azaz wvy=+/2gH.
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Hasonléan kapjuk, hogy h magassagban a viz sebessége:
v(h) =+/29(H — h).

Ahhoz, hogy az m tomegi labda lebegjen, a rd haté erék eredéjének nulldnak

kell lennie:

p®+\/29(H — h) = mg,
ahonnan a lebegés magassaga:
m2g
20202

h=H-—

A fenti egyenlet azt is megmondja, hogy legfeljebb mekkora tomegli labdat
lehet lebegtetni. Nyilvan h > 0, vagyis

m < Mpmax = pPv/2H/g.

) Csillingek csapat:
Csilling Ddniel (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 9. évf.) és
Csilling Katalin (Budapest, Szildgyi E. Gimn., 12. évf.)

31 dolgozat érkezett. Helyes 19 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 3, hidnyos
(1-3 pont) 6, hibds 1, nem versenyszer(i 2 dolgozat.

P. 5393. Egy m tomegt és eqy M =
= 3m tomegi, kicsiny golyohoz fonala- L
kat erdsitink, melyek mdsik végét a bal
oldali dbra szerint azonos magassagban
rogzitjik. A golyok kozéppontja ekkor

©3

a felfiiggesztés alatt L mélységben van. Li|L L
A kisebb tomegi golydt felemeljik gy,

hogy a hozzd kapcsolodo fondl vizszintes

legyen (jobb oldali dbra), majd a golydt e o
elengedjiik. A két golyo tokéletesen ru- M M

galmasan és egyenesen titkozik.

a) Az itkozés eldtti pillanatban mekkora egyiittes erdvel terheli a két fondl
a felfiiggesztést?

b) Mekkora a terhelés az iitkizés utdni pillanatban?

c) Az elsé és a mdsodik iitkizés kézitt mekkora a két fondl dltal bezdrt legna-
gyobb szog?

d) A c) esetben mekkora nagysdgi, és milyen irdnyid az egyiittes terhelés?

e) Mekkora széget zdrnak be a fonalak a figgdlegessel, amikor bekévetkezik
a mdsodik itkozés?

(5 pont) Kozli: Zsigri Ferenc, Budapest
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Megoldés. a) Az M tomegli testre hat6 fonélerd legyen K7, az m tomeglire
haté erd pedig Ks. Tudjuk, hogy az titkozés el6tti pillanatban az M témegt golyd
sebessége v1 = 0, a mésik golyd sebessége pedig (az energiamegmaradds térvénye
szerint) ve = v/2¢gL .

Az iitkozés eldtti pillanatban a nagyobb tomegli test gyorsuldsa nulla, a kisebb
tomegli test (centripetalis) gyorsuldsa pedig v3/L (1. dbra). Newton II. térvénye
szerint a golydk mozgésegyenlete:

,U2

Ky —Mg=0, illetve Ky—mg= me,
ahonnan a fonalerdk:
Kl = K2 == 3mg

A felfiiggesztési pontot ebben a pillanatban K + Ko = 6mg nagysagu, fiiggblegesen
lefelé iranyul6 er6 terheli.

L )
b
L
K
gL L
= vy =\/2Lg u = g?<— —_— Uy = %
\}7 ) ¢7 g
Mg\l g Mg\l "
1. dbra 2. abra

b) frjuk fel a tokéletesen rugalmas iitkozésre az energia- és a lendiiletmegma-
radds torvényét! Ha az iitkozés utdni sebességeket wui-gyel és us-vel jeloljiikk (és
a 2. dbranak megfeleléen az iitkozési ponttdl tavolodd iranyban tekintjilk ezeket
pozitivnak), a megmaraddsi torvények szerint

1 1 1
mue = Muy — mug, illetve imvg = imug + §Mu%

Behelyettesitve az ismert adatokat, majd m-mel egyszertisitve ezt kapjuk:
vV29L = 3uy — ua, 29L = u3 + 3u?.

Innen wus-t kikiiszobolve a
12u? — 6uy\/2gL = 0

maésodfoku egyenlethez jutunk. Mivel nyilvan u; # 0, az egyenlet megoldésa:

gL
Uy = Ug = 7
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A két goly6 tehat az iitkozés utdn azonos nagysag, de ellentétes irdnyi sebességgel
fog elindulni.

Az titk6zés uténi pillanatban fellépd (K7-vel és Kj-vel jelolt) fondlerdket ismét
Newton II. torvényébol kaphatjuk meg:

u2 gL 1
K. — —m—2 —mZ= =
2= Mg =mp =m=o-—,
3
Ké:§mgv
és hasonldképp:
U gL 1
K, —Mg=M->2*=MZ—
L 2 L’
tehét
K =-M —gm
175 9—2 g

Mivel mindkét fondlerd fiiggbleges, ezért a felfiiggesztési pontndl haté (fiiggd-
legesen lefelé irdnyuld) terhelés:

K + K3 = 6mg.

Megjegyzés. Az iitkozés sordn mindkét fondlerd nagysdga hirtelen véges értékkel
megvaltozik, az Osszegiik azonban ugyanakkora marad, mint amennyi az titkozés el6tt
volt.

¢) Mivel a két test iitkozés utdni kezdd- 0° — 2¢
sebességének nagysdga megegyezik, valamint
minden helyzetben a gyorsuldsuk is egyforma
nagysagu, ezért azonos id6 alatt mindkét golyd
ugyanolyan magasra fog eljutni. Az emelkedés
h magassagat az energiamegmaradasbol konnyen
megkaphatjuk:

mg

vagyis h = L/4.

Jeloljiik a fonalaknak a fiigg6legessel bezart
legnagyobb szogét p-vel. A 3. dbrdrol leolvashat-
juk, hogy

1
_ ZL _ 3 3. dbra
CcoS p = = -

azaz ¢ = 41,4°, és igy a két fondl dltal bezart legnagyobb szog: 2¢ = 82,8°.
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d) Legyen a fonalakat fesz{t6 erd a fonalak széls6 helyzetében Fy és Fy. Ebben
a helyzetben mindkét golyé pillanatnyi sebessége nulla, tehat a fondlirdnyd (cent-
ripetélis) gyorsuldsuk is nulla kell hogy legyen. Ezek szerint mindkét testre igaz,
hogy az eredé erd fonaliranyd komponense nulla, vagyis a fonaleré a nehézségi erd
fonaliranytd komponensével egyenl6:

3 9
Fy = Mgcosp = ZMg = 1M,

3
Fy =mgcosp = ng.

A felfiiggesztési pontban haté eredd er6 a koszinusztétel szerint
F? = F? + F} — 2F F5 cos(180° — 2¢) =

4 2 4 2
= nggz + gngz cos(2¢) = §m292 + gm292(2 cos?p — 1) = %ngz,
vagyis

~3V43
8

F=——mg~246mg.

Az egyiittes terhelGerd irdanydt a szinusztétel segitségével szamithatjuk ki.
A 3. abrardl leolvashatd, hogy

sin « Fy

2
sin(180° — 2¢)  F /43

ahonnan

. 3 /7 . o
sina = V™ 0,303, vagyis a~17,6°.

A felfiiggesztési pontnal haté terheléerd tehat a vizszintessel 90° — ¢ 4+ a = 66,2°-0s
szbget zar be.

e) A fonalak mozgdsa nem fiigg a rajtuk 1évd tomegek nagysdgatol, ezért
a masodik titkozés akkor fog bekovetkezni, amikor mindkét fondl épp fiiggdleges.

Gabriel Tamds (Budapesti Fazekas M. Gyak. Alt. Isk. és Gimn., 11. évt.)
dolgozata alapjan
42 dolgozat érkezett. Helyes 21 megoldds. Kicsit hidnyos (4 pont) 8, hidnyos
(1-3 pont) 9, hibds 3, nem versenyszer( 1 dolgozat.
P. 5397. Egy Q = 107? C toltést kicsiny testet eqy nagy méretii, foldelt fémle-
meztol d = 10 cm tdvolsdgban szigeteld dllvdnyon réogzitettink.
a) Mekkora a fémlemez feliileti toltéssdrisége a kicsiny testhez legkdzelebb esd
P pontjaban?
b) Milyen messze van P-t8l az a pont, ahol a fémlemez feliileti téltéssirisége
a mazimalis értéknek egyharmada?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszld, Budapest

374 Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2022/6



QF 2022.10.7 — 17:05 — 375. oldal — 55. lap KoMalL, 2022. szeptember EF

— P

Megoldas. A @ pozitiv toltés negativ toltéseket vonz a foldelt fémlemezre.
A t6ltés és a fémlemez elektromos mezdéje, a fémlemez azon oldalan, ahol a ) toltés
is van, ugyanolyan, mintha a lemez maésik oldalan, attél d tavolsdgban lenne egy
—Q ,,tiikortoltés”, és nem lenne ott a fémlemez.

Tekintsiink egy, a P ponttdl r tavolsdgban 1évd kicsiny, AA nagysagu feliilet-
darabkét a fémlemez sikjaban (1. dbra). Erre a kis feliiletre alkalmazva a Gauss-féle
fluxustorvényt:

@AA = —E(r)AA,
€0

ahol E(r) az eredd (a fémfeliiletre merdleges irdnyt) elektromos térerésség nagysiga
a kérdéses pontban, o(r) pedig az egységnyi feliiletre juté elektromos toltés, vagyis
a fémlemez feliileti toltéssiirlisége. Eszerint a keresett (negativ) toltésslirtiség:

o(r) = —eoE(r).
Jaa

<—=>0 ()

1

1. dbra 2. dbra

A két toltés elektromos térerésségének nagysiaga a kis feliilletdarabnédl:

Ey =By =

ahol s a vizsgalt feliilletdarabkdnak a @ t6ltéstol, illetve a —@Q tiikortoltéstdl mért
tévolsdga (2. dbra).

Az eredo F térer6sséget a toltés és a tiikortoltés elektromos terének szuperpo-
ziciéjabol kaphatjuk meg. Ennek nagysaga:

|E| =|E1 + E3| = cos «,

]

ahol cos v = d/s és s = \/d2 + r2 . Igy tehat a fémlemez toltéssiirlisége: a P ponttol
r tavolsagban

Q d

o(r) = o 7@2 n T2)3/2.
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a) A P pontban

Q@ 5 C
o(r=0)=—5 5 =159-107° —.

Ez a toltésslirtiség maximalis értéke.

b) Ha a P ponttdl x tavolsdgban a feliileti toltéssiirliség a legnagyobb érték
harmada, akkor

o(z) = _Q d —
27 (@2 442)%% Gmd?

teljesiil. Innen a kérdéses tavolsag

x=d\32/3-1=0,104 m.

Déra Mdrton (Budapest, ELTE Apéczai Csere Janos Gyak. Gimn., 12. évf.)

20 dolgozat érkezett. Helyes Déra Marton, Gébriel Tamds, Schmercz Blanka és
Téglds Panna megolddsa. Kicsit hidnyos (3 pont) 2, hidnyos (1-2 pont) 5, hibds
9 dolgozat.

P. 5398. Digitdlis fényképezdgépen 35 mm gyujtotdvolsdgu objektiv taldlhato,
melynek kozelpontja 25 cm. A kéozelpont az a szenzortdl mért legkisebb tdvolsdg,
ahonnan az objektiv még képes fokuszdlni.

a) Hogyan vdltozik meg a kdzelpont tdvolsdga, ha az objektiv és a fényképez8gép
kozé eqy kozgyirit helyeziink, melynek hatdsdra az objektiv 12 mm-rel messzebbre
keril a szenzortdl?

b) Készitsiink egy kozelpontba helyezett tdrgyrdl felvételt kizgyiiridvel és anélksiil.
Hogyan ardanylik eqgymdshoz ezen két kép nagysdga?

(5 pont) Kozli: Széchenyi Gdbor, Budapest
Megoldas. Ismerjiik, hogy az objektiv fékusztavolsaga: f = 3,5 cm, a kozelpont
tavolsdga a szenzortol: £ = 25 cm és a kozgytirt vastagsadga: d = 1,2 cm.

a) A feladat szovege szerint a kozelpontban 1év targyrdl az objektiv még
éppen képes éles képet alkotni, vagyis a szokasos jelolésekkel

{=t+k.
A leképzési torvénybél:
11,1
fot -t
Ez t-re nézve masodfoku egyenlet:
t2—lt4+0f =0,

amelynek megoldasa

t1 = 20,8 cm, illetve to = 4,2 cm.
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Esetiinkben fizikai értelme a nagyobb (¢ = t;) gyoknek van, hiszen a leképezéskor
t > 2f =7 cm esetben kapunk — a fényképezdgépektdl elvarhaté mdédon — kicsinyi-
tett képet. A képtdvolsag: k = /¢ —t; = 4,2 cm.

A kozgyiri behelyezése utan a képtévolsag a kordbbi esethez képest d-vel né,
vagyis k' = k +d = 5,4 cm lesz, és az ehhez tartozé tdrgytavolsig: ' = 9,9 cm.

A keresett kozelponttavolsag tehat a kozgylirti behelyezése utan

=t +k =153 cm.

b) Kozgylirti nélkiil egy T nagysagu targy képének mérete: Ky = T%, kozgyi-
riivel pedig Ko = Tl:—,/. A keresett arany tehdt

Ko Kt 54-208
2 =20 o

Ki vk 99-42
Téglds Panna (Révkomdrom, Selye Janos Gimn., 12. évf.)

9 dolgozat érkezett. Helyes Gabriel Tamas, Kertész Baldzs, Kiirti Gergely, Toronyi
Andrés és Téglds Panna megolddsa. Hidnyos (1-2 pont) 4 dolgozat.

P. 5402. Egy R sugari, elhanyagolhato to- m
megt, vékony hengeres abroncsra egy m tome-
gtt, pontszerii nehezéket erdsitettink. Az abroncs
az abran ldthato labilis egyensulyi helyzetébol ki-
mozdul, és akkor csuszik meg a talajon, ami-
kor kézéppontjanak elmozduldsa éppen R. Mekko-
ra a tapaddsi surloddsi egyiitthato az abroncs és
a vizszintes talaj kozott?

(5 pont) Kozli: Balogh Péter, Godollé

Megoldas. Mivel az abroncs tisztan
gordiil, mialatt a talajon megtesz R tavol-
sagot, a geometriai kdzéppontjanak elmoz-
dulésa is ugyanennyi, igy a szogelfordulasa
(lasd az dbrdt)

a =1 rad ~ 57,3°.

Jeloljiik a talaj altal az abroncsra ki-
fejtett vizszintes surldédasi erét S-sel, a fiig-
gbleges nyomoer6t pedig N-nel. Tiszta gor-
diilés esetén

S < poN

(ahol pg a kérdezett tapadasi surlddési egyiitthatd), és a megestszas pillanatdban

S:,U,()N
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Mivel az abroncs témege (és {gy a tehetetlenségi nyomatéka is) elhanyagolha-
t6, a rendszer tomegkozéppontja mindig az m témegi test pillanatnyi helyzeténél,
a P pontnél lesz. A nehezék pontszeriinek tekinthetd, igy a tehetetlenségi nyoma-
téka nulldnak veheto.

A forgémozgés alapegyenlete szerint az abroncsra és a nehezékre haté kiilsé
erdk eredd forgatényomatéka a P pontra:

> M=6pB=0,
ZM:NRsina—SR(1+Cosa) =0.

Innen kapjuk, hogy
S sin

= — = —~0,55.
Ho="7 1+ cosa ’

Nemeskéri Ddniel (Budapest, ELTE Apéczai Csere Janos Gimn., 11. évf.)

23 dolgozat érkezett. Helyes Beke Bélint, Bencz Benedek, Déra Marton, Kertész
Baldzs, Nemeskéri Ddniel és Toronyi Andrds megolddsa. Kicsit hidnyos (4 pont) 2,
hidnyos (1-3 pont) 10, hibds 4, nem versenyszer(i 1 dolgozat.

Fizikabdl kitiizott feladatok

M. 415. A nyar melegét még kihasznalva mérjiik meg, hogy milyen tavolsigra
jut el egy talajszinten 1év6 tomlébol inditott vizsugar a vizhozamtdl és szogallastol
fliggben!

(6 pont) Kozli: Horvdth Norbert, Budapest

G. 785. Felhds id6ben vagy esik az eso, vagy nem. Mitdl fiigg, hogy a felhében
1év§ esbeseppek (vagy jégkristdlyok) lepotyognak a gravitacié hatésara, vagy benne
maradnak a felhében?

(3 pont)
G. 786. Egy decemberi és egy juiniusi napon, Ecuadorban, délben, véddszem-

iivegben arccal a Nap felé fordulunk. Mit latunk, merre mozog a Nap az égen,
jobbra vagy balra?

(3 pont)

G. 787. Internetes kutakodassal allapitsuk meg, hogy mekkora a viz esetében
a legnagyobb szazalékos eltérés a 0 °C és 100 °C kozotti hémérséklet-tartomanyban
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a kovetkez6 fizikai mennyiségek vizsgalatakor: strliség, hangsebesség, feliileti fe-
sziiltség, fajho! Hany Celsius-fokhoz tartozik ezeknek a mennyiségeknek a legna-
gyobb és legkisebb értéke? (A szdzalékos eltérést mindig a legnagyobb értékhez
viszonyitsuk.) Tiintessiik fel az adatok forrdsat!

(3 pont)

G. 788. Egy fiu csonakjaval atevez egy folyon a pontosan szemben 1évé mé-
l6hoz, majd azonnal megfordul és visszaevez a kiindulasi pontba. A 288 m széles
foly6 vizének sebessége 1 m/s, a csénak vizhez viszonyitott sebessége 2,6 m/s. A fiu
azt is kiprobalja, hogy a folyén felfelé tesz meg 288 métert, majd a visszautat is
ugyanugy evezve teszi meg. Szamitsuk ki a csonak kétféle mozgasanak idejét!

(4 pont)

P. 5418. Két kiilonb6z6 szogben, de megegyez6 kezdGsebességgel elrigott labda
azonos tavolsagban ért foldet. A magasabb pédlyan haladé labda kétszer annyi ideig
repiilt, mint a masik. Hogyan aranylik egymashoz a két palya csicsmagassaga?
Milyen szogek alatt rigtak el a labdat?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5419. Vizszintes sikon egyenletesen, 6 m/s nagysdgi sebességgel mozgd
pontszeril test gyorsuldsdnak nagysaga allandé. A test pédlydjanak A és B pontja
kozé es6 tutja 1,2-szerese az elmozduldsvektor nagysdganak. Ezt az utat a test
2 masodperc alatt teszi meg. Mekkora a gyorsulasa?

(4 pont) Kozli: Holics Ldszldé, Budapest

P. 5420. a) Milyen « sz6g esetén van
egyensulyban az dbrdn lathaté rendszer, ha
a lejtén nincs siarlédas?

b) Milyen o szdgek esetén vannak
egyensulyban a testek, ha a lejtén a str-
16dési egyiitthato p = 0,27

¢) Mekkora gyorsuldssal és merre mo-
zognak a testek, ha o = 35° és a sirlédési egyiitthaté p = 0,157 Mekkora ebben
az esetben a két kotéler6é aranya?

(5 pont) Kozli: Siposs Andrds, Budapest

P. 5421. A tengerfenéken, 150 m mélységben fekszik egy elsiillyedt, f6leg acél-
bol késziilt, egykoron 1000 tonna vizkiszoritasi hajd, amelyet szeretnének a fel-
szinre hozni. Ennek érdekében a buvarok boltives részeket alakitanak ki a hajéban,
amelyek ald hosszi csoveken keresztiil a felszinrdl 1égkori levegot juttatnak komp-
resszorok segitségével. Legaldabb mekkora munkat kell végezniiik a kompresszorok-
nak, hogy a hajé megemelkedjen a tengerfenékrél! Feltételezhetjiik, hogy a tenger
és a levego is 15 °C homérsékleti.

(5 pont) Kozli: Tofalusi Péter, Debrecen
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P. 5422. Egy zart, henger alaku,
L =40 cm hosszisagi, hovezeto fald
tartalyt egy vékony dugattyd oszt két
ZL ZL részre, amelyekben idedlisnak tekinthe-
t6 géz talalhatd. Kezdetben a tartaly
tengelye fliggoleges, a dugattyd pedig
egyensilyi allapotaban éppen a tartdly
felénél helyezkedik el. Ezutén a tar-
taly szimmetriatengelyét 90°-kal las-
san elforgatjuk, melynek eredményeképp a dugattyi 10 cm tavolsaggal mozdul el.
Mennyivel mozdult volna el a dugattyi, ha 90° helyett 180°-kal forgattuk volna el
a tartalyt? A hémérséklet mindvégig allando.

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5423. Egy hossz1, egyenes vezetére merdleges
sikban egy téglalap alaku drétkeretet helyeziink el.
A vezet6hoz legkozelebb, d tavolsagra a keret egyik
élének kozéppontja taldlhaté. Vonzza vagy taszitja
egymast a két vezeték, ha az egyenes vezetében I,
a vezetd keretben pedig I3 erésségii dram folyik?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn

P. 5424. Az dbrdn lathat6é kondenzdtorrend-

A szert 5 darab négyzet alaku, A teriiletii, toltetlen

fémlemezbdl allitottuk Gssze. A lemezek tavolsé-

o— —o  ga /, illetve 2/, a széleffektusok £ < A miatt el-
hanyagolhatoéak.

A lemezek kozott levego, illetve a barna szin-

nel jelolt térrészekben e, relativ dielektromos &l-
e 20 £t ot landéju szigetel$ anyag van. A dielektrikum mind-

két esetben az adott helyen 1év6 kondenzartorlemezek kozotti térfogat felét tolti ki.

Mekkora az elrendezés ered6 kapacitasa?
(5 pont) Kozli: Balogh Péter, Godolls

P. 5425. Fénysugar levegébol n = 1,33 térésmutatdju vizbe 1ép at. Mekkora
a beesési sz0g, ha a fénytorés sordan a fénysugar sebességének a hatérfeliiletre
merd6leges komponense nem valtozik meg?

(4 pont) Példatdri feladat nyomdn
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P. 5426. A fotonrakéta olyan elképzelt rakéta, amelynek hajtémiive az tizem-
anyagot fotonokkd alakitja, majd azokat egyiranyban, parhuzamosan kilovelli. Egy
hosszutava lirutazas soran a rakéta nyugalombdl indulva egyenes palyan haladva
felgyorsul valamekkora sebességre, majd a hajtomiivét az ellenkez6 irdnyban iize-
meltetve az uticélig fékezve megdll. Ezalatt a rakéta tomege negyedére csckken.
Mekkora volt a rakéta maximalis sebessége?

(A relativisztikus dinamikdrdl révid cikk olvashaté a KéMaL honlapjén.*)

(6 pont) Kozli: Vigh Mdté, Biatorbagy

*

Bekiildési hatarid6: 2022. oktéber 15.
Elektronikus munkafiizet: https://www.komal.hu/munkafuzet

%

Eotvos-verseny

Az idei E6tvos-versenyt

2022. oktober 14-én,

pénteken délutdn 15P-t61 20"-ig rendezi meg az Eotvis Lorand Fizikai Tarsulat.

A versenyen azok a didkok vehetnek részt, akik vagy kozépiskolai tanuldk,
vagy a verseny évében fejezték be kozépiskolai tanulmanyaikat. Nemcsak magyar
allampolgarsagu versenyzok indulhatnak, hanem Magyarorszagon tanulé kiilfoldi
didkok, valamint kiilf6ldon tanul6, de magyarul ért6 didkok is.

A megoldédsokat magyar nyelven kell elkésziteni, a rendelkezésre 4116 idé 300
perc. Minden irott vagy nyomtatott segédeszkoz hasznalhat6, de hagyoményos (nem
programozhatd) zsebszdmoldgépen kiviil minden elektronikus eszkoz haszndlata
tilos.

Elézetesen jelentkezni nem kell, elegendd egy személyazonossig igazoldsara
szolgdlé okmdannyal (személyi igazolvany, didkigazolvany vagy ttlevél) megjelenni
a verseny valamelyik helyszinén.

A helyszinek és a versennyel kapcsolatos minden tovabbi informécié megtalal-
haté a verseny honlapjéan:

http://eik.bme.hu/"vanko/fizika/eotvos.htm.

Versenybizottsag

*https://www.komal.hu/cikkek/cikklista.h.shtml.
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' ' MATHEMATICAL AND PHYSICAL JOURNAL
FOR SECONDARY SCHOOLS

. ‘ (Volume 72. No. 6. September 2022)

Problems in Mathematics

New exercises for practice — competition K (see page 351): K. 729. What angle is
enclosed by the hands of the tower hall clock 2022 minutes before it strikes midnight?
(Based on the idea of K.A. Kozma, Gy6r) K. 730. Eight chords are drawn in a circle,
such that they have the largest possible number of intersections. Into how many regions
will the eight chords divide the disc bounded by the circle? K. 731. A 4 x 6 rectangle
is to be covered, without overlaps, with tiles congruent to the L-shape shown in the
figure. The L-shaped tiles may be rotated or turned over as needed. Are there at least
36 different arrangements possible? K/C. 732. Four mathematics teachers are all younger
than 70 years, and the age of each of them is a prime number of years. How old is the
youngest if their average age is 60 and all their ages are different? K/C. 733. What is
the area of the smallest rectangle that has an inscribed parallelogram in which one angle
is 60°, sides are 4 cm and 6 cm long, and two sides lie on two sides of the rectangle?

New exercises for practice — competition C (see page 352): Exercises up to grade 10:
K/C. 732. See the text at Exercises K. K/C. 733. See the text at Exercises K. Exercises for

everyone: C. 1728. Find the exact solutions of the equation f%m + % = {z}. ({z} denotes
the fractional part of x, that is, the difference between z and the greatest integer not
greater than x.) C. 1729. Semicircles k1 and k2, respectively, are drawn outside a square
ABCD, over the sides BC és CD as diameters. The midpoints of the semicircular arcs
are Y and F', and the midpoints of line segments DE and AF are P and Q, respectively.
Show that P lies on diagonal AC' and @ lies on diagonal BD of the square. C. 1730.
Find all decimal numbers of the form 0.abc where a, b, ¢ are digits, a # 0, and 0.abc =
#b-i-c' (Croatian problem) Exercises upwards of grade 11: C. 1731. The parallel sides
of a trapezium ABCD are AB > CD. The midline of the trapezium intersects diagonal
AC at E and diagonal BD at F. The length of line segment C'D is the a) arithmetic
b) geometric mean of line segments AB and EF'. In which of the two cases will the ratio

é—g have a larger value? C. 1732. Let U denote the set of prime numbers greater than
337 but not greater than 733. How many 4-element subset does U have that contain 467
or 499 as an element?

New exercises — competition B (see page 353): B. 5254. Prove that the difference of the
squares of any two odd numbers not divisible by 3 is divisible by 24. (& points) (Journal of
Mathematics and Science Didactics, 1943) B. 5255. Vertex A of a triangle ABC is reflected
about vertex B, B is reflected about C, and C is reflected about A. The reflections are
points C1, A1 and Bi, respectively. Show that there exists a triangle with sides of lengths
AA1, BBy and CC4. (8 points) B. 5256. In the lottery game, five numbers are drawn out
of ninety every week. Andrew fills out a single lottery ticket with the same five numbers
in each of the 52 weeks of the year. Belle uses a different scheme. She plays only once
a year with 52 tickets simultaneously: she fills them out in pairwise different ways. Is it
true that both of them have the same chance of having a ticket with five correct numbers?
(4 points) B. 5257. In an acute-angled triangle ABC, the heights are AA,, BB1, CCh,
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and the midpoint of side AB is F. A circle k passes through the points F' and C7, and
intersects the extensions of line segments A1Cy and B1C: beyond C; at points P and @,
respectively. Prove that A1 P = B1Q. (4 points) B. 5258. Is it true that every positive
integer has a positive multiple in which the sum of the digits in decimal notation is at
most 20227 (5 points) (Proposed by Cs. Sdndor, Budapest) B. 5259. Solve the following
simultaneous equations over the set of real numbers: 22 —3y+4 =2z, y> — 32+ 4 = w,
22 —3w+4=uzx, w?—3x+4=1y. (4 points) (Based on the idea of M. Bencze, Brassd)
B. 5260. G and H are points of chord AB of a circle k such that AG=GH = HB = 1.
Let F' denote the midpoint of one of the arcs AB. The secants FFH and F'G intersect the
circle again at points C' and D, respectively. Show that CD = BC?. (6 points) (Proposed
by Sz. Kocsis, Budapest) B. 5261. Starting Player and Second Player are playing a game
on the edges of a complete graph of 100 vertices. They take turns in colouring an edge of
the graph that has not been coloured before. In each step, Starting Player colours his edge
red, and Second Player colours his edge blue. The game terminates and Starting Player
wins if there is a set of four vertices such that all the six connecting edges are red. The
game terminates and Second Player wins if there is a set of four vertices such that all the
six connecting edges are blue. The game terminates with a draw if there is no such set of
four vertices but there remain no further vertices to colour. Who has a winning strategy?
(6 points)

New problems — competition A (see page 354): A. 830. For H C Z and n € Z, let h,
denote the number of finite subsets of H in which the sum of the elements is n. Does there
exist H C Z, for which 0 ¢ H, and h,, is a (finite) even number for every n € Z? (The sum
of the elements of the empty set is 0.) (Submitted by Csongor Beke, Cambridge) A. 831.
In triangle ABC let F' denote the midpoint of side BC. Let the circle passing through
point A and tangent to side BC' at point F intersect sides AB and AC at points M and N,
respectively. Let line segments CM and BN intersect in point X. Let P be the second
point of intersection of the circumcircles of triangles BM X and CNX. Prove that points
A, F and P are collinear. A. 832. Let us assume that the number of offsprings for every
man can be 0,1,... or n with probabilities po, p1,...,pn independently from each other,
where po +p1 + -+ pn = 1 and p, # 0. (This is the so called Galton—Watson process.)
Which positive integer n and probabilities po, p1,...,p» will maximize the probability
that the offsprings of a given man go extinct in exactly the tenth generation?

Problems in Physics
(see page 378)

M. 415. Taking advantage of the warm summer weather, measure how the horizontal
range of a jet of water launched from a hose at the ground depends on the water flow and
the angular position of the nozzle.

G. 785. In cloudy weather, it either rains or it doesn’t. What determines whether
the raindrops (or the ice crystals) in a cloud fall off due to gravity or stay in the cloud?
G. 786. One day in December and one in June, in Ecuador, at noon, with solar eclipse
glasses on, we face to the Sun. What do we see, which way does the Sun move in the sky,
to the right or to the left? G. 787. Research the internet and find out in the case of water
between the temperature values of 0 °C and 100 °C the largest percentage difference of
the following quantities: density, speed of sound, surface tension, and specific heat. To
what temperature values (in Celsius degree) do the maximum and minimum values of
these quantities belong? (Always relate the difference in percent to the maximum value.)
Also indicate the sources of your data. G. 788. A boy takes a boat across a river to the
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pier directly opposite, then immediately turns around and rows back to the starting point.
The river is 288 m wide, the water flows at a speed of 1 m/s, and the speed of the boat
relative to the water is 2.6 m/s. The boy also tries that he rows upstream 288 m and then
rows back to the starting point. Calculate the times for the two movements of the boat.

P. 5418. T'wo balls, kicked at different angles but with the same initial speed, land
at the same distance. The ball with the higher trajectory flew twice as long as the other.
What is the relationship between the peak heights of the two trajectories? At what angles
were the balls kicked? P. 5419. The magnitude of the acceleration of a point-like body
moving at a constant speed of 6 m/s in a horizontal plane is constant. The length of the
path of the body between points A and B is 1.2 times the magnitude of the displacement
vector. It takes 2 seconds for the body to cover this path. What is its acceleration? P. 5420.
a) At what angle of « is the system in the figure in equilibrium if there is no friction on the
slope? b) For what angles of « are the objects in equilibrium if the coefficient of friction on
the slope is 4 = 0.27 ¢) What is the acceleration and the direction of motion of the objects
if @ = 35° and the coefficient of friction is 4 = 0.15? What is the ratio of the two tensions
in this case? P. 5421. At the bottom of the sea, 150 m below the surface, lies a sunken,
mainly steel ship, which once had a 1000 tons displacement. Divers would like to bring this
ship the surface. To do this, the divers create arched sections in the ship, into which the
atmospheric air from the surface is pumped through long tubes by means of compressors.
At least how much work do the compressors have to do in order to raise the ship off the
seabed? We can assume that both the sea and the air has a temperature of 15 °C. P. 5422.
A closed, cylindrical tank of length L = 40 cm, is made of heat-conducting walls and is
divided into two parts with a thin piston. There is some ideal gas in both parts of the
tank. Initially, the axis of the tank is vertical and the piston is in equilibrium, exactly
at the middle of the tank. Then the tank is slowly turned such that its symmetry axis
turns 90°, which causes the piston to move a distance of 10 cm. How much would the
piston have moved if the tank had been rotated by 180° instead of 90°? The temperature
is constant all the time. P. 5423. A rectangular frame of wire is placed next to a long,
straight conducting wire such that its plane is perpendicular to the wire, as it is shown in
the figure. The midpoint of one of the edges of the frame is the closest to the wire, and
it is at a distance of d from the wire. Do the two wires attract or repel each other if the
straight wire carries a current of magnitude I; and the conducting frame carries a current
of magnitude I>? P. 5424. The capacitor system shown in the figure is made of 5 square-
shaped uncharged metal plates of area A. The distance between the plates is £ or 2¢, and
the edge effects are negligible because £> < A. Between the plates, in the white regions
there is air and in the brown regions there is some insulating material of relative dielectric
constant &;. In both condensers which contain dielectric, the dielectric material fills half
of the area between the plates of the condensers. What is the equivalent capacitance of
the arrangement? P. 5425. A ray of light passes from air into water of refractive index
n = 1.33. What is the angle of incidence if during refraction the component of the speed
of light ray which is perpendicular to the boundary does not change? P. 5426. A photon
rocket is an imaginary rocket whose engine converts fuel into photons, which are then
ejected into one direction parallel to each other. During a long-duration space mission,
the rocket, starting from rest and moving in a straight path, accelerates to some speed,
then with its engine running in the opposite direction, it brakes to a stop at the end of its
journey. During this time, the mass of the rocket is reduced to one-quarter of its original
value. What was the maximum speed of the rocket?
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